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不确定非线性系统高精度自适应模糊控制 
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【摘要】针对一类未知边界函数的不确定仿射非线性系统，提出一种高跟踪精度特性的自适应模糊控制器。基于变论域

模糊系统理论证明了最优逼近误差在特定条件下具有局部收敛特性。通过以跟踪误差作为输入并选择适当的自适应参数，设

计出逼近误差局部收敛的自适应模糊控制器。以最优逼近误差存在未知上确界为主要假设，证明了闭环系统在所有信号一致

有界意义下的稳定性和跟踪误差收敛性。该控制器无需附加补偿器即可在理论上消除逼近误差对跟踪误差的影响，从而实现

平滑控制输入下的高精度跟踪性能。单力臂机械手控制的仿真结果表明了该方法的有效性。 
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Abstract  For a class of uncertain affine nonlinear systems with unknown boundary functions, an adaptive 

fuzzy controller (AFC) with the characteristic of high tracking accuracy is proposed in this paper. Based on the 
theory of variable universe fuzzy system, it is proved that the optimal fuzzy approximation error (FAE) has local 
convergence property under certain conditions. By using the tracking errors as inputs and selecting suitable 
adaptive parameters, an AFC with optimal FAE local convergence is developed. Under the key assumption that the 
optimal FAE is bounded, it is proved that the closed-loop system is stable in the sense that all involving variables 
are bounded and the tracking errors converge to zero. This approach can theoretically eliminate the effect of the 
FAE on the tracking errors without additional compensator, thus it can achieve high tracking accuracy with smooth 
control input. Simulated application of a single-link manipulator demonstrates the effectiveness of this approach. 
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针对一类单输入单输出(SISO)仿射非线性系

统，文献[1]首次提出基于模糊逼近的自适应模糊控

制器。在该类控制器的设计过程中，为了得到闭环

系统稳定性和跟踪误差收敛性，最优逼近误差通常

被假设为足够小或者零[1-3]。然而根据模糊系统的非

线性逼近特性[1]，这种处理方式并不总具有合理性。

针对该问题，学者们提出关于逼近误差的各种估计

和补偿方法。基于间接型自适应模糊控制器，文 
献[4]设计了不确定项边界参数自适应律，文献[5]则
引入了逼近误差上确界估计器。基于直接型自适应

模糊控制器，文献[6]在滑模控制框架下引入逼近误

差自适应补偿器。然而文献[4-6]的控制器设计需要

已知部分边界函数，且文献[4]还需已知最优逼近误

差的上确界。此外，文献[6]中的补偿器采用了误差

绝对值积分的无界形式。由于跟踪误差无法完全消

除，文献[6]中补偿器的输出将会随着时间推移而无

限增大，因此并不能符合实际应用的要求。 
变论域模糊系统其实是一种动态逐点收敛的插

值器，在规则不变的前提下，其论域能够随着输入

变量减小而收缩，即相当于可增加模糊规则数量[7]。

增加模糊规则数量能够显著增强模糊系统的非线性

逼近能力[1]，从而提高模糊系统的输出精度。并且，

变论域模糊系统还具有最优逼近误差局部收敛的特

性，即在特定条件下其对非线性函数的逼近误差最
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优值可以随着输入变量的收敛以更快的速度收敛至

零。基于变论域理论的自适应模糊控制器已经在混

沌系统[3,8]、四级倒立摆[9]、航机发电机组[10]等的控

制问题中获得了成功应用。然而，文献[8]中控制器

的高性能是以其监督控制项带来的巨大控制能量为

代价的。另外，根据模糊系统的逼近特性，文献[8-10]
中的模糊系统采用单个自适应参数会导致其非线性

逼近能力受到限制；文献[3]中的模糊系统则没有以

跟踪误差作为输入，因此并不能满足最优逼近误差

局部收敛的充分条件。 
本文针对一类未知边界函数且控制增益为未知

函数的不确定仿射非线性系统，基于变论域模糊系

统理论提出一种高跟踪精度的自适应模糊控制方

法。首先，本文证明变论域模糊系统在特定条件下

具有最优逼近误差局部收敛的特性；然后，通过以

跟踪误差作为输入并选择模糊规则后件中心值作为

自适应参数，构建最优逼近误差收敛的自适应模糊

控制器；接着，以最优逼近误差存在未知上确界为

主要假设，证明闭环系统在所有信号一致有界意义

下的稳定性和跟踪误差收敛性；最后，本文将提出

的控制器应用于单力臂机械手的控制问题中，以验

证其有效性及控制性能。 

1  控制问题描述 
考虑如下一类 n阶SISO非线性系统： 

( ) ( ) ( )nx f g u
y

 = +


=

x x
x

           (1) 

式中， T ( 1) T
1 2[ , , , ] [ , , , ]n n

nx x x x x x R−= = ∈ x 为系

统可测状态向量； u R∈ 和 y R∈ 分别为系统输入和

输出信号； ( )f x 和 ( )g x 为未知的连续非线性函数。

不失一般性，假设对于能控域 n
cU R⊂ 内的 x ，存在

未知边界 Uf 、 Lg 和 Ug ，使得 | ( ) | Uf f≤x 并且

0 Lg< ≤ ( )g x Ug≤ 。 
定义跟踪误差 ie = my y− 以及误差向量 E =  

1 2[ , , ,e e  T]ne =[ , , ,e e  ( 1) T]ne − ，其中 my 为存在 n 阶

导数的有界参考输入信号。选取实向量 1[ , ,n nk k −=k  
, T

1]k 使得 ns + 1
1

nk s − + + nk 为Hurwitz多项式，

并选取式(1)系统的理想控制器为： 
* ( ) T( ( ) ) ( )n

mu f y g= − + +x k E x        (2) 
则可得到系统误差动态方程为： 

( ) ( 1)
1 0n n

ne k e k e−+ + + =           (3) 
由 k 的选取方法可知，式(3)的所有根都在复平面左

半开平面内，因此有 lim | ( ) | 0t e t→∞ = 。然而，由于

( )f x 和 ( )g x 未知，式(2)的理想控制器无法实现。 

本文的设计目标为：在未知任何边界函数的情

况下，设计模糊控制器及其参数自适应律，保证闭

环系统在所有信号一致有界意义下具有稳定性和跟

踪误差收敛性。 

2  变论域模糊系统及其特性 
2.1  变论域模糊系统描述 

考虑以误差及其各阶导数为输入的 n 输入单输

出模糊系统。假设 iX = [ , ]i iU U− 和Y = [ ,V− ]V 分别

为系统输入 ie 和输出u 的论域， ( 1,2, , ){ }i

i

l
i i l mA == A 为

ie 的基元组模糊划分[8]， B ( 1,2, , ){ }j
j MB ==  为 u 的一

般模糊划分， il
ie 和 ju 分别为 il

iA 和 jB 的峰点。视 iA
和B 为语言变量集合，则可形成如下 nM m= 条模糊

推理规则： 
1 21

1 1: If  is  and and   is ,  then  is  n nl l l llj
n nR x A x A y B   

(4) 
其中， 1,2, ,j M=  ； 1,2, ,il m=  ； 1,2, ,i n=  ；

1 2 nl l l 表示元素 1 2, , , nl l l 的排列。记 li
iA

µ 为 il
iA 的隶

属度函数，则采用乘机推理机、单值模糊器和中心

平均解模糊器的模糊系统可表示为： 
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其中，
1 21 1 1 1

( ( )) 1li
i

n

nm m m

iA
l l l i

eµ
= = = =

=∑∑ ∑ ∏ 。 

模糊系统的变论域即论域 iX 和 Y 可以随着 ie
和 y 的变化而调整，记为： 

( ) [ ( ) , ( ) ]
( ) [ ( ) , ( ) ]
i i i i i i i iX e e U e U

Y u u V u V
α α

β β
= −


= −

        (6) 

其中， ( )i ieα 和 ( )uβ 分别为输入和输出论域伸缩因

子， 1,2, ,i n=  。 ( )i ieα 通常可设计为如下形式[8]： 
2( ) 1 exp( )i i i ie eα λ κ= − −          (7) 

其中， (0,1]λ ∈ 为伸缩精度参数； 0iκ > 为伸缩区域

参数。如此，式(5)的变论域形式可表示为[7]： 

1 2

1 21 1 1 1

ˆ ( ) ( ) ( ( / ( )))n
li
i

n

nm m m
l l l

i i iA
l l l i

u F u u e eβ µ α
= = = =

= = ∑∑ ∑ ∏E

(8) 
定义第 1 2 nl l l 个模糊基函数为： 

1 2
1

( ) ( / ( ))lin i

n

l l l i i iA
i

e eξ µ α
=

= ∏ E         (9) 

则式(8)可记为如下紧凑形式： 
Tˆ( | ) ( | ) ( )u F= =E θ E θ θ Eξ         (10) 
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其中， 1 2[ , , , ]M Mu u u Rβ β β ∈= θ ； 1( ) [ ( ),ξ=E Eξ  

2 ( ), , ( )]Mξ ξE E MR∈ 。如此， ( )Eξ 可以通过

( )i ieα ， 1,2, ,i n=  在线修改， ( )yβ 的设计则通过θ
融入到自适应律中[11]。 
2.1  最优逼近误差收敛特性 

定义紧集 1 1[ , ]U UΩ = − ×e 2 2[ , ]U U− × × [ ,nU−  
]nU ，Ω =θ { :|| || }M≤ θθ θ ，其中 Mθ ∈ R+ 。因此，

M∃ e ∈ R+ 使得 || || M eE ≤ 。定义式(10)对未知连续

函数 ( )F E 的最优逼近误差为： 
*ˆ( ) ( | )w F F−� E E θ            (11) 

其中， *θ 为如下定义的最优参数向量： 
* ˆarg min (sup | ( ) ( | ) |)F FΩ Ω∈ ∈ −�

ee E E
θθθ θ    (12) 

以下根据文献[1]给出本文的第一个主要结果。 
定理 1  假设未知但有界的连续函数 ( )F e 在

Ωe 内二阶可导，式(10)中变论域模糊系统的输入伸

缩因子为式(7)， iA 是正规、一致和完备的模糊划分。

如果式(7)中λ = 1且 || || 0→E ，则式(11)的最优逼近

误差 w 以比 || ||E 更快的速度收敛于0，即 w 在

|| || 0=e 的小邻域内具有局部收敛性。 
证明  由模糊系统的二阶逼近特性[1]即有： 

ˆ|| ( ) ( | ) ||w F F ∞−E E≤ ≤θ  

2 2 2 2

1

1 (|| ( ) / || ( ) )
8

n

i i i i i
i

F e e e hα∞
=

∂ ∂∑       (13) 

式中， ih = 1
1,2, , 1max | |i i

i

l l
l m i ie e+

= − − ， 1,2, ,i n=  。

根据式(7)和λ = 1可得： 
2 2 2

0 0
( ) (1 exp( ))

lim lim 0
i i

i i i i
e e

i i

e e
e e

α κ
→ →

− −
= =  (14) 

当 || ||E 0→ 时，即有 ie 0→ ， 1,2, ,i n=  。由

式(13)， w的上界可表示为： 

2 2 2 2
up

1

1 ( ( ) / ( ) )
8

n

i i i i i
i

w F e e e hα
∞

=

= ∂ ∂∑     (15) 

对 upw 和 || ||E 作无穷小比较有： 
up 2 2 2 2

|| || 0 || || 0
1

2 2 2 2

2 2 20, 1,2, ,
1 1 2

2 2 2 2
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i i i i i i

e i n
i
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=
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∂ ∂
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n
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∑



如此，根据式(14)、 2 2 2
0, 1,2, , 1 2lim (( ) /

ie i n ne e e→ = + + +    
2 1/ 2)ie 1≥ 和 upw w≤ ，可得出： 

|| || 0
lim ( / || ||) 0w

→
=

e
E             (16) 

因此， w 是比 || ||E 高阶的无穷小，也即如果

|| || 0→E ，则 w 以比 || ||E 更快的速度收敛于0。证毕 

3  自适应模糊控制器设计 
选取式(10)的变论域模糊系统逼近式(2)的理想

控制器，则最优逼近误差重新写为： 
*( | )w u u* −� E θ            (17) 

其中， *θ 重新表示为： 
* arg min (sup | ( | ) |)u uΩ Ω

*
∈ ∈= −

ee E
θθθ θ     (18) 

对式(1)～式(3)进行适当变换处理，可得： 
( ) T *( ( | ))ne g u u= − + −k E E θ        (19) 

根据文献[12]，可以得出如下引理。 
引理 1  对于式(10)的模糊系统 ( | )u E θ ，一定

存在式(18)定义的 *θ 使得： 

*
0

1

( ( | )) ( ) ( )
M

j j j j
j

g u u c c wθ θ ξ*

=

− = − +∑e Eθ    (20) 

式中， 0c 、 jc R+∈ ； jθ * 和 jθ 分别为向量 *θ 和θ 中

的第 j 个元素， 1,2, ,j M=  。 
令 *= −θ θ θ ， j j jθ θ θ*= − ， 1,2, ,j M=  。把

式(20)代入式(19)，即有： 

( ) T
0

1

( )
M

n
j j j

j

e c c wθ ξ
=

= − + +∑ k E E         (21) 

也即等价于： 

0
1

( ( ) )
M

j j j
j

c c wθ ξ
=

= + +∑ E AE B E       (22) 

其中，

1 1

0 1 0

0 0 1

n nk k k−

 
 
 =
 
 
− − − 



   





A ；

0

0
1

 
 
 =
 
 
 


B 。 

由 k 的选择方法可知 A 为稳定矩阵，因此给定

一个正定对称矩阵Q ，一定存在唯一正定对称矩阵

P 满足如下Lyapunov方程： 
T + = −A P PA Q             (23) 

如此可得出本文第二个主要结果。 
定理 2  对于式(1)表示的能控域 cU 内的系统，

选取式(10)为控制器，式(17)最优逼近误差 w的上界

upw 由式(15)给出。则如果设计参数自适应律为： 
T

T T

T T 2

T T

( )
if || ||

or  (|| ||  and ( ) 0)

( ( ) ( ) / || || )
if || || and ( ) 0

M

M

M

γ

γ


 <
= =
 −
 = >

 

  



E PB E

E PB E

E PB E E
E PB E

≤

θ

θ

θ

ξ
θ

θ θ θ ξ

ξ θθ ξ θ

θ θ ξ

  (24) 
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其中， Rγ +∈ 为学习律。那么在式(7)中一定存在适

当的 iκ 值， i = 1, 2, ,n ，使得闭环系统：1) 具有

所有变量一致有界意义下的稳定性，即对于

(0) Ω∈ θθ ，∃ M x 、 Mθ 、 uM ∈ R+ ，使得 || || x ≤  
M x ， || ||≤θ Mθ， | |u uM≤ ；2) lim || ( ) || 0t t→∞ =E 。 

证明  构造候选Lyapunov函数为： 

T 2

1

1 1
2 2

M

j j
j

V c θ
γ =

= + ∑ E PE          (25) 

V 对时间 t 求导并结合式(22)和式(23)，可得： 

T

1

1 1
2

M

j j j
j

V c θ θ
γ =

= − − +∑   E QE  

T
0

1

( ( ) )
M

j j j
j

c c wθ ξ
=

+ =∑ E PB E  

T T
0

1
2

c w− + +E QE E PB  

T

1

1 ( ( ) )
M

j j j j
j

c θ γ ξ θ
γ =

−∑  E PB E  

把式(24)代入上式并由文献[1]中的结果，可得： 
T T

0
1
2

V c w= − + ≤E QE E PB  

2
min max 0

1 ( ) || || || ||| |
2

p c wλ− +Q E E      (26) 

式中， min ( )λ Q 为Q 的最小特征值； maxp 表示 np 中

最大的元素， np 为 P 的第 n列。 
由定理1中 w 是比 || ||E 高阶的无穷小以及式(13)

可得，对于给定的 || (0) || M∈ eE ，在式(7)中一定存在

适当的 iκ 值， 1,2, ,i n=  ，使得： 

min max 0| | ( ) || || / 2w p cλ< Q E         (27) 

对于 || || 0≠E 总是成立。把式(5)代入式(4)，可知

0V < ， || || 0∀ ≠E ，即闭环系统是渐近稳定的。如

此可得 E 、x 、 L∞∈θ ，且 limt→∞ || ( ) || 0t =E 。又因

为 (0)θ ∈ Ωθ ，故 ∃ M e 、 M x 、 Mθ ∈ R+ ，使得

|| ||E ≤ M e ， || ||x ≤ M x ， || ||θ ≤ Mθ 。再根据式

(9)和式(10)，可得 u L∞∈ ，即 ∃ uM ∈ R+ ，使得

| |u uM≤ 。                              证毕 
注：对于p的多输入多输出(MIMO)仿射非线性

系统，通过文献[13]附录D的方法可转化为p个如 
式(1)所示的SISO系统。因此，本文的结论可以直观

地拓展到MIMO系统中。 

4  仿真实例 
考虑如下单力臂机械手模型[14]： 

1 2

2 2 1

1

( cos( ) ) / (1/ )f v f d

x x
x vx m g l x J J u
y x

τ
 =


= − + + +
 =



  (28) 

式中， 1x 为机械手角位置； 2x 为机械手角速度； fm
为机械手质量； fl 为机械手长度；J 为惯性系数；v
为动态摩擦系数；y 为被控变量；u 为控制输入； dτ
为如下包含库仑摩擦和黏性摩擦的摩擦模型： 

2 1 2 2sgn( ( ))( | ( ) | )d x t K x t Kτ = +       (29) 

其 中 ， 1K R+∈ 和 2K R+∈ 为 常 数 。选 择 参 数

1 kgfm = ， 0.25 mfl = ， 2v = ， 21.33 f fJ m l= ， 1K =  
0.3， 2 1.5K = 。设置状态初值 (0)x = [0.15,0] ，参

考输入信号 my = sin( )t 。 
选取 1E = 5 ， 2 5E = ， 2m = ，由 M = 2m ，可

得到4条模糊规则。设计隶属度函数为： 
1

2

1

1

1/(1 exp(1.5 ))

1/(1 exp( 1.5 ))
i

i

A

A

e

e

µ

µ

= +
 = + −

  1,2i =  

令 1 2k = ， 2 1k = ， =Q diag (10,10)，则可得出 =P  
[15,5;5,5]。令 (0) =θ T[0,1, ,0] ， 50M =θ ， 300γ = ，

λ = 0.99， 1 5κ = ， 2κ 1= 。 
表1  不同控制器的控制性能比较 

性能指标 本文控制器 传统自适应 
模糊控制器 

s1%e  3.000 6.667 

s2 %e  0.850 0 11.200 0 

J(ITAE) 1.219 2.058 

J(IAE) 0.307 4 0.381 1 

Ec 274.6 274.2 

 
定 义 跟 踪 指 标

0
(ITAE) ( ) d

t
J τ τ τ= ∫ E ，

(IAE)J =
0

( ) d
t

τ τ∫ E 以及控制能量 2
c 0

( )d
t

E u τ τ= ∫ 。 

令 s1%e 和 s2 %e 分别表示e1和e2的稳态误差百分比。

设置运行时间 t = 20 s ，仿真结果如图1～图6所示。 
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      图1  输出y跟踪ym曲线 
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可见，本文控制器无需任何边界函数的信息即

可在保证控制输入平滑的前提下(见图6)实现对机械

臂角位置 1x 和角速度 2x 的理想跟踪(见图1、图2)。
归因于模糊系统在变论域下能够大量增加模糊控制

规则，本文控制器在跟踪精度方面相比传统自适应

模糊控制器[1]具有明显优势(见图3～图5)。表1为本

文控制器与传统自适应模糊控制器的控制性能比较

结果。可见，在控制能量相当的情况下，本文控制

器获得的 s1%e 、 s2 %e 、J(ITAE)和J(IAE)分别可以降

低到传统自适应模糊控制器的45.00%、7.589%、

59.23%和80.66%。 
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      图2  状态 2x 跟踪 my′ 曲线 
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     图3  输出跟踪误差 1e 比较图 
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     图4  状态跟踪误差 2e 比较图 
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    图5  控制输入u曲线 
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5  结  论 
本文针对一类未知边界函数且控制增益为未知

函数的仿射非线性系统，基于变论域模糊系统设计

了具有稳定性和跟踪误差收敛特性的自适应模糊控

制器。在控制器设计过程中放宽了假设条件的限制，

即只要求最优逼近误差存在未知上确界。区别于采

用逼近误差估计和补偿的方法，本文借助变论域模

糊系统的最优逼近误差局部收敛特性消除逼近误差

对跟踪误差的影响，因此可以在无需附加补偿器的

情况下达到高精度的跟踪性能。应用于单力臂机械

手控制的仿真结果表明，本文控制器仅需使用少量

的模糊规则，便可以在确保控制输入平滑的前提下

实现高精度的跟踪性能，其结果明显优于传统自适

应模糊控制器。 
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