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网络自然密度社团结构模块度函数 
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【摘要】针对常用的NG模块度存在分辨率限制，不能识别小于一定规模的社团的问题，提出了网络自然密度的定义，用
以衡量网络的连接紧密程度，在此基础上构造了密度模块度函数来评估社团结构的划分；进一步分3种情况证明了密度模块度
函数，克服了NG模块度函数的分辨率限制问题；最后通过人工网络和经典现实网络验证了密度模块度函数的有效性。 
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Abstract  The most popular modularity optimization may fail to identify communities smaller than a scale. A 

natural density of networks is proposed for describing the degree of interconnectedness of modules. The density 
modularity function is constructed to evaluate the community structure partitioning based on the natural density. 
Three cases study proves that the density modularity function can overcome the resolution limit of NG’s modularity. 
The density modularity has been tested on both artificial networks and classical real-world networks. 
Computational results demonstrate the effectiveness of the density modularity. 
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自然界和社会中的许多复杂系统可以被描述为

网络或图，系统的组成部分和它们之间的交互作用

可视为网络中的节点和连边[1-2]。这些系统包括了互

联网、社会网络、食物链网络、生物网络以及引文

网络等[3-7]。复杂系统通常由群组或社团组织而成，

不同的群组或社团表现出不同的功能和角色。群组

内节点间的连接比较紧密，而群组间节点的连接比

较松散[8]。 

社团结构探测或群组发现是复杂网络领域中的

一个重要课题。由物理学、应用数学、计算机科学、

生物学及社会学原理、方法发展出许多社团结构探

测算法[9-16]。根据这些算法可得到很多社团结构，为

了辨别它们的优劣，需要一个量化的标准来评估各

种社团结构。迄今为止，被最广泛使用的评价函数

就是文献[17]提出的模块度函数 Q (下文称NG模块

度)。该函数源于“随机网络不会具有明显的社团结

构”的思想，那么通过比较实际覆盖度(覆盖度是社

团内部连接数占总连接数的比例)与随机连接情况

下覆盖度的差异来评估社团结构[17]。模块度可用来

比较不同社团结构划分的质量，如，发现最佳的层

次结构分裂图、验证不同的社团结构发现算法以及

作为优化过程的适应度函数，其中 maxQ 对应于网络

的最佳社团结构。实际应用中，Q的最大值一般在

0.3～0.7的范围内。然而，模块度函数存在分辨率限

制问题，文献[18]研究发现模块度函数不能探测到一

些较小的社团(相对整体网络而言)，甚至当这些社团

是派系(即完全图)时。那么，当最大模块度对应的社

团结构划分中包含小于一定规模的社团时，就不能

确定这些社团是单独的社团或更小社团的弱连接组

合。还有一些相似的评论见文献[19-22]，其中文献

[19]提出的信息论基础上的社团结构发现方法、文献

[21]的利用极值优化(extremal optimization)计算社团

结构方法从不同程度上克服了模块度函数Q的分辨

率缺陷。文献[23]提出了一个模块化密度函数 D ，
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模块化密度的大小与网络节点的平均度是相关的，

使得不同网络社团结构的模块化密度值的比较没有

意义，这与不同网络的模块度Q能够相互比较不同。 

本文定义了网络自然密度来衡量社团内部的连

接紧密程度，进一步构造了一个量化的函数来评估

社团结构的划分，称为密度模块度函数U 。而且证

明了密度模块度函数改善了NG模块度函数的分辨

率限制问题。在实验部分，通过人工网络和经典现

实网络验证了密度模块度函数的有效性。 

1  密度模块度 

设 ( , )G V E 是一个连通的无向网络，V 是节点

集，E 是边集，A是G 的邻接矩阵。节点个数 | |n V ，

边的个数 | |L E 。设节点集V V V  ， ，则V 到V 

的连接数
,

( , ) iji V j V
L V V A

  
   。给定一个划分

1 1 1 1 2 2{ ( , ), ( , ), , ( , )}m m mP G V E G V E G V E  ，其中， iV 和

iE 分 别 是 iG 的 节 点 集 和 边 集 ( 1,2, ,i m  ; 

| |i in V ; | |i iL E )，且
1

m

i

i

V V


 。模块度Q在划分 P

的基础上定义为[17]： 
2

1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

m m
i i i

i
i i

L V V L V V
Q q

L V V L V V 

  
    

   
      (1) 

式中， iq 代表社团 i 的实际覆盖度与期望覆盖度的

差；Q 的取值范围为 ( 1,1) 。模块度Q 看似一个非

常有效的评价函数，但是当某些社团内部的连边数

小于 2L 时，利用模块度Q将可能无法分辨这些社

团，这就使划分的社团结构处在一个粗劣的层次上。

通过文献[18]给出的两个典型网络如图1所示，可形

象地表明模块度Q的分辨率限制问题[18]。 
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a. 多个相同派系构成的环状网络  b. 4个不同派系构成的非对称网络 

图1  说明模块度Q分辨率限制问题的示意图 

图1中的Kp和Kq表示派系，p和q分别是派系中节

点的个数。图1a中相邻的两个派系之间有一条边连

接，组成了一个环形的网络，当派系的个数大于 L

时，模块度Q评价的最佳社团结构将把两个或两个

以上相邻的派系做为社团。图1b由4个派系和4条边

连接组成，其中 p q ，当 p 足够大时 ( 例如

20p  , 5q  )，模块度Q将把虚线圈内两个派系合

并为一个社团。 

若对模块度中的每项都乘以一个因子，此因子

如能反映社团的连接稠密程度，则上述分辨率限制

问题可能得到解决。借鉴数论中的自然密度定义了

网络的自然密度，并将其作为模块度的密度因子。

自然密度定义为网络中节点的平均度与节点总数的

商，公式如下： 

2

2
ND( )

k L
G

n n

 
              (2) 

自然密度与常用的网络密度
2

density
( 1)

L

n n



是不

同的，网络密度的取值范围是 [0,1]，而 ND 的取值

范围为[0,1)，如果两个网络 1G 、 2G 都是派系，节点

数 1 2n n ，那么 1 2ND( ) ND( )G G 。显然自然密度

反映了网络真实的连接稠密程度。此外，文献[23]
提出的模块化密度定义为： 

1 1

( , ) ( , )m m
ii i i

i
i i i

L V V L V V
D d

n 


        (3) 

式中， ( , )iiL V V 表示社团 i 与其外部的所有连接数，

可见，模块化密度的取值与节点的平均度是相关的，

而且其取值范围为 ( , )  ，这使得不同网络的最

大模块化密度值失去相互比较的意义。 

本文定义的密度模块度为： 

2

1 1
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式中，
2

( , )
ND( ) i i

i
i

L V V
G

n
 是社团 i 的自然密度；

2

2

( ( , ))
ND( ( ))

( , )
i

i
i

L V V
R G

n L V V
 表示当随机连接时社团 i 的

自然密度(
2( ( , ))

( , )
iL V V

L V V
是随机连接时社团 i 的期望连

接数)；两种密度分别对应于社团 i 的实际社团结构

和期望社团结构。那么，上式可化简为： 
2 4

2 2 3
1

( ( , )) ( ( , ))

( , ) ( ( , ))

m
i i i

i i i

L V V L V V
U

n L V V n L V V

 
  

 
       (5) 

密度模块度U与模块度Q的取值范围相同，都是

( 1,1) 。直观上看，当出现如图1a所示的情况时，每

个派系的自然密度显然大于若干个派系构成社团的

自然密度，这使得密度模块度不出现分辨率限制成
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为可能。 

为何选择使用网络自然密度而不是网络密度

呢？随着网络社团结构的逐渐分裂，划分得到的社

团数目不断增加，社团的自然密度呈现先增大再减

小，其最大值出现在派系首次成为社团时；而对于

网络密度则是一个非递减的变化过程(派系的密度

都是1)，这明显不利于找到最佳社团结构。此外，

当单个节点作为一个社团出现时，其网络自然密度

是0，而网络密度是不存在的，那么如果不做额外处

理，由网络密度构造的密度模块度函数则无法计算。 

2  分辨率限制问题的改善 

模块度Q虽然是最广泛使用的评价社团结构的

函数，但文献[18]还是指出了其的分辨率限制。本文

提出的密度模块度克服了这些分辨率限制。 

2.1  密度模块度不会把派系分割为两部分 

对于一个含有 n 个节点的派系，密度模块度U

不会将其划分为两部分或多部分。当把派系视为一

个社团时， 1 0U  ；当把派系划分为两个部分时，

两部分分别含有 1n 和 2n 个节点，则有： 
2 2 4 4

1 1 1
2 2 2 3 3

1 1

2 2 4 4
2 2 2

2 2 3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

3

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

(( 1) ( 1) ) ( 1) ( )

( 1)

n n n n
U

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n

  
     

  
    

     


 

当 2n≥ ， 1 1n ≥ ， 2 1n ≥ 时，显然 2 0U  ，即

1 2U U ，那么，派系不会被密度模块度划分成两部分。 

2.2  密度模块度可以分辨大部分网络中的模块 

利用文献[18]中给出的示意图(图1a)来测试密

度模块度的有效性。这个示例是由若干个相同的派

系通过单边连接所组成的环形网络。每个派系有

p ( 3p≥ )个节点，网络共有m ( 2m≥ )个派系，假

设 m 可被 h ( 2h≥ ， h 是整数 )整除，总节点数

n mp ，总边数 ( 1) / 2L mp p m   。 

该网络有显而易见的社团结构，其中的每个派

系都是一个社团，但是模块度Q却将相邻的两个或

多个派系分辨为一个社团。下面给出用密度模块度

得到的结果。当每个派系都是一个社团时，有： 
2 2 4

single 2 3

2

2 2

( 1) ( ( 1) 2)

( 1) 2 ( ( 1) 2 )

( 1) ( 1) 2

( 1) 2

m p p p p
U

p mp p m mp p m

p p p

p p m p

   
       

  


 

 

当连续的 h 个派系(虚线内的部分)组成一个社

团时，有： 
2

2 2 4

3
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3 2 2 2

( ( 1) 2( 1))
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假如 3p≥ ， 2m≥ ， 2h≥ ，则有： 
3 2 2 2
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虽然上述结论是针对这样一个特例网络得到

的，但是通过相似的过程，显然可以证明上述结论

对于任何派系构成的社团结构同样有效。而且最优

化的U 不会将派系划分为两部分，因此，密度模块

度可得到每个派系都被视为社团的最佳社团结构。 

2.3  密度模块度可分辨不同规模社团组成的网络 

对于网络含有不同大小模块(形如图1b)的情况，

两种派系中分别含有 p 和 q个节点， 3p q≥ ≥ ，模

块度Q优化可能将若干小的模块合并为社团。而密

度模块度U 排除了这种情况产生的可能性。 

用 separateU 表示两个小的派系都分别是社团时的

密度模块度值， mergeU 表示两个小的派系合并为一个

社团时的密度模块度值。 

1 2
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3
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( ( 1) 2)
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q q q
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1 2

2

merge 2 4

3

(2 ( 1) 2)

2 ( 1) 2 ( 1) 81

4 (2 ( 1) 4)

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

p p

q q

p p q q
U u u

q q q

p p q q

  
       
  
 

    

 

2 2

separate merge 2 4

3

2

2 4

3

2 2 2

2

( 1)

2 ( 1) 2 ( 1) 82

( ( 1) 2)

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

(2 ( 1) 2)

2 ( 1) 2 ( 1) 81

4 (2 ( 1) 4)

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

2 ( 1) ( ( 1) 1)

(2 ( 1)

q q

p p q q
U U

q q q

p p q q

q q

p p q q

q q q

p p q q

q q q q

q p p

 
       
  
 

    
  
      
  
 

    
   


2 2

2 3

2 2

2

2

2

2 ( 1) 8)

4( ( 1) 2) 2( ( 1) 2)

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

( 1) 2 ( 1) 1

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

( ( 1) 1) 2
0

(2 ( 1) 2 ( 1) 8)

q q

q q q q

q p p q q

q q q q

q p p q q

q q

q p p q q


  

    


   

   


   

  


   

 

通过上述证明可知，密度模块度可将大小不等

的模块都正确的划分为社团。显然，这是因为加入

自然密度，使相对小的模块的 iu 之和大于它们合并

形成社团的u 值。 

从上面的3种情况可知，正确的网络划分对应于

最大的密度模块度值。由此说明，利用密度模块度

评价社团结构是有效的。 

3  数值实验 

分别在人工模拟网络和经典的现实网络上进行

了实验。由于此优化是NP完全问题，本文采用了模

拟退火算法对问题进行求解。 

3.1  人工模拟网络 

为了比较密度模块度U 与模块度Q的性能，本

文进行了文献[8,19]中描述的基准实验。实验中128

个节点被平均地分为4个组，节点平均度为16。用适

当的概率调节节点的组内平均连边数 ink 和组间平

均连边数 outk ，当节点与组外的平均连接数不断增长

时，探测正确的社团结构会变得越来越难。 

本文实验的计算结果如表1所示，分别给出了不

同 outk 所对应的节点划分正确比率。实验包含了3个

部分：1) 网络包含4个组，每组的节点数相同，随

着 outk 的增加，划分的正确率降低，而两种方法的正

确率差异很小。2) 网络包含两个组，一组有96个节

点，另一组有32个节点，这种非对称网络使模块度Q

难于得到正确的划分，但是密度模块度U 还是有很

高的划分正确率。3) 网络包含两个组，每组有64个

节点，但是两组节点的平均度是不同的，分别为8

和24，当 outk =2,3,4时，密度模块度U 明显能够以接

近100%的比率发现正确的社团结构，而模块度Q则

越来越难得到正确的社团结构。表2给出了两种方法

识别的社团数量的正确率和平均值，从中同样可以

发现在非对称情况下，密度模块度U 比模块度Q有

更好的性能。另外，密度模块度与信息论方法得到

的结果相比，节点的划分正确率基本相当，社团数

目正确率则略优于后者。 

表1  在100个网络上实验得到的节点划分正确率 

的均值和标准差 

社团 kout U Q C 

相同 

6 0.99(0.01) 0.99(0.01) 0.99 (0.01) 

7 0.97(0.02) 0.97(0.02) 0.97 (0.02) 

8 0.88(0.08) 0.89(0.05) 0.87 (0.08) 

节点数不同

6 0.99(0.01) 0.85(0.04) 0.99 (0.01) 

7 0.98(0.02) 0.80(0.03) 0.96 (0.04) 

8 0.85(0.08) 0.74(0.05) 0.82 (0.10) 

边数不同 

2 1.00(0.00) 1.00(0.01) 1.00 (0.00) 

3 1.00(0.00) 0.96(0.03) 1.00 (0.00) 

4 1.00(0.00) 0.74(0.10) 1.00 (0.01) 

表2  在100个网络上实验得到的社团数目的正确率和均值 

社团 kout U Q C 

相同 
6 1.00(4.00) 1.00(4.00) 1.00 (4.00) 

7 1.00(4.00) 1.00(4.00) 1.00 (4.00) 

8 0.85 (4.04) 0.70(4.33) 0.14 (1.93) 

节点数不同

6 1.00(2.00) 0.00(4.95) 1.00 (2.00) 

7 0.92(1.93) 0.00(4.97) 0.80 (1.80) 

8 0.71(1.27) 0.00(5.29) 0.06 (1.06) 

边数不同 

2 1.00(2.00) 0.00(3.10) 1.00 (2.00) 

3 1.00(2.00) 0.00(4.48) 1.00 (2.00) 

4 1.00(2.00) 0.00(5.55) 1.00 (2.00) 

3.2  经典网络 

空手道俱乐部网络是社会网络分析的一个经典

案例。该网络由34个成员作为节点，而78条边代表

了成员之间的朋友关系。该文作者用了两年的时间

来观察美国一所大学中的空手道俱乐部成员间的相

互社会关系，从而构造了该网络。由于该俱乐部的

主管与校长之间因某些问题而产生了争执，结果该

俱乐部分裂成了两个分别以主管和校长为核心的小

俱乐部(图2中粗线划分而成的左右两部分)。通过本

文密度模块度函数可将空手道俱乐部网络划分为与

实际划分相同的两部分，而在U 最大化时，网络被
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划分为如图2所示的4个社团，从网络的拓扑结构看，

这样的划分是合理的，且符合文献[24]提出的社团结

构的弱定义，此时的密度模块度值 max 0.213 1U  。

模块度 Q 的最大值也出现在图2的4个社团时，

max 0.419 8Q  ，由于社团结构比较简单，二者的结

果是一致的。 
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图2  空手道俱乐部网络的划分结果 
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图3  大学橄榄球联盟网络按照密度模块度划分的社团结构 

本文实验研究的第二个真实网络是美国大学橄

榄球联盟，网络中115个节点表示115支球队，而613

条边代表了613场赛事。这些球队被分成若干小组，

每个小组由8～12支球队组成，同组内球队之间的比

赛要比组间球队之间的比赛多。根据模块度Q得到

的最佳社团结构含有11个社团。按照密度模块度函

数的评估将橄榄球联盟网络划分为13个社团，比前

者多两个社团，如图3所示。两种模块度在不同社团

个数时的取值如图4所示，密度模块度的曲线形状是

山峰状的，当社团个数比较少时，其U值是较低的，
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这种现象是合理的，使得密度模块度能更好地克服

分辨率限制问题。从图中的第3条曲线可知，在达到

最佳社团结构之前，两种模块度取值的差异是明显

的，随着社团个数的增加，二者的差异越来越小，

慢慢趋于稳定。这显然是自然密度所引起的，未达

到最佳社团结构时，各社团的自然密度较小，随着

社团个数的增加，自然密度逐渐增加，使两种模块

度的差异减小；而当各个社团逐渐成为派系时，自

然密度开始缓慢下降，两种模块度的差异缓慢增加。 

当然，由于经典网络的社团划分无标准答案，

而且在以上二网络上两种模块度划分结果的差异不

大，以上经典网络的分析可以看作是对人工模拟网

络实验的补充和佐证。 
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图4  两种模块度及其差值的社团个数-模块度值曲线图 

4  结论与讨论 

通过以上证明和实验，表明本文提出的密度模

块度函数能够分辨出NG模块度所无法分辨的规模

小的社团，包括了对称的和不对称的网络。这显然

是由于自然密度因子的加入所带来的。自然密度不

仅反映了社团内部的连接紧密程度，同时使密度模

块度考虑了社团中的节点个数因素，从而克服了NG

模块度中无节点个数因素所带来的片面性。 

按照密度模块度进行优化，可以得到最佳的社

团结构，而且对于有权网络同样适用。密度模块度

函数计算的时间复杂度与NG模块度函数是一致的，

都是 2( )O n ，当整个网络为稀疏连接时，可使用以

边为存储对象的数据结构，计算所需的时间复杂度

为 ( )O L 。 

由于本文主要研究密度模块度克服分辨率限制

问题，在此仅讨论密度模块度用于重叠社团结构划

分的问题。笔者认为只需对密度模块度的函数形式

做适当变形即可使用，譬如按照文献[15]中给出的基

于模糊聚类的社团划分方法将密度模块度变形为： 

2 4

2 2 3
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式中， c ic
i

n  为社团 c 中节点的模糊隶属度之

和 ；
,

( , ) (( ) / 2)
c

c c ic jc ij
i j V

B V V A 


   ； ( , )cB V V   

, \

( , ) (( (1 )) / 2)
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  ； ( , )B V V   

,
ij

i j

A ；隶属度矩阵 ( )n m ic  。 
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