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基于哈密顿量的Duffing振子微弱信号检测 
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【摘要】针对目前基于Duffing振子微弱信号检测方法大多停留在对相图的定性分析上，提出了利用哈密顿量构造统计量
的微弱信号检测的定量判别方法。哈密顿量能够实时地表征系统的动力学行为，有利于在短时间内进行判决。利用平均伪哈
密顿量实时地刻画Duffing系统状态的变化情况，能够在低信噪比下实现微弱信号的快速检测。仿真实验验证了该方法的有效性。 
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Abstract  This paper studies the weak signal detection by using Duffing oscillator. It is not only of the 

theoretical value but also of the engineering value to decide the existence of the weak signal in strong noise 
environment quickly and exactly. Considering that most of the existing weak signal detection methods based on 
Duffing oscillator are qualitative analysis, this paper uses Hamiltonian to construct statistic for quantitative decision. 
Hamiltonian can depict the dynamics in real time, and it can be used to do decision in short time situation. This 
paper utilizes mean pseudo Hamiltonian to depict the changing of the states of Duffing systems in real time. Our 
scheme can detect weak signal in lower signal-noise-ratio quickly. Simulation verifies the effectiveness of the 
proposed scheme. 
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微弱信号不仅是信号本身的强度弱，而且有可

能淹没在强噪声环境中。当噪声强度远远大于信号

强度时，判断信号的有无在实际工程应用中具有重

大意义。在许多实际应用中需要在强噪声环境中判

断有用信号的存在性，以便进行信息提取。传统的

信号检测技术在信噪比低至一定程度时无法进行有

效检测。因此探索一种能够在更低信噪比下工作，

且简便、实用的检测器是十分迫切的问题。 

文献[1]认识到混沌系统的初值敏感性，提出了

利用Duffing混沌系统进行弱信号检测的方法。随后，

涌现了大量的利用Duffing振子进行微弱信号检 

测[2-8]。这些方法可以极大地提高低信噪比下微弱信

号的检测性能，并被应用到雷达、声纳、振动测量、

故障诊断、通信、生物医学等工程领域。文献[2]深

入研究了Duffing振子检测系统的优点及应用范围。

文献[9]利用改进的Duffing系统进行微弱信号检测

并取得了良好的效果。另外，利用Duffing振子检测

系统进行信号未知参数估计也得到广泛的研 

究[10-14]。 

利用Duffing振子检测系统进行微弱信号检测的

主要思想[15]是：将系统调整到临界状态，外加的待

检信号使得系统动力学行为发生本质性的改变(由

混沌态切换到大周期态)，通过观察Duffing系统相图

的变化与否判断信号的有无。微弱信号通过一个振

子系统时，若信号频率、噪声强度与振子系统内在

频率满足一定关系时会产生“随机共振”现象，从

而使得输出信号的信噪比大于输入信号的信噪 

比[16]。Duffing振子检测系统能够在比传统检测器更

低的信噪比下工作，其主要原因在于它只对特定频

率的信号响应(待检信号频率与振子策动力频率一

致)，而对噪声免疫。 

尽管基于Duffing振子的检测系统能够检测到比

传统方法更低信噪比的信号，但却没有与传统检测

方法类似的可方便使用的检测器。现阶段基于
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Duffing系统的微弱信号检测方法大多都停留在定性

分析阶段。如如何从相图的切换特性定量地给出信

号有无的判决仍是一个亟待解决的问题。现有的定

性分析方法具有很强的主观性，尤其是在所能获得

的数据量较小而无法使Duffing系统展现出明显的大

周期行为时。显然，计算系统特征量、时频分析等

手段是行不通的。因为计算系统特征量需要大量的

数据，并且受噪声影响很大，容易发生误判；混沌

信号的宽谱特性又使得时频分析方法失效。因此，

需要构造一个统计量，该统计量能够在较小的数据

量上定量地给出信号有无的判决。基于上述考虑，

本文根据Duffing系统的特性构造一个统计量，定量

地分析系统处在混沌态和大周期态的特性，进而有

效快速地完成信号的检测。 

1  Duffing系统 

为了实现任意频率微弱信号的检测，考虑一种

变形的Duffing方程： 
2 2 3 2 cos( )x x x x f t              (1) 

式中， cos( )f t 为周期策动力； 为阻尼比； 3x x
为非线性回复力；为策动力角频率； f 为周期策

动力幅值。式(1)可以改写为： 
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图1  Duffing系统的分岔图 

研究表明：固定 ，当 0f  时，系统有两个鞍

点 ( 1,0) 和一个焦点 (0,0) ，系统任意初值的演化轨

线将收敛到其中的一个鞍点；当 f 从零逐渐增加时，

系统的解在相空间中的轨线将出现偶阶次谐分岔，

系统按外加周期策动力的周期或倍周期振荡；当 f

进一步增至 cf (混沌临界值)时，系统会产生Smale马

蹄意义下的混沌运动；而当 pf f (大周期临界值)

时，系统又将进入大尺度周期振荡(周期1外轨)。图1

为Duffing系统随着 f 变化的分岔图。由图可知，整

个系统的性质随着 f 的变化发生了本质性地改变，

当 c pf f f≤ ≤ 时，系统处于混沌状态，分岔图展现

了不规则的运动，证明了上述分析。系统产生Smale

马蹄意义下混沌的临界值 cf 和 pf 可由Melnikov方 

法[17]计算得到。 

2  基本原理 

2.1  基于Duffing振子的信号检测原理 

通过以上分析可知，当策动力幅值大于阈值 pf

时，系统的性质发生了完全改变，而实际应用中也

正是利用这一特性来进行微弱信号检测。首先将系

统策动力幅值调整为阈值 pf ，微弱信号的加入使得

pf f ，从而导致相图的跃变，进而判断信号的有无。 

若待检信号为 ( )s t ， ( )n t 为零均值高斯白噪声，

则Duffing检测系统为： 

3[ cos( ) ( ) ( )]

x y

y y x x f t s t n t



  




      




 (3) 

由于Duffing系统对噪声有较强的免疫性，详细

分析见文献[18]，为了分析的方便，暂不考虑它的影

响。假设 ( ) cos[( ) ]s t A t      ，即此时待检信

号与策动力有频差  和相差 。图2给出了在外加

信号 ( )s t 前后系统的相图，此时 0  ， 0  ， 
0.81f  ， 0.02A  。在信号加入前的 pf f ，系统

处于混沌态；信号加入后的 pf A f  ，系统状态将 

发生跃变而进入大周期运动。显然，通过观察相图

的变化与否判别信号的有无。文献 [2]研究了当

0  或 0  时系统表现出的复杂动力学行为： 

1) 0  ， 0  时，如果 parccos( / 2 )A f  ≤  

≤ pπ arccos( / 2 )A f ，则 cf f≤ 系统处于混沌态，

否则，系统发生跃迁。 

2) 0  ， 0  时，由于频差和相差的影响，

系统将发生间歇性混沌行为。 

由以上分析可知，外加待检信号 ( )s t 的加入使

得Duffing系统策动力幅值大于临界值而发生了状态

跃迁，进而可以判断信号的有无。然而，在有限的

数据量下，Duffing系统的状态可能只有微小的变化，

而人眼基本无法“察觉”。图2c给出了当 0.81f  时

小数据量下的相图。由图1可知，当 0.81f  时系统

处于混沌态，但此时由于数据量太少而无法判断系

统是处于混沌态还是大周期态，即无法判断信号的

有无。因此主观性极强的相图判别方法具有较强的

局限性。那么，寻找一个能够在较少数据量下进行
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信号有无的判别的统计量是十分迫切的问题。下面

讨论的哈密顿量将用作统计量的构造。 
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图2  Duffing系统的相图 

2.2  Duffing系统的哈密顿量 

考虑平面微分动力系统： 
( )Fx x                  (4) 

式中， T
1 2( , )x xx ； T

1 2( , )f fF ， ( 1)rC rF ≥ 。 

定义  1  若存在光滑函数 1 2( , )H x x 使得

1 1f H x   ， 2 2f H x   ，即式(4)满足方程： 

1
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x
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             (5) 

则称式(4)为平面哈密顿系统，其中 1 2( , )H x x 称为该

系统的哈密顿量。 

哈密顿量描述了哈密顿系统的能量分布。对于

Duffing系统，若不考虑阻尼项和策动力，则其为一

平面哈密顿系统，哈密顿量为： 
2 2 4

( , )
2 2 4

y x x
H x y              (6) 

该函数描述了Duffing系统能量的分布情况。在

实际应用中考虑到阻尼项和策动力的影响，因此由

式(6)计算的哈密顿量将受一定的影响，但对于系统

能量的分布几乎没有影响。将所得到的哈密顿量称

为伪哈密顿量(Pseudo-Hamiltonian，PH)。图3给出了

Duffing系统伪哈密顿量的分布情况(用灰度图表示

伪哈密顿量的高低)，图中颜色越浅表示伪哈密顿量

越高，颜色越深表示伪哈密顿量越低。由图可知，

伪哈密顿量随着远离系统的两个鞍点而逐渐增强。

由上面的分析知，系统处于大周期运动时的伪哈密

顿量最高；而混沌性越强，伪哈密顿量越低；处在

两个鞍点处的伪哈密顿量最低。 
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图3  Duffing系统伪哈密顿量分布 

伪哈密顿量是一个变化速率很快的量，只要系

统的相轨迹从混沌态转到大周期态，伪哈密顿量将

会有明显地改变，而不用等待较长进行判决。因此

利用伪哈密顿量构造统计量可以对系统的状态跃迁

进行快速判决。图2c的相图有逐渐向内收缩的趋势，

与图2b相比(相同时间内)其哈密顿量有所减小。它们

的平均伪哈密顿量分别为0.41和0.59。因此可以通过

划定门限进行区分，而此时两个相图的演化状态十

分相似，利用传统的基于相图的“明显”跃变的方

法是无法判别的。 

2.3  基于伪哈密顿量的判决方法 

伪哈密顿量实时地展现了系统能量的演化情

况，本文将利用其来构造统计量。 

令： 
2 2 4

1 1

1 1
PH ( )

2 2 4

N N
i i i

i
i i

y x x
T

N N 

           (7) 

式中，N 为动力系统的状态数，即时间序列的长度；

i为动力系统的第i个状态。该量描述了Duffing系统的

平均伪哈密顿量。图4给出了Duffing系统的平均伪哈

密顿量随策动力幅值 f 的变化情况。由图可知，系

统处在混沌态时的平均伪哈密顿量相对较小；而系

统一旦进入大周期状态，平均伪哈密顿量将明显地

增大。这种阶跃性的跳变对划定门限进行信号有无

的判决十分有利。因此，本文利用平均伪哈密顿量
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来判决系统状态的改变。此时问题转化为判决问题： 

0
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:       
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≥ 系统处于大周期态，有信号存在

系统处于混沌态，无信号存在
 

式中，  为给定的判决门限。 
 

0.7 

伪
哈
密
顿
量

 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0 

0.1 
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

f 
fp 

 
   图4  Duffing系统平均伪哈密顿量随策动力f 的变化 

利用平均伪哈密顿量作为判决统计量的优点主

要在于：一方面，其定量地给出了利用Duffing系统

进行信号检测的判决方法，改进了现有完全主观的

识别方法；另一方面，由于伪哈密顿量几乎是一个

“瞬时”改变量，因此，可以在数据量较小的情况

下完成判决。 

与传统的判决问题不同，本文是对Duffing系统

的输出作统计判决，而不是对接收信号作统计判决。

图5给出了基于Duffing振子的平均伪哈密顿量判决

的实现框图。图中Duffing系统输入端s(t)为待检信

号， ( )n t 为零均值高斯白噪声，输出端包含了Duffing

系统两个分量的演化描述。传统的基于给定虚警概

率计算检测器检测概率的方法需要知道统计量的概

率分布，而在基于Duffing振子的检测中，由于

Duffing系统的影响，统计量的统计特性十分复杂，

使得传统的分析方法无法进行。 
 

Duffing 门限判决
PH T s(t)+n(t) 1 N

N 
 

图5  基于Duffing系统平均伪哈密顿量信号检测判决框图 

3  仿真分析 

不失一般性，假设待检测的信号为 ( )s t   

cos( )A t ，所加噪声为零均值高斯白噪声 ( )n t 。利

用Melnikov方法和仿真分析可得，当 0.5  时，

Duffing系统式(1)的阈值 p 0.826f  。即若 pf f ，

则系统将进入大周期态；反之，则处于混沌态。因

此先将 Duffing 振子检测系统调整到临界状态

p( 0.826)f  ，然后将受噪声污染的待检信号

( ( ) ( ))s t n t 加到Duffing系统的策动项，式(3)；利用

Runge-Kutta方法求解Duffing系统，时间步长为0.01，

初值 0 0( , ) (0.8,0.9)x y  。根据Duffing系统的解，利

用式(7)计算统计量与事先设定的判决门限  比较，

从而判定信号的有无。根据前面的分析，实验中取

0.5  ，待检信号角频率 10  rad/s ，幅度

0.000 1A  。图6给出了利用平均伪哈密顿量进行信

号检测500次实验平均的结果。由图可知，该统计量

能定量地给出低信噪比下的信号检测。 
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     图6  平均伪哈密顿量信号检测性能曲线 

仿真分析时需注意以下几点： 

1) 仿真分析中仅仅给出了角频率为10 rad/s的

单频信号的检测分析，根据判决混沌跃迁阈值的

Melnikov方法[15]可知，如式(1)的Duffing系统的阈值

不随频率的变化而变化。 

2) 当待检信号与系统策动力频率存在频差和

相差时，可以通过构造振子阵列进行未知频率信号

的检测；另一方面，由于频差和相差会导致间歇混

沌，而间歇混沌会导致判决门限的变化，此时仍然

可以通过调整判决门限来进行判决操作。 

3) 仿真实验中仅用了大约20个周期正弦波的

时间完成判决(该时间不随频率变化而变化)。在如此

短的时间内利用传统的判决方法是无法完成的。当

然，随着可用时间的增加，判决的性能也会增加。 

4) 在仿真分析中本文始终指定判决门限

0.5  ，其实由于噪声的影响判决门限会有所下降，

因此可以通过在不同信噪比下设定不同门限来提高

检测概率。 

4  结 论 

本文提出了一种通过构造哈密顿统计量的

Duffing振子微弱信号定量检测方法。哈密顿量能够

实时地表征系统的动力学行为，有利于在短时间内

进行判决。仿真分析验证了该方法的有效性。尽管

文中研究的是单频信号的检测，但该方法可以推广

到检测方波信号、BPSK信号、直扩信号等，只是判
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决的门限有所变化。为了达到更好的检测性能，可

以将系统的临界值 pf 调整得更加精确。由于混沌运

动的复杂性，该过程将受计算精度等因素的影响。

如何取得更精确的阈值将是下一步需要研究的问

题。另外，检测门限的自适应调整、提高算法的实

用性也是将来需要开展的研究。 
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