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均匀圆阵相干信源DOA估计的差分算法 

谢菊兰，李会勇，何子述 

(电子科技大学电子工程学院  成都  611731) 

 

【摘要】提出了一种新的均匀圆阵解相干算法。在模式空间中，均匀圆阵被转换为一虚拟的均匀线阵。利用该虚拟线阵

的特殊阵列模型结构可重构一差分矩阵，使其秩只与相干(或相关)信号的波达方向(DOA)有关。该算法可使得非相干信源与相

关(或相干)信源分辨开，且通过利用常规超分辨方法估计不相关源和相关源的空间谱，再利用差分矩阵中包含的相干及相关源

信息分辨相关及相干信源，可重复利用阵列接收数据，从而分辨更多信源。仿真结果验证了该算法的有效性。 
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DOA Estimation of Coherent Sources Using Difference  

Algorithm with the Uniform Circular Arrays 
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Abstract  This paper describes a new technique to estimate the direction of arrival (DOA) of coherent signals 

using a uniform circular array. Such an array may be transformed into a virtual uniform linear array in mode space. 
By exploiting the property of the virtual uniform linear array, a difference matrix can be constructed, whose rank is 
only related to the directions of arrival of correlated signals. This method can resolve the uncorrelated sources and 
coherent sources separately. In this way a conventional algorithm can estimate the DOA of uncorrelated sources, 
while the proposed algorithm can estimate the DOA of correlated and coherent sources. Thus the output data of the 
array are used repeatedly, and more sources can be estimated with fewer sensors. The effectiveness of the method is 
illustrated through a number of numerical examples. 

Key words  coherent sources;  difference algorithm;  direction of arrival;  mode space;  spatial 
smoothing 

 

                                                        
收稿日期：2010  10  08;  修回日期：2011  10  25 

基金项目：国家自然科学基金(1102142, 11076006, 61032010)；中央高校基本科研基金(2XGX2010J015) 

作者简介：谢菊兰(1981  )，女，博士生，主要从事自适应阵列信号处理方面的研究. 

均匀圆阵在方位角方向上可以提供360的覆盖

范围，此外，它还能进行二维DOA估计，无相位模

糊现象，并且在各个方向上具有相同的测向性能。

基于以上优点，相较于均匀线阵，均匀圆阵更适于

被应用在雷达、声纳和无线通信等领域，所以均匀

圆阵的DOA估计逐渐成为研究热点。在实际的电磁

信号环境中，由于多径效应和瞄准式干扰的影响，

相干信号普遍存在。因此对均匀圆阵的相干信源

DOA估计进行研究很有必要。 

对于均匀圆阵，在相干信号存在的情况下，目

前已提出3种典型方法来解决这一问题。1) 利用

Davies[1]变换，把均匀圆阵转换为模式空间的虚拟线

阵，然后基于空间平滑[2-3]来纠正协方差矩阵，再应

用MUSIC或其他一些方法[4-5]进行处理。该方法也是

目前应用最广的一种方法，但是该方法减小了阵元

数和阵面孔径，进而减小了可估计的信源数目，同

时也使得对非相关信号源的DOA估计性能下降；另

空间平滑也增加了计算量。2) 利用内插技术[6-7]在一

定的角度范围内，把均匀圆阵转换为多个间隔相等

的均匀圆阵，或者把均匀圆阵转换为均匀线阵，然

后基于类似空间平滑的原理来纠正协方差矩阵，使

其去相干。此类方法需要把整个方位角区域分为很

多个区域，然后计算各个区域的内插变换矩阵，计

算量很大，而且该方法的估计结果受内插变化矩阵

的误差影响，同时信噪比门限较高。3) 思想是将整

个圆阵作间距小于半波长的等间距平行移动[8-9] (这

实际上等效于利用阵列的平移)，给阵列信号各分量

附加上一频移，经平均后，即可达到去相干处理的
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目的。该方法需要移位在很短时间内完成，这在实

际应用中不好把握；另还需预先知道相干干扰源数，

以此确定移位次数。 

最近，一种新的相干信源DOA估计算法[10]被提

出。该算法利用特殊的天线阵列模型，重构一个

Toeplitz矩阵，使其秩只与信号的波达方向有关，而

不受信号相关性的影响，从而达到去相关的目的。

该方法被应用到均匀圆阵的相干信源DOA[11-12]估计

中，其中文献[11]为其算法取名为MODE-TOEP。然

而上述所有的方法均没有兼顾相干及非相关信源的

分辨。针对该问题，本文提出了均匀圆阵的相干信

源DOA估计的差分算法。该方法首先利用常规方法

如MUSIC算法估计出非相关信源的DOA，然后再利

用模式空间中均匀圆阵的虚拟线阵的特殊性重构一

差分矩阵，使得非相干信源与相干(或相关)信源分辨

开，从而使其秩只与相干信号的波达方向有关，进

而重复利用阵列接收数据，分辨更多信源数。相比

常规的均匀圆阵的谱估计算法，本文提出的算法具

有更强的信源过载能力。本文选取计算量相对较小，

工程应用可行性高的均匀圆阵模式空间的空间平滑

算法(MODE-SS)以及MODE-TOEP与本文算法进行

性能对比。 

1  数据模型及阵列预处理 

设D个窄带远场信源入射到一个由M个阵元构

成的均匀圆阵上，为简单起见，这里假定所有信源

都与阵列共面，亦即可以仅考虑信源方位角。若信

源入射角为{1, 2, …, D}，则阵列信号的数学模型

为： 
( ) ( ) ( )t t t x As v              (1) 

式中， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt x t x t x t x 为M个阵元输出；

1 2[ ( ), ( ), , ( )]D   A a a a ； ,1 ,2j j( ) [e ,e , ,i i

i
   a  

,j Te ]i M
， 其 中 , cos(2 )i m i mr    ， m   

2 ( 1)m M  ，m  1,2, , M ； T( ) 表示转置；为

载 波 波 长 ； r 为 均 匀 圆 阵 的 半 径 ；
T

1 2( ) [ ( ), ( ), ( )]Dt s t s t s t s ， ( )is t 是第i个平面波的复

振幅； T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt v t v t v t v ， ( )iv t 为零均值、

方差为 2 的白噪声，且与信号源不相关。 

利用Davies变换，则有： 
Tj( 1)j j1( ) ( ) e ,e , ,1, ,ei i i

NN N
v i i

          a J Wa (2) 

式中，J是(2N+1)(2N+1)的对角矩阵；W是(2N+1)M

的矩阵，且有： 

( 1, 1) j (2 / )n
n N n N nM J r      J        (3) 
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1
[ ] e

n m

M
n N m
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其中， , 1, ,n N N N     ； 1,2, ,m M  。对于预

先确定好的 ， N 的值由下式确定： 

( )1
max and

2 ( )
N M

N

J krM
N N

J kr


   
  

≤     (5) 

模式空间的阵列流形具有了Vandermonde形式，

从而原来的均匀圆阵已经变换成了具有2N+1个模

式阵元的虚拟均匀线阵。虚拟阵列的信号输出为： 
1( ) ( ) ( ) ( )vt t t t   y J Wx A s v        (6) 

式中，  1 2( ), ( ), , ( )v v v v D   A a a a ； 1( ) ( )t tv J v 。

其对应的协方差矩阵为： 
H H 2 1 1 HE ( ) ( ) ( )y v s vt t       R y y A R A J J   (7) 

式中， HE ( ) ( )s t t   R s s 。变换后的虚拟阵列孔径减

小，并且噪声功率发生了变化[13-14]。 

2  均匀圆阵模式空间的相干信源
DOA估计的差分算法 

2.1  算法的基本原理 

假设D个信号中，前L个是相干的，其余各信号

间不相干，则第n个虚拟阵元上的接收信号为： 

j j
1

1 1

( ) ( ) e ( )e ( )l i

L D
n n

nn i i
i i L

y t s t s t v t 
  

        (8) 

式 中 ， , 1, ,0, ,n N N N      ； je i
i i

   ，

1,2,i   , L ； 0i  。定义第n个和第k ( 0)≥k 个虚

拟阵元上接收信号的互相关为： 
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式 中 ， ( ) 表 示 共 轭 ； E ( ) ( )i i iP s t s t    ，

1, 1, 2, ,i L L D    。且： 
2 2/ (2π / )    

[ ( ) ( )]
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k
k n

MJ r n k
E v t v t

n k
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其中，k=0,1,…,N。同理，对应的第 k k ( ≤0)个与

第n 个虚拟阵元上的接收信号的互相关为： 
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经上所述处理后，不相关信源和噪声都被抵消，

剩下的只是相干信号了。因此模式变换经式(12)处理

后，噪声的影响被消除。用第k个虚拟阵元与所有虚

拟阵元的接收信号的互相关构造如下(N+1)(N+1)

维的Toeplitz矩阵： 
(0) (1) ( )

( 1) (0) ( 1)
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k k k
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H
1 1k kA C A V            (13) 

式 中 ， H( ) 表 示 共 轭 转 置 ；

1 1 1 1 2 1[ ( ) ( ) ( )]D   a a a  A 包含所有信源的波

达角 (DOA) 信息；
Tj j

1( ) 1 e ei iN
i

      a ；

D D 维 的 对 角 矩 阵 1 1 1 2diag( , , ,k k kPc Pc   C  
1

1 1, e , ,Ljk
k L LPc P  

  e )Djk
DP  。由式(9)可知，对于矩

阵 kV ，当 0k  时， 2 2( , ) / (2 / )k ki i k MJ r   V ，

1,2, , 1i N k   ，其他元素为0，即 kV 此时是一

上三角Toeplitz矩阵，只有平行于对角线的第 k 行有

值；当 0k  时， kV 是一个对角矩阵，对角元素为
2 2

0( , ) / (2 / )k i i MJ r  V ， 1,2, , 1i N  。同理，

用对应的第 k 个虚拟阵元与所有虚拟阵元的接收

信号的互相关可构造如下 ( 1) ( 1)N N   维的

Toeplitz矩阵： 
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式中， D D 维的对角矩阵 1 1diag( ,k kPc  
 C  

1 2 , ,kPc  
  1j

1 1, e , ,Lk
k L LPc P  

   je )Dk
DP  ；对于矩

阵 kV ， ( , )k i k i  V  2 2/ (2 / )kMJ r  ，

1,2, , 1i N k   ，其他元素为0，即 kV 此时是一

下三角Toeplitz矩阵，只有平行于对角线的第 k 行有

值，且有 H
k kV V 。按如下构造差分矩阵： 
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式中，   ( 1)
2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) N L

L       A a a a C 只

包含相干信源的DOA信息； 1 1diag( (k kP c   D  

1 1 2 2), ( ),k k kc P c c    
  ， 

1( ))k L k LP c c  
 。因为 2A 为Vandermode矩阵，

只要 i j  ( i j )，它们的各列线性无关，则

2rank( ) LA 。而由 kD 的表达式可知，只要

k i k ic c  
 不为 0 ， 1,2, ,i L  ，则 rank( )k R  

H
2rank( ) rank( )k k L D D A 。这就是差分矩阵的 

由来。 

为了提高阵列协方差矩阵特征空间对噪声扰动

的鲁棒性[15]，所有阵列的互相关和自相关信息都被

采用，按如下处理得到最后的差分Hermite矩阵： 

H H
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  ，( 1 2 , )i L ，， ，则有 arank( ) R  
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2rank( ) LA ，又因为 u 2rank( ) rank( )≤ ≤ LR A ，所

以 urank( ) LR 。 因 此 ， H
u urank( ) rank( ) R R R  

urank( ) LR ，达到了去相关的目的。 

对 R 作特征值分解，它将有L个大特征值，

( 1N L  )个小特征值。大特征值对应的特征向量构

成信号子空间，小特征值对应的特征向量构成噪声

子空间，记为 NE 。它们相互正交。此时，可按下式

构造MUSIC谱，再通过谱峰搜索进行DOA估计： 

MUSIC 2H
1

1

( ) N

P



a E

           (19) 

2.2  算法的基本步骤 

根据上述分析，均匀圆阵的相干信源DOA估计

的差分算法基本步骤如下： 

1) 利用常规子空间算法如 MUSIC 算法分辨非

相干信源。 

2) 利用 Davies 变换，根据式(3)～式(6)得到模

式空间的虚拟均匀线阵的输出。 
3) 根据式(9)～式(16)构造只含相干信源的信息

的矩阵 R 。 

4) 对 R 进行特征值分解或奇异值分解，得到噪

声子空间 NE 。 

5) 应用式(19)实现相干或相关信源的测向。 

2.3  本文算法与MODE-SS以及MODE-TOEP的比较 

MODE-SS(这里指的是前后向平滑)先利用虚拟

线阵的旋转不变性，对阵列同时进行前后向平滑，得： 
s

T
s

1

( ) 2
N

fb
k y z y z k

n

N



 R F R J R J F  

其中，Ns为子阵个数；设m为子阵的阵元数，则

   1 2 1 1k mm n m N n m      
   0 0F I ； zJ 为 2 1N  阶置 

换矩阵。然后再利用该平滑后的协方差矩阵进行

DOA估计。MODE-TOEP算法是重构一个Toeplitz矩

阵R0 (对应式(13)中k=0的情况)来进行类似MUSIC算

法的谱搜索得到DOA估计。两种算法都没有考虑到

将相关及相干信源与非相关源分开，因此可分辨的

信源数有限。此外，MODE-SS算法中协方差矩阵对

应的噪声协方差矩阵发生变化，其噪声功率不再相

等，需进行广义特征值分解得到噪声子空间。而

MODE-TOEP算法重构后的噪声虽然是高斯白噪

声，但是噪声仍然对算法性能有影响。本文算法通

过差分处理可以把相关及相干信源与非相关源分

开，且噪声也在该处理中被消除。 

2.4  信源过载能力 

对于M元均匀圆阵，经Davies变换得到2N+1元

虚拟的均匀线阵。前后向空间平滑的算法，最大可

分辨2(2N+1)/3个相干信源[2,13]，MODE-TOEP算法最

多可分辨N个信源[5]。对于本文提出的算法，当仅存

在非相关信源时，这时仅采用常规子空间算法测向，

可估计信源数为(M1)[13]；当仅存在相干信源时，利

用本文提出的差分算法，则可估计信源数为N；当非

相关及相干信源同时存在时，采用常规子空间算法

进行非相关信源的测向，最多可估计(M2)个非相关

信源。因此在这种情况下，本文的算法最多共可估

计(M2+N)个信源，由N的确定法则知M≥2N+1，所

以本文算法可估计的信源数比常规的前后向空间平

滑算法至少多5(N1)/3，比MODE-TOEP算法至少多

(M2)。经上述推导可知，当相干信号源数不大于N

时，本文算法可不受阵元数必须大于信源数的限制，

信源过载能力较强。 

3  仿真试验结果 

为验证算法的有效性，进行以下计算机仿真实

验。仿真采用了15阵元的均匀圆阵，圆阵半径为

0.7，  取为0.05，确定的虚拟线阵阵元数为13，

即 6N  ，此时对应的3 dB波束宽带约为26。对于

实验中用来比较的空间平衡算法，其子阵阵元数取

为N+1=7，与本文所提算法的矩阵维数相同，可得

子阵数为137=6。 

3.1  本文方法对近间距信源的谱分辨力 

高斯白噪声背景下，4个全相干信源入射方向分

别为120、150、0和120，2个非相关源入射方

向分别为130和105。入射信源的信噪比均为 

20 dB，快拍数为200。图1和图2分别给出了本文算

法(分辨相干与相关源)和MUSIC算法(分辨非相关

源)、空间平滑算法及MODE-TOEP算法仿真结果的

归一化空间谱曲线。 
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图1  本文算法MUSIC谱 
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图2  空间平滑MUSIC谱与MODE-TOEPMUSIC谱 

由于120，105和1303个信源相距比较近，从

图2可以看出，普通的空间平滑算法和MODE-TOEP

算法无法分辨此3个信源。因为120这个信源是相干

信源，后两者是非相关信源，本文算法通过两步计

算，把非相关信源与相干信源分开分辨，因此，仍

可以很好地分辨。 

3.2  本文方法信源过载能力 

高斯白噪声背景下，13元虚拟线阵阵元数，6个

全相干信源，入射方向分别为110、150、30、
0、50和120，8个非相关源，其入射方向分别为

130、80、10、30、70、130、100和160。
入射信源的信噪比均为10 dB，快拍数为200。由于

入射信源数大于阵列元数，因而空间平滑算法和

MODE-TOEP算法均失效，在此就不列出它们的频

谱图了。图3和图4给出了本文算法的空间谱图，从

两图中可以看出，本文算法分辨相干信源，而MUSIC

算法分辨非相干信源，两者联合估计入射信源方向，

因此在信源多于阵元数的情况下仍能给出较好的估

计结果，可见本文算法具有较强的信源过载能力。 
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   图3  非相干源的MUSIC谱 
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   图4  差分算法MUSIC谱(相干源) 
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3.3  算法解相干统计性能比较 

2个等功率全相干源，入射方向分别为0和25，
快拍数为200。仿真结果为500次蒙特卡罗实验(每个

SNR点做500次蒙特卡罗仿真)的统计结果。图5给出

了2个信源的RMSE随SNR变化曲线图。由图中可以

看出，本文算法优于MODE-TOEP算法。虽然本文

算法估计精度稍低于MODE-SS算法，但是二者其实

具有相同的信噪比门限。与MODE-TOEP算法相比

较，本文算法采用了所有阵列的互相关信息，所以

达到了较好的性能。 

图6给出了25 dB时两个全相干信源随角度间隔

变化的成功概率曲线图。其中1=20，2在区间[30，
75]上以5的等间距移动。当估计偏差小于0.5时，

认为成功。由图中可以看出，MODE-TOEP算法是

最差的。对于信源1，MODE-SS算法估计的精度高

于本文算法，对于信源2，本文算法要优于MODE-SS

算法。在信源间隔大于或等于30时本文算法与

MODE-SS算法性能相当。 
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图6  25 dB时两全相干源随角度间隔变化的成功概率示意图 

4  结  论 

本文提出了一种新的相干信源DOA估计算法。

算法的关键是重构一个差分矩阵。因为该差分矩阵

只包含相干信源的信息，不需空间平滑来消除秩的

损失，所以大大减少了计算量。由于算法能够把相

干(或相关源)与非相关源分辨开，故可重复利用接收

数据，即利用常规算法分辨非相关源，再利用本文

算法分辨相干(或相关)源，这样使得可分辨的信源数

增多，因此算法具有较强的信源过载能力。仿真结

果验证了算法的有效性，也表明了算法的解相干 

能力。 
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