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含噪独立分量分析的期望最大化算法 

张和发，李立萍 
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【摘要】把期望最大化(EM)算法应用到含噪ICA模型中，即假定源信号具有统计独立性，并将其放在贝叶斯估计框架中，

提出一种解决含噪独立分量分析(ICA)的期望最大化(EM)算法。在含噪ICA模型中，假设源信号的均值和方差服从更为一般的

均匀分布，提出的EM算法将混合矩阵和超参数交替进行处理，可以有效地估计混合矩阵和超参数在一定模型下的模型参数，

从而能够估计出源信号。仿真结果说明，该方法能够很好地解决含有噪声ICA模型下的盲源分离问题。 
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Abstract  Expectation-maximization (EM) algorithm is applied in the noisy independent component analysis 

(ICA) model, i.e., the source signals are assumed statistical independent and formulated in a Bayesian estimation 
framework. A Bayesian approach with EM algorithm for noisy ICA is proposed. In the noisy ICA model, 
supposing the means and variances of source signals are uniform, the proposed EM algorithm can efficiently 
estimate the model parameters of the mixing matrix and hyperparameters under a certain model, and then estimate 
the sources by processing the mixing matrix and hyperparameters alternatively. Simulation results show that the 
proposed method can perform blind source separation (BSS) with the noisy ICA model. 
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盲源分离(BSS)问题是一个非常病态的反问题，

在没有先验信息的情况下是不可解的。目前，人们

已经提出了很多解决盲源分离问题的方法。其中，

独立分量分析(ICA)方法是基于源信号之间的相互

独立性这一假设，大部分该类方法都是在没有噪声

的情况下得到的，不同之处在于推断独立性的途径

之间的差异性。 

近年来，对ICA的研究日趋深入[1-5]。但研究工

作都是在没有噪声，并且只假设源信号之间相互独

立性的情况下进行的，没有充分利用源信号的统计

模型等先验信息。通过联合先验信息或者包括附加

的模型参数，可以得到应用贝叶斯定理[6-7]实现的贝

叶斯方法。该方法把盲源分离问题看作是统计推断

问题，并且联合了信号模型和模型参数概率的先验

信息，通过计算基于先验信息和接收的混合信号的

模型参数的后验概率来得到源信号分离算法。它结

合模型中包括的信息、模型参数的先验信息和所有

观测得到的信息来表示关于未知量的信息状态的后

验概率。在已知源信号及噪声的统计模型时，对于

含噪的ICA模型，贝叶斯方法不仅能够利用源信号

的统计独立性，而且还可以利用源信号及噪声的统

计模型特性等先验信息，估计出模型参数从而准确

地估计出源信号。贝叶斯方法中的期望最大化(EM)

算法 [8]可以从非完整数据集中对参数进行极大似

然估计(MLE)，在解决包含非完整数据的统计估计

和诸如混合估计[9]等类似的问题中是一个有效的工

具。文献[10-11]研究了高斯混合信号的梯度学习和

惩罚EM源信号分离方法，并且具有一定的分离效

果。文献[8]仅仅给出了一个整体上的框架，对不同

问题的研究还需做具体的分析；文献[10]采用的是基
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于梯度的学习算法，计算量比较大；文献[11]采用惩

罚EM算法，其假设源信号的方差服从逆伽玛分布，

这使得惩罚EM算法的性能对初始条件具有敏感性。 

本文把期望最大化(EM)算法应用到含噪ICA模

型中，即假定源信号具有统计独立性，并将其放在

贝叶斯估计框架中，提出一种解决含噪独立分量分

析(ICA)的期望最大化(EM)算法。在含噪ICA模型

中，假设源信号的均值和方差服从更为一般的均匀

分布，提出的EM算法将混合矩阵和超参数交替进行

处理，这样，可以估计混合矩阵和超参数在一定模

型下的模型参数，从而能够估计出源信号，对初始

条件稳健，其计算量比基于梯度的算法要小。仿真

结果说明了所提出的方法能够很好地解决含有噪声

ICA模型下的盲源分离问题。 

1  盲源分离(BSS)模型和贝叶斯原理 

考虑如下问题，即从含有噪声的线性混合信号： 
( ) ( ) ( )t t t x As n             (1) 

中找出混合的源信号 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt s t s t s t s 。假

设观测信号和源信号的个数都为M ，A是一个MM

维未知混合矩阵， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt n t n t n t n 是加

性噪声。 

当只考虑观测信号的有限样本时，可以把数据

模型写成如下的矩阵形式： 
=X AS N               (2) 

每个时间指标矩阵包含一个采样序列向量，即： 
[ (1), (2), , ( )]T S s s s           (3) 

由于混合矩阵和源信号之间一般不存在什么联

系，因此可以假设混合矩阵A和源信号S之间是相互

独立的。 

在BSS的贝叶斯方法中，首先选择一个描述如

何从发射的源信号S产生观测的混合信号X的信号

模型；然后需要一个概率分布来量化假设的源信号

对观测的混合信号影响的可能性。对于诸如式(2)的
模型，可以指定 n( | , ) ( )p p X A S X AS ，其中 np

是加性噪声的概率。其次，依据已有的信息给模型

参数指定先验概率，如指定源信号概率为 ( )p S ，混

合矩阵A的元素的概率为 ( )p A ，可以得到所有未知

模型参数的后验概率： 
( | , ) ( ) ( )

( , | )
( )

( | , ) ( ) ( )

p p p
p

p

p p p

 
AX A S S

A S X
X

X A S A S

     

(4)

 

其中，表示成比例，且： 

( ) ( | , ) ( ) ( )d dp p p p X X A S A S A S     (5) 

式(5)表示了在考虑观测信号后未知参数的信息

状态。最后，推断出A和S的值或者所有的联合参数。 

贝叶斯定理给出了所有未知参数的后验概率。

运用一些诸如模、均值、中值的统计量，也可以通

过定义一个相对高概率的区域[12]来刻画后验概率。

通常找出后验概率的模要容易一些。 

2  含噪ICA的EM算法 

在BSS问题中，至少有两个未知量A和S，它们

构成了一个高维空间。可以用后验概率 ( , | )p A S X

估计模型参数 ( , )A S 的值。 ( , )A S 的估计值为： 

( , )

ˆ ˆ( , ) arg max{ ( , ) ln ( , | )}J p 
A S

A S A S A S X   (6) 

先验概率 ( )p A 是对于混合矩阵可能值知识的

一种量化。假设源信号 [ (1), (2), , ( )]T S s s s 相互独

立且时不变，把幅度分布 ( )p S 的先验知识写成如下

的形式： 

1,2, ,( ) ( ) ( ( )) ( ( ))T j j
t t j

p p p t p s t   S s s   (7) 

式中， jp 是第 j 个源信号 ( )js t 幅度的先验概率。 

在选定源信号模型 ( )p S 后，联合分布函数就取

决于参数集S 。因为S 对于描述模型参数是额外的

参数，所以将其定义为超参数。这样联合源信号的

先验可以表示为： 
( , ) ( | ) ( )p p p  S S SS S          (8) 

该情形与混合矩阵 ( | )p AA 和噪声 n( | )p N 是

一样的，从而影响似然函数 n( | , , )p X A S 。把这些

超参数放到一起并用一个向量符号 n( , , )   S A 表

示。在监督式学习中，可以假定这些超参数是已知

的。但是，在通常情况下，超参数则被认为是未知

而需要估计的。如上面的联合源信号的先验所指出

的，贝叶斯方法需要为其指定一个先验概率 ( )p  ，

其可以分解为一连串独立的项为： 
( , , ) ( | , , ) ( | ) ( | ) ( )p p p p p   n SAA S X A S A S   (9) 

贝叶斯方法的优点在于这些假设都具有显式，

并且在不适当的情形下[6]可以很容易地修正。 

通常可以在更一般的情形下假定先验和似然

性。假设观测到的误差是独立、中心化和高斯的，

有如下关系式： 

1

( | , , ) ( ( ), )

1
exp [ ( ) ( )]' [ ( ) ( )]

2

t

t

p t

t t t t

 

   
 





n n

nx As x As

X A S Σ As Σ

Σ

N

  

(10)

 

矩阵A的元素反映了源信号和探测器之间的耦

合程度，典型的是高斯假设为： 
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2
,( ) ( , ) ( | ) ( , )ij ij a ijp M p   A A AA A M ΣN N (11) 

能够分离出源信号的关键是每个源信号在某些

方面与其他源不同，而这些不同能够产生分离算法

的不相同。已经证明，对于高斯分布的源信号，如

果它们在时域或谱域的性质是相同的，那么是不可

能分离出来的。对于非高斯信号也是一样，如果它

们的先验概率或者似然性相同时也是不可分的。许

多非高斯模型已经得到广泛应用，最常用的是高斯

混合(MoG)[13]模型。 

高斯混合模型把源信号的幅度分布 ( )js t 描述为

一些高斯信号的如下线性组合： 

2

1

( | , , ) ( , )
jK

j jk jk jk jk jk jk
k

p s m m   


 N   (12) 

其中，
1

1,
jK

jk
k




 由 3 jK 个参数所定义，包括

{ }j jkmm 和j=
2{ }jk ， 1,2, , jk K  。则源信号可

以用参数 1 2{ , , , }MK K K K 、 jk  和 { }j  表

示， 1,2, ,j M  。 

高 斯 混 合 模 型 的 一 个 重 要 性 质 是 把

( ( ) )jk jP z t k   解释为隐藏离散值变量 ( )jz t 的概

率，使得： 
2( ( ) | ( ) , , ) ( , )

( ( ) )=

j j jk jk jk jk

j jk

p s t z t k m m

P z t k

 



  




N
   

(13)
 

这样，问题简化为估计 s(t)={s1(t),s2(t),…,sM(t)}、

1 2( ) { ( ), ( ), , ( )}Mt z t z t z t z 以 及 参 数 ( , )nA Σ 和 

( , ) s m 。 

当源信号是高斯混合模型时，观测信号 ( )ix t 也

可以用一个包含 i
jj

K K 个分量的高斯混合模

型描述： 

2 2
( ) ( )

( ( ) | , ( ), , )

( , )
j j i

i

ij jz t ij jz t ji n
j j

p x t t

A m A A



 



 
A z m

N    
(14)

 

通常不能得到似然函数的解析表达式。有一类

旨在得到最大似然(ML)解的方法，期望最大化(EM)

算法，其主要思想是把源信号S视为隐藏变量，把观

测信号X视为不完全数据，而把整体(X,S)视为完全

数据。EM算法通过以下两步来实现：1) E步骤(期望) 

包括求出观测数据X和隐藏数据S相对于参数A和
联合分布的似然函数，求出其对于X和在前面的迭代

中估计的 Â和 ̂ 的条件期望，2) M步骤(最大化) 包

含对得到的似然函数相对于参数A和 的最大化来

得到其估计值 Â和 ̂ ： 

,

( , )

ˆ ˆ ˆ ˆE : ( , , , ) ln ( , , , ) | , ,

ˆ ˆ ˆ ˆM : ( , ) arg max { ( , , , )}

Q E p

Q


    




x s

A

A A X S A X A

A A A

   

   (15)
 

联 合 分 布 ( , , , )p X S A  可 以 分 解 为

( , , , ) ( | , ) ( ) ( | ) ( )p p p p pX S A X A S A S   。P(X,S, 

A,)可以看作是关于A和 可分解的函数，从而把函

数 ˆ ˆ( , , , )Q A A  分解成两个分别关于A和 的函数 

的和： 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) ( | , ) ( | , )Q Q Q AA A A A A        (16) 

其中， 

ˆ ˆ ˆ ˆ( | , ) ln ( | , ) ln ( ) | , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( | , ) ln ( | ) ln ( ) | , ,

Q E p p

Q E p p

     


    

A A A X A S A X A

A S X A

 

    
 

(17) 

当得到S的估计时，通过数学计算，可以得到A

的估计值表达式为： 
( 1) * * 1 *ˆ ˆ ˆMat([ ] [ Vect( ) Vect( )])k T T   SS XSA Λ R Λ M R

(18) 
式中，Vect( ) 是把矩阵转换为一个按行依次串联的

向量；Mat( ) 是Vect( ) 的逆变换； *Λ 是一个对角向

量为Vect( )Λ 的 2 2M M 对角矩阵； *ˆ
SSR 是块对角线

为 ˆ
SSR 的 2 2M M 对角矩阵。 

2 2
,/ij a ij  nΛ              (19) 

T

1

1ˆ ˆ( ) ( )
T

t

t t
T 

 XSR x s           (20) 

T T 1 1 1

1 1

1 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
T T

t t

t t
T T

  

 

   SS n zR s s A Σ A Σ  (21) 

1 2

2 2 2
1 2diag( , , , )

MM  z z z zΣ       (22) 

首先，通过下式估计 ˆ ( )j tz 得到数据分类更新： 

( )

ˆ ˆˆˆ ( ) arg min{ ln ( ( ) | ( ), , ( ), )}
j

j j l j
t

t p t t t 
z

z z x A s   (23) 

当均值为均匀分布时，求Q 相对于 和m 的最

大值，可得： 

1

ˆ( ( ) | ( ), ( ))
ˆ

T

j l j
t

jz

p z t t t

T




 x s

      (24) 

1

ˆ( ) ( ( ) | ( ), ( ))

ˆ
ˆ( ( ) | ( ), )

T

jz j l j
t

jz
j l j

t p z t t t

m
p z t t

 





 x s

x s
   (25) 

其中， 
( ) [ ( ) | ( ), ]jz jt E s t t z  x         (26) 

当方差为均匀分布时，求Q 关于 的最大值，

可得： 
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 2 2

1

1

ˆˆ ˆ( ) ( ) 2 ( ) ( ( ) | ( ), ( ))
ˆ

ˆ( ( ) | ( ), ( ))

T

jz jz jz jz jz j l j
t

jz T

j l j
t

V t t m t m p z t t t

p z t t t

 








  





x s

x s
             (27) 

其中， 
2( ) [ ( ) | ( ), ]jz jV t E s t t z x          (28) 

在下一节的仿真试验中，为了说明EM算法的有

效性，用文献 [14]所定义的归一化 Amari 指标

A [0,1]I  作为性能度量： 

A

1

2 ( 1)
I

N N
 


 

1 1 1 1

1 1
max max

N N N N
ij ij

i j j ik ik k kj

p p

p p   

    
      

        
     

(29)

 

式中，pij表示矩阵 1ˆ = ( )P A A的第(i,j)个元素。 AI 值

越小，分离性能越好，10lgIA＞10 dB表示分离不够

充分。 

3  仿真实验 

为了说明本文所提算法对含噪ICA的分离性

能，给出合成的高斯混合信号，每个分量含有两个

均值为 2 的高斯信号，方差 2 0.25  。这些源信号

通过矩阵
1 0.5

0.7 1

 
   

A 相混合。附加方差为

2 0.12 n (SNR=15 dB)的噪声，并取T=10 000个观测

值。 

给 出 超 参 数 如 下 ：
1 0

0 1

 
  
 

M ，

0.01 100

100 0.01

 
  
 

AΣ ，   0.3 0.7

0.6 0.4jz
 

   
 

Π 。源信号

的相空间分布如图1所示，混合信号的相空间分布如图

2所示。 
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    图1  源信号的相空间分布 
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    图2  混合信号的相空间分布 
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    图3  估计信号的相空间分布 

为了进行EM算法，首先选定初始条件：

(0) 1 0

0 1

 
  
 

A 、 (0) 1 1

1 1

 
  
 

SΣ 、 (0) 0 0

0 0

 
  
 

M ， (0)S ，

其 中 (0)S 的 产 生 方 式 为 ： (0)
j ∼s  

(0) 2 (0)

1
( , )

jK

jz jz jzz
 

 MN 。这样，通过所提出的EM

算法，可以得到分离信号。 

分离后的结果如图3所示，将图3和图1及图2比

较，可以看到所提出的EM算法能够收敛到正确解，

从而能在含噪ICA模型中有效地高斯混合信号。 
在 上 述 仿 真 中 ， 将 初 始 条 件 选 为 ：

(0) 1 0

0 1

 
  
 

A ， (0) 0.5 0.5

0.5 0.5

 
  
 

SΣ ，

(0) 0.5 0.5

0.5 0.5

 
   

M ，其他条件不变，通过所提出的

EM算法也能收敛到正确解。 

为了定量地比较文献[11]的方法和本文所提方

法分离性能差异，进行下面的实验。比较100次蒙特
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卡洛实验后在前100次迭代中，每次迭代后分离性能

10lg IA的平均值，图4为两种方法在该分离性能下的

比较图。从图4可以看到，虽然文献[11]经过一定的

迭代次数后能够分离出源信号，但本文所提的方法

比文献[11]中的方法具有更好的分离性能，有近2 dB

的提高，且比较稳定。 

 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
16

14

12

10

8

6

4

2

0

2

0 

本文的方法

文献[11]的方法

迭代次数 

10
lg

I A
/d

B
 

 
图4  分离性能比较 

4  结  论 

本文把期望最大化(EM)算法应用到含噪ICA模

型中，即假定源信号具有统计独立性，并将其放在

贝叶斯估计框架中，提出一种解决含噪独立分量分

析(ICA)的期望最大化(EM)算法。在含噪ICA模型

中，假设源信号的均值和方差服从更为一般的均匀

分布，提出的EM算法将混合矩阵和超参数交替进行

处理，可以有效地估计混合矩阵和超参数在一定模

型下的模型参数，从而能够估计出源信号，对初始

条件稳健，其计算量比基于梯度的算法要小。仿真

结果说明了所提出的方法能够很好地解决含有噪声

ICA模型下的盲源分离问题。 
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