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基于范数最小的干扰对齐预编码方案设计 
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【摘要】干扰对齐是解决无线通信系统中同信道干扰的重要技术之一，能获得与用户数量成线性关系的自由度增益。针

对干扰对齐中预编码矩阵的目标函数过于复杂，难以优化的问题，用子空间投影的方法证明了期望信号最强的条件是在信号

空间和干扰空间的仿酉矩阵的内积范数最小时得到的，并提出基于内积范数最小的预编码矩阵方案。然后在多用户干扰信道

中，分别用迫零和最小均方误差接收机，测试了该算法的性能。仿真结果表明，与现有预编码方案相比，该方案的信道容量

有明显的提高。 
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Abstract  Interference alignment (IA) is one of the promising technologies to solve the co-channel 

interference in wireless communication systems. It can provide users with degree of freedom that is linear to the 
number of users in systems. Considering that the objective function is too complicated to obtain the optimal 
precoding matrix in interference alignment, this paper, according to projection theory of subspace, proves an 
equivalent condition that the maximum desired signal can be achieved. And a Mini-norm of inner product 
algorithm is proposed to select the precoding matrix. Its performance is examined in a multi-user interference 
system by zero-forcing (ZF) and minimum-mean-square-error (MMSE) receiver respectively. Simulation results 
demonstrate the sum rate of proposed scheme is higher than existing schemes. 
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在无线通信系统中，同信道干扰是影响通信性

能的一个重要因素。而干扰对齐(IA)[1-2]运用预编码

技术把干扰在接收端重叠在一起，可以彻底消除干

扰对期望信号的影响。与忽略干扰、解码/消除干扰

以及正交接入(避免干扰)等传统处理干扰的方法不

同，IA通过压缩干扰所占的信号维度，为系统提供

最大自由度(degree of freedom，DOF)[3]。由于可以

彻底消除干扰影响，显著提高系统容量，IA技术受

到了广泛的关注[4]。 
IA的关键是优化预编码矩阵，提高系统容量。

预编码矩阵把信号和干扰映射到不同的线性子空间

中，在IA中起着不可替代的作用[5]。如何在获得IA
自由度增益的同时，使接收信号的能量更强，已经

成为干扰对齐研究的一个热点[6]。文献[7]给出了用

随机搜索的方法寻找使系统总容量最大的方案，文

献[8]分别研究了以最大弦距和信道容量梯度为准则

搜索预编码矩阵的方法。以上算法的预编码矩阵可

以直接获得，但需要所有节点的理想信道状态信息

(channel state information，CSI)。为减少对CSI的依

赖，文献[9]提出了分布式IA，根据收发双方的互易

性，通过收发两端的交替迭代最小化目标函数获得预

编码矩阵。该算法虽然可以显著提高系统容量，但复

杂度过高，收敛速度慢，几乎不可能应用于实际的系

统。 
本文运用子空间投影方法，证明了最优预编码

矩阵是在信号空间和干扰空间的仿酉矩阵的内积范

数最小时得到的，并根据该准则提出基于内积范数最

小的预编码方案。在多输入多输出(multiple-input 
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multiple-output，MIMO)的情况下，分别运用迫零和

最小均方误差接收机测试了基性能。仿真结果表明，

内积范数最小法与其他预编码方案进行了对比，在信

道容量方面有明显的提升。 
文中 HA 表示矩阵 A 的共轭转置；‖·‖表示矩

阵的frobenius范数；span( )x 表示矩阵 x 的列向量张成

的空间； 1−H 表示H 的逆矩阵；tr( )x 为矩阵 x 的迹。 

1  信号模型及干扰对齐 
在k用户的干扰信道系统中，k个信源分别独立

地同时发送数据给k个信宿，该系统中存在同信道干

扰，如图1所示，而且用户之间不存在数据协同，不

能用脏纸编码技术[10]。信源和信宿分别配置M和N
个 天 线 ， 则 信 源 j 到 信 宿 i 之 间 的 信 道 矩 阵

N M
ij

×∈�H 。假设收发双方具有理想的CSI，其中 d

是单个用户的DOF。用户i的数据为 ix ，是一个 1d ×
的向量，假定不同用户的数据是独立的，但服从单

位功率约束，即用户数据满足 H[ ]i i dE x x = I 。用户i
的预编码矩阵为 iv ，则输出信号向量可表示为： 

1,

k

i ii i i ij j i i
j j i= ≠

= + +∑y H v x H v x n        (1) 
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图1  k个用户干扰信道系统的结构 

式中， in 为信宿i观测到的噪声，是独立同分布的复

高斯向量，均值为0，方差满足 H[ ] 2
i i n NE σ=n n I 。在

式(1)中，多项式第一项为信号，第二项为干扰。每

个信源都满足功率约束
2[ ]i i iE p≤v x ，其中 ip 为信

源i的功率。 
若信宿采用线性接收机，则用户i对期望信号的

估计为： 

�

1

k

i i i i ij j i i i
j=

= = +∑x R y R H v x R n         (2) 

式中， iR 为用户i的接收滤波器。为最大程度消除干

扰的影响，文献[2]提出了IA算法，利用预编码矩阵，

压缩干扰所占的空间，可以实现在信号空间中无干

扰通信。考虑用户数k为3的MIMO情况，假定所有

用户的天线数都是M，不失一般性，假定M是偶数，

而且所有的信道矩阵都是满秩的，收发双方具有理

想的CSI，则干扰对齐可以保证让每个用户可获得

M/2个DOF。由于系统中的用户数为3，则系统中总

DOF数量为3M/2。IA要求预编码向量满足以下条件： 
12 2 13 3

21 1 23 3

31 1 32 2

span( ) span( )=
 =

 =

H v H v
H v H v
H v H v

       (3) 

由式(3)可得各用户预编码向量和信道矩阵之间

的关系： 

1 1
1

32 31 1

1
3 23 21 1

span( ) span( )
−

−

=





2 =

=

v Ev
v H H v

v H H v

         (4) 

式中，
12

1 1 1
32 31 13 23 21
− − −=E H H H H H H ，即在MIMO的干

扰通信系统中，可以任意选择M/2个 E 的特征向量

作为用户i的预编码矩阵 1v ，并由式(4)计算出其他用

户的预编码矩阵 2v 和 3v ，就可以实现干扰对齐，使

每个信宿观测到的干扰子空间维数为M/2，而在另外

M/2个自由度上能够实现无干扰的信息交换[2]。 

2  基于内积范数最小的预编码向量设计 
虽然在干扰信道中，以E的特征向量为预编码矩

阵就能够保证实现IA，但由于优化准则过于复杂，

仍然难以确定由哪些特征向量作为预编码矩阵能够

获得更好的通信效果。干扰对齐的最优预编码矩阵

是在有用信号的幅度最大时取得的，此时信号在干

扰空间的正交补中投影最大。虽然求单个用户的容

量最大是个凸优化的问题，但多个用户的和容量最

大的目标函数不再是个凸函数，难以得到一个可行

的预编码矩阵的优化准则[11]。以下定理得到一个便

于应用的等价条件。 
定理  在干扰对齐中，当 Hu 和 S 的内积范数最

小时有用信号的幅度是最大的。其中 S 是信号空间，

而 Hu 是干扰空间所对应的仿酉矩阵。 
证明：设 N 为干扰空间， NP 和 ⊥P 分别是信号 S

到干扰空间及其正交补 ⊥N 的投影，如图2所示，则

最优的预编码方案是信号 S 在 ⊥N 中的投影最大时

取得的，即： 

1 1

1

1
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H
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                 arg min
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i N
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⊥
∈ ∈

∈

−

∈

= = − =

=
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对干扰空间 N 做SVD分解得 ∑=N u v ，其中
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u 和 v 均是仿酉矩阵，∑是 N 的奇异值[12]，代入式

(5)得: 
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式中， u 为干扰空间列向量的标准正交基，即干扰

空间所对应的仿酉矩阵，结论得证。 
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图2  信号分解为在干扰空间及正交补的投影 

根据定理，可以得到一个干扰对齐的预编码方

案以及线性接收机的设计方法。由矩阵理论可知，

任何一个矩阵X可以分解为 Q R= ( ) ( )X X X ，其中

Q( )X 的 列 向 量 是 标 准 正 交 的 ， 且 满 足

span( ) span( ( ))Q=X X ， R( )X 是一个上三角矩阵，

( )Q X 就是矩阵 X 的仿酉空间。显然矩阵的QR分解

可以实现该目标[12]。 
从某种意义上说，干扰对齐是基于子空间的，

目的是使来自不同信源的干扰经过预编码矩阵的变

换，在接收端仅占用部分的DOF。传统的干扰对齐

是在全空间 span( ) ( , 1,2,3)ij j i j =H v 中任选一半的

DOF作为干扰空间，另一半DOF作为信号空间用于

交换信息。即任选M/2个矩阵 E 的特征向量作为用

户1的预编码矩阵 1v ，其他的预编码向量由式(4)给
出。该过程仅考虑干扰对齐，而没有考虑期望信号

的能量。而本文是在干扰对齐的前提下，选择其中

的M/2个特征向量作为 1v ，使得3个用户总接收信号

最强，即范数的和最大，由定理可得： 

1

H
opt,

eig( )

H

arg min ( )    

s.t. tr( )

k

i ij ii i
i

i i i

j i

P
∈


= ≠


 =

∑
v E

v Q H v

v v
     (7) 

把式(4)代入式(7)，所有预编码矩阵用 1v 表示，

可得： 

1

H
opt,1 12 11 1

eig( )
arg min( ( )

∈
= +

v E
v Q H v  

H H
21 22 2 31 33 3( ) ( ) )+ =Q H v Q H v  

1

H H 1
12 11 1 21 22 32 31 1

eig( )
arg min( ( ) ( )−

∈
+ +H

v E
Q v Q H H H v  

H 1
31 33 23 21 1( ) )−Q H H H v          (8) 

由于 E 共有M个特征向量，选择其中M/2个，共

有
   

/ 2
M

M
 
 
 

种，通过遍历搜索得到满足式(8)的一组特

征向量作为 opt,1v ，然后根据式(4)可以得到 opt,2v 和

opt,3v ，该方法称为内积范数最小法。由于来自不同

用户的干扰在接收端张成相同的空间，考虑干扰空

间时仅考虑一个用户与考虑所有用户是等价的，所

以用一个用户的干扰空间作为整个干扰空间。 

3  接收机的设计 
干扰对齐中的线性接收方案主要有迫零(zero- 

force，ZF)和最小均方误差(minimum-mean-square- 
error，MMSE)两种，其中ZF接收机是把干扰对性能

的影响降到最小，实现相对简单，但性能比MMSE
要差些。 
3.1  ZF接收机 

ZF接收机的目标是使干扰最小，而不考虑噪声

的影响，它把有用信号直接投影到干扰空间的正交

补空间上。由于投影后的信号与干扰是正交的，干

扰对接收机的性能没有影响。则接收矩阵 iR 需要满

足以下条件： 
(1)

1 12 2 13 3 1 12 2

(1)

2 21 1 23 3 2 21 1

(1)

3 31 1 32 2 3 31 1

[ ] 0

[ ] 0

[ ] 0

 = =
 = =

 = =


R H v H v R H v

R H v H v R H v

R H v H v R H v

      (9) 

式中，
(1)

= 是根据式(3)而得。根据矩阵理论可知， iR
就是用户i干扰空间正交补的基向量，仅需要对用户

i的干扰空间进行SVD分解，可得： 
1 0 T[ ][ 0]

      1,2,3 ;   
i j j ij ij ij ij

i j i
∑=

= ≠

H v u u v
 

式中， 0
iju 为干扰空间零奇异值所对应的左奇异向量

组成的矩阵，即干扰空间正交补的基向量，所以接

收矩阵为 0 H
z,i ij=R u 。又因为干扰矩阵是高瘦矩阵，

一定存在 0
iju ，代入式(2)可得对信号的估计为： 

�
3

, , ,

, ,             

i z i ii i i z i ij j j z i i
j i

z i ii i i z i i

≠

= =∑+ +

+

x R H v x R H v x R n

R H v x R n
 

用户i的信道容量可表示为： 
H H H 2 H 1

2 , , , ,log ( )i z i ii i i ii z i i z i z iR σ −= +I R H v v H R R R  (10) 
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而3个用户和信道容量为： 

sum

k

i
i

R R= ∑               (11) 

ZF接收机实现简单方便，能够把干扰对有用信号

的影响降到最小，但同时也会影响有用信号的强度。  
3.2  MMSE接收机 

MMSE接收机的目标是使所有数据流的信干噪

比(signal to interference plus noise，SINR)最大。首先

把噪声白化，再按照加性噪声的方案进行处理[3]，

即用户i的MMSE的目标函数为： 
2arg min

i
i i i i= −

R
R x R y  

设用户i的功率为 iP ，由式(1)可得干扰对齐中信

宿i的干扰和噪声协方差矩阵可表示为：   

1,

k

i j ij j i i
j j i

P
= ≠

= +∑K H v x n         (12) 

对接收信号进行可逆变换 1/ 2
i
−K ，再把它投影到

1/ 2
i ii
−K H 的方向上，可得： 

1/ 2 H 1/ 2 H 1

H 1

( )

         ( )
i ii i i ii i i

ii i i ii i i iP

− − −

−

= =

+

K H K y H K y

H K H v x K
 

为方便起见，MMSE的接收机可表示为： 
1

i i ii
−=R K H                (13) 

由于同时考虑了干扰和噪声对有用信号的影

响，MMSE可以使接收的SINR最大，而在估计有用

信号时使均方误差最小[9]。其中用户i的SINR为： 
2 H 1SINR i i i ii i iiPσ −= H K H          (14) 

对信号的估计可表示为： 
�

i i ii i i i i= +x R H v x R K  

由于MMSE不能保证把干扰完全消除，所以用

户i的容量必须要考虑干扰的影响，即： 
H H H H 1

2log ( )i i ii i i ii i i iR −= +I R H v v H R R K R   (15) 

和ZF接收机一样，系统多个用户的和容量由式(11)
给出。 

MMSE接收机可以获得最大的SINR，虽然不能

完全消除干扰，但能够实现干扰与噪声之间的最佳

折中，而且能够以最小的偏差得到信号的估计值，

其性能较ZF要好。 

4  仿真结果 
在分析中，考虑3个用户的MIMO干扰信道，所

有的收发用户的天线数都是M，所有用户的功率相

等且 1iP = ，信道是服从独立复高斯分布的变量，所

有用户具有理想的CSI。 
ZF接收机信道容量的比较分别如图3和图4所

示。其中通常IA是指从矩阵 E 的特征向量中任选

M/2个作为用户1的预编码矩阵 1v ；而随机IA则是随

机地产生 1v ，其他用户的预编码矩阵由式(4)给出，

而各向同性是所有的预编码矩阵都是随机产生的，

发送端不考虑对其他用户的影响。从图中可以看出，

无论M=4还是M=6的情况，内积范数最小法的性能

是最好的，而且M越大，信噪比越高，性能提高越

多。而各向同性的方案在高信噪比时，由于干扰严重，

性能很差，这也说明IA在高信噪比时的性能更好。 
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     图3  3个用户M=4时，用ZF法接收的容量比较 
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     图4  3个用户M=6时，用ZF法接收的容量比较 
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    图5  ZF和MMSE接收的容量比较(k=3) 
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ZF接收机与MMSE接收机性能的比较如图5所
示。其中的理论容量定义为MIMO容量的K/2倍。从

图中可以看出，MMSE的性能比ZF要好，在信噪比

较低时差距不是很大，而随信噪比的增加，性能提

高越来越明显。但和理论容量相比，还有一定的差

距，这主要是因为多个用户不能同时取得最优。 

5  结  论 
本文针对干扰对齐中预编码矩阵设计方案的优

化准则问题，用子空间正交投影方法得到一个可行

的预编码矩阵优化的等价条件，即信号空间与干扰

空间的仿酉矩阵的内积范数最小，并以内积范数最

小为准则设计预编码矩阵，然后用ZF和MMSE分别

作为接收机，探讨了该算法的性能。仿真结果表明，

与现有预编码方案相比，它在信道容量方面提高明

显。若能得到预编码向量的不同组合对输出信号的

影响，有望对每个用户有多个数据流的情况做进一

步的优化。 
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