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分数阶积分的图像去噪算法 
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【摘要】为了在去噪的同时更好地保留图像的细节纹理信息，提出一种分数阶积分的图像去噪算法FIDA。论述了FIDA

在135°、90°、45°、0°、180°、315°、270°、225°这8个方向上的分数阶积分掩模的构造，及FIDA的数值运算规则。实验以视

觉感知和PSNR值两个主、客观标准对FIDA的去噪性能进行度量，表明FIDA去噪算法的有效性：在去噪的同时对图像的边缘

纹理细节信息保留较好，尤其是对灰度变化不大的弱边缘和弱纹理细节信息的有效保留。 
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Abstract  In this paper, we propose an innovation denoising method named fractional integral denoising 

algorithm (FIDA) in order to remove noise as largely as possible. Our approach is based on the Riemann-Liouville 
definition of fractional calculus. The structures of FIDA on eight directions are discussed first. In the first aspect, 
the structures of fractional integral masks for FIDA on eight directions are constructed respectively. The eight 
directions used in our algorithm are 135 degrees, 90 degress, 45 degrees, 0 degrees, 180 degrees, 315 degrees, 270 
degrees and 225 degrees. In addition, we also present the numerical implementation rules of FIDA for digital image. 
The experimental results show the effectiveness of our method according to the visual perception and peak signal 
noise ratio (PSNR) subjectively and objectively. Those results also demonstrate that FIDA can effectively remove 
noise while preserving the image’s significant information simultaneously, especially for the edges and texture 
information with weak variation on gray intensity. 
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分数阶微积分(fractional calculus)诞生于300年
前，与整数阶微积分运算有着同样悠久的历史。随

着分数阶微积分在扩散过程、粘弹性理论和随机分

形动力学等研究中的成功应用，激发了人们将分数

阶微积分应用于现代信号分析与处理的探索，尤其

是应用到对数字图像的处理中，目前这一探索工作

已取得了相关的研究成果，在国内外形成了一个值

得研究的新兴学科分支
[1]
。已有的研究主要利用分

数阶微分可以在提高信号高频成分的同时非线性地

保留信号的中、低频成分的特殊性质，将该理论用

于对数字图像进行增强的处理之中，使图像边缘更

加突出，同时保留图像平滑区域的纹理信息
[2-5]

。 
众所周知，在已有分数阶微积分的定义中，若

分数阶的阶数为正表示进行分数阶微分运算，阶数

为负表示进行分数阶积分运算，而图像去噪算法的

本质就是对图像像素和其邻域像素构成的区块进行

积分运算。另外，图像信号中高度自相似的分形信

息通常是以边缘和复杂的纹理细节信息表现的，而

分数阶微积分是分形学说的数学基础之一[6]，能否

将分数阶微积分理论引入到数字图像的去噪处理之

中？并且在去噪的同时保留边缘和纹理等细节信

息？基于以上思考，本文将分数阶微积分引入到数

字图像处理之的研究之中，提出了一种崭新的基于

分数阶微积分的Riemann-Liouville定义的数字图像

去噪算法FIDA，包括构造FIDA的分数阶积分掩模和

定义FIDA的数值运算规则两个方面，实验结果表明
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了该算法的有效性。 

1  FIDA数字图像去噪算法 
最先被提出的分数阶微积分定义是Grümwald-

Letnikov，但由于利用它进行计算非常复杂，因此，

数学家从分数阶微积分定义应满足的性质入手，对

Grümwald-Letnikov定义进行了扩充和改进，得到了

应用范围更广、计算更加简单的Riemann-Liouville
定义。该定义从多重积分概念出发，由柯西公式和

普通导数概念推导而得[7]。对于复平面的解析函数

( )s x ，有柯西积分公式： 
1 1   

1 0 0
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式中，n Z +∈ 为 n
a tD− 的积分次数，a x、 为积分的上、

下限。 ( )Γ ⋅ 是Gamma函数，定义为
 

1

 0
( ) e dt nn t t

∞
− −Γ = ∫ ，

同时 ( 1)! ( )n n− = Γ 。将柯西公式直接从整数阶

n Z +∈ 扩展到实数 v ，得到了分数阶积分的定义： 
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式中， 0v < ，t a> 。为了与分数阶微分定义在表示

上进行区分，将式(2)的信号 ( )s x 基于Riemann-Liou
ville定义的 v 阶积分( 0v < )表示为： 
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1( ) ( ) ( )d     0
( )

x
v v

R L a
J s x x s v

v
ξ ξ ξ− −

−
= − <

Γ − ∫   (3) 

式中， vJ 表示基于Riemann-Liouville定义的分数阶

积分算子； ( )s x 是持续期为 [ , ]a x 的一维实信号。 

1.1  信号的分数阶积分响应 
对于任意能量型函数(或信号) 2( ) ( )s x L R∈ ，设

其傅里叶(Fourier)变换为 i

 
ˆ( ) ( )e dt

R
s s x tωω = ∫ 。假设

( )s x 的整数 ( )k k Z +∈ 阶微分存在，并表示为：

( ) d ( )( ) ( )
d

k
k

k k

s xs x D s x
t

= = 。 ( ) ( )ks x 的Fourier变换为： 

ˆˆ ˆ ˆ( )( ) (i ) ( ) ( ) ( )k
k kD s s d sω ω ω ω ω= =       (4) 

式中， ˆ ( ) (i )k
kd ω ω= 为 k 阶微分乘子函数；i为虚数

单位。 ˆ ( )kd ω 的指数形式为： 
ˆ ˆ( ) ( ) exp[i ( )]
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式中，ˆ ( )ka ω 为幅值。将式(5)中的微分阶次 k 推广到

任意正实数阶算子 vD ，对应的 v R+∈ ，于是得到分

数阶微分 ( ) ( )vs x 的Fourier变换的频域形式为： 

ˆˆ ˆ ˆ( )( ) (i ) ( ) ( ) ( )v
v vD s s d sω ω ω ω ω= =        (6) 

式中，乘子 ˆ ( )vd ω 的指数形式为： 
ˆ ˆ( ) ( )exp[i ( )]

    
ˆ ( ) , ( ) sgn( )

2
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同理，根据分数阶算子理论，分数阶微分和分

数阶积分是互为逆运算，即 1D J− = 。因此，令

v v′ = − ，根据式(6)可以得到分数阶积分 ( ) ( )vs x′
的Fo

urier变换的频域形式为： 
ˆˆ ˆ ˆ( )( ) (i ) ( ) ( ) ( )v

v vJ s s j sω ω ω ω ω′
′ ′= =      (8) 

式中， ˆ ( )vj ω′ 的指数表示形式为： 
ˆ ˆ( ) ( )exp[i ( )]
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根据式(9)中 ˆ ( ) v
va ω ω ′
′ = 这一幅频关系表达式，

得到分数阶积分对信号作用后的幅频响应曲线，如

图1所示。 
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      图1  分数阶积分的幅频响应曲线 

从图1可以看出：1) 分数阶积分对信号都有衰

减作用，并且随着频率和积分次数的增加而非线性

的急速衰减；2) 2阶次积分( 2v′ = − )相比1阶次积分

( 1v′ = − )对信号低频成分的提升较大，同时对信号的

高频成分的削弱也明显；3)  当积分阶次为0时
( 0v′ = )，表示分数阶积分算子不对信号进行任何改

变；4) 对于积分阶次 1 0v′− < < 时，在信号频率 1ω <
的区域，分数阶积分算子对信号的幅值进行了一定

的提升，但提升幅度远小于 1v′ = − 次和 2v′ = − 次积

分；在信号的频率 1ω > 的区域，分数阶积分算子对

信号的幅值进行了一定的削弱，但削弱的幅度也明
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显小于1次和2次积分。上述性质表明：较之于整数

阶积分，分数阶积分算子在衰减信号高频部分时，

对信号的中、低频部分也进行了非线性地保留；同

时，在加强信号低频部分时，也对信号的中、低频

部分进行了一定的保留。因此，采用基于分数阶积

分的去噪算法对图像进行去噪处理时，能在去除噪

声的同时，对图像中的边缘、纹理细节信息进行不

同程度的保留，尤其是对图像中灰度变化不大的弱

边缘和弱纹理细节信息的有效保留，从而达到较好

的去噪效果。 
1.2  构造FIDA掩模 

根据式(3)分数阶积分的Riemann-Liouville定
义，信号 ( )s x 在持续期[0, ]x 内的 v 阶分数阶积分为： 
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为了对上式进行数值计算，把连续积分转换为

离散和，即将积分区间[0, ]x 进行 N 等分，当 N 足够

大时， ( )s x 的 v 阶分数阶积分可近似表示为： 
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同理，当 N 足够大时，式 (1 1 )中的积分项
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从而 ( )v
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J s x

−
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式中， 1n N −≤ 。式(13)将信号 ( )s x 的分数阶积分

运算归结为了简单的乘法和加法运算，从而推导得

出了一维信号分数阶积分的数值实现算法。同理，

二维信号 ( , )s x y 在 x 和 y 坐标轴负方向(用 x − 和
y − 来表示)上的分数阶积分运算的数值实现算法分

别为： 
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(15) 
二维信号 ( , )s x y 在x和y坐标轴负方向上的分数

阶积分值可取式(14)和式(15)右端的前n项之和来近

似得到，该n项的系数值都不等于零，它们按顺序 

分别是：
1
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。这些系数值都是 

严格按照分数阶积分的Riemann-Liouville定义推导

而来，都是阶次v的函数。在n×n全零方阵中分别沿x
和y坐标轴负方向上，用上述的n个非零系数值顺序

置换掉全零方阵中相应位置上的零值，从而分别构

造出90°和180°方向上的FIDA掩模，分别用 90FIM ° 和

180FIM ° 表示，如图2所示。 
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         a. 90FIM °                     b. 180FIM °  

图2  90°和180°方向上的FIDA掩模 

显然，图2中所定义的FIDA掩模在处理数字图

像时不具有抗旋转性和同向性，由于图像相邻像素

点之间具有很强的相关性，为了让本文的FIDA算法
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在数字图像去噪处理时具有抗旋转性能，与 90FIM °

和 180FIM ° 的构造原理和方法类似，本文还分别定义

了135°方向、45°方向、0°方向、315°方向、270°方
向和225°方向上的FIDA掩模。各FIDA掩模的具体内

容如图3所示。 
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          a. 135FIM °                     b. 45FIM °  
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         c. 0FIM °                       d. 315FIM °  
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         e. 270FIM °                      f. 225FIM °  

图3  135°、45°、0°、315°、270°、225°方向上的FIDA掩模 

1.3  定义FIDA运算规则 
对一幅 M N× 的数字图像S进行分数阶积分定

义的FIDA滤波，像素 ( , )s x y 在 135FIM ° 、 90FIM ° 、

45FIM ° 、 0FIM ° 、 180FIM ° 、 315FIM ° 、 270FIM ° 和 225FIM °

共8个方向上的FIDA掩模的卷积数值运算规则分 
别为： 
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式中，b为分数阶掩模大小，一般取奇数；i, j为循

环变量。 

2  实验结果及分析 
通过对Lena、Barbara、Boat、Peppers和Bacteri

a这些常用性能测试图像进行去噪处理和与经典高

斯平滑滤波去噪算法GSF(Gaussian smoothing filter)
在峰值信噪比PSNR(peak signal noise ratio)这一客

观度量算法去噪性能指标值的比较，给出了本文所

提出的FIDA算法去噪性能的定性和定量分析，表明

了FIDA算法的有效性。同时也定量地讨论了FIDA
算法中分数阶积分阶次 v 的取值对去噪性能的影

响。本文的PSNR定义如下： 
2ˆPSNR 10lg max( , ) / MSEf f=        (24) 

1 1
2

0 0

1 ˆMSE [ ( , ) ( , )]
M N

i j

f i j f i j
MN

− −

= =

= −∑∑     (25) 

2.1  FIDA去噪性能分析 
本文首先对FIDA算法的去噪性能进行验证，根

据本文构造的 135FIM ° 、 90FIM ° 、 45FIM ° 、 0FIM ° 、

180FIM ° 、 315FIM ° 、 270FIM ° 和 225FIM °共8个方向上的

FIDA掩模和定义的FIDA运算规则对测试图像在标

准差sigma为5、10、15、20、25、35、50的加性高

斯白噪声的影响下，进行了分数阶积分滤波的去噪

处理，FIDA掩模大小为 3b = ，对Lena图像的部分实

验结果如图4所示。图4a表示加入标准差sigma为5的
高斯白噪声后的Lena图像，其峰值信噪比为34.12；
图4b表示对图4a进行FIDA去噪算法处理后的Lena
图像，分数阶积分阶次v= −0.001；图4c与图4d、图

4e与图4f、图4g与图4h和图4a与图4b表示结果类似。

从人眼感知视觉效果的角度来看，图4表明FIDA算

法对被不同程度噪声污染的Lena图像均有明显的去

噪效果，尤其当噪声标准差sigma≤25的时候，FID
A算法在去噪的同时也保留住了图像中的边缘和纹

理这些细节信息，尤其是对灰度值变化不大的弱边

缘信息的保留；另外，与基于TV全变分、各向异性
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扩散、小波等去噪算法不同[8-10]，由于FIDA算法没

有进行正则性假设而不会出现Gibbs振荡或者阶梯

效应等负效果。  

 

 

 

a. sigma=5, PSNR=34.12        b. PSNR=35.86, v=−0.001  

 

 

 

c. sigma=15, PSNR=25.55        d. PSNR=28.71, v=−0.441  

 

 

 

e. sigma=25, PSNR=21.77         f. PSNR=26.35, v=−0.879  

 

 

 

g. sigma=35, PSNR=19.57           h. PSNR=25.2, v=−1.1 

图4  FIDA对Lena图像噪声去除情况 

表1是根据PSNR值对FIDA算法去噪性能进行

定量分析的结果，NP表示噪声图像具有的PSNR值，

GSF(s)表示采用标准差为s的高斯掩模对噪声图像

进行高斯平滑滤波后图像的PSNR值(掩模大小统一

为5×5)，FIDA(v)为采用图2和图3的8个v阶FIDA掩模

对噪声图像的滤波结果进行算术平均运算后所得分

数阶积分平滑图像的PSNR值， FIDAPSNRD = −  

GSFPSNR 。实验结果表明，经FIDA算法去噪处理后

图像的PSNR值均不同程度地高于GSF算法，即FID
A算法的去噪性能优于经典的高斯平滑滤波算法。 

表1  FIDA与GSF算法去噪性能对比(PSNR) 

表1a  Bacteria 

sigma NP GSF(s) FIDA(v) D 
10 27.83 30.57(0.58) 31.3(−0.004) 0.73 
15 24.94 28.72(0.7) 29.33(−0.36) 0.61 
20 22.68 27.81(0.86) 28.29(−0.48) 0.48 
25 20.61 26.59(0.98) 26.99(−0.87) 0.4 
50 16.6 23.77(1.5) 24.18(−1.3) 0.41 

表1b  Peppers 

sigma NP GSF(s) FIDA(v) D 
10 28.75 29.73(0.52) 30.63(−0.001) 0.9 
15 24.94 27.97(0.61) 28.47(−0.045) 0.5 
20 23.14 26.62(0.7) 27.09(−0.28) 0.47 
25 21.43 25.61(0.8) 26.04(−0.49) 0.43 
50 17.46 22.69(1.4) 23.25(−1.1) 0.56 

表1c  Barbara 

sigma NP GSF(s) FIDA(v) D 
10 28.48 28.24(0.46) 29.81(−0.001) 0.51 
15 25.96 27.41(0.53) 27.78(−0.001) 0.37 
20 23.47 26.02(0.59) 26.26(0.0031) 0.24 
25 22.12 25.04(0.64) 25.26(−0.219) 0.22 
50 18.4 22.88(1.08) 22.89(−0.751) 0.31 

表1d  Boat 

sigma NP GSF(s) FIDA(v) D 
10 28.49 30.73(0.56) 31.2(−0.001) 0.47 
15 25.63 28.66(0.67) 29.2(−0.053) 0.54 
20 23.48 27.4(0.78) 27.91(−0.411) 0.51 
25 21.66 26.46(0.9) 26.97(−0.628) 0.51 
50 18.1 23.7(1.35) 24.41(−0.991) 0.71 

另外，图5为使用FIDA算法对被噪声污染的彩

色图像进行去噪处理的结果。对彩色图像进行分数

阶的积分滤波与灰度图像处理类似，分别对R、G、

B各分量按照本文构造的FIDA掩模和定义的FIDA
数值运算规则进行分数阶积分滤波运算即可。 

    

a. sigma=25                   b. 去噪后的图像 

图5  FIDA对彩色图像进行去噪的结果 

2.2  积分阶次与去噪性能讨论 
虽然分数阶积分的Riemann-Liouville定义只要

求积分阶次v为负实数(见式(3))，但随着积分阶次v
取值的不同，对同一噪声图像所得到的FIDA算法的

去噪效果也不同，即FIDA算法的去噪效果和积分阶

次v之间有着密切的联系。图6a为FIDA算法对被不

同标准差的高斯白噪声污染的Lena图像进行去噪处

理后图像的PSNR值与分数阶积分阶次v之间的关

系；图6b为FIDA算法对被sigma=25的高斯白噪声污
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染的各实验图像进行去噪处理后，各图像的PSNR值
与分数阶积分阶次v之间的关系。 
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     b. sigma=25 

图6  PSNR值与积分阶次v之间的关系 

从图6中可以看出，要使FIDA算法达到最优的

去噪性能，必须选取合适的分数阶积分阶次v的值

optv ，实验定性地表明， optv 不仅和噪声强度有关，

同时也和图像自身的统计特点相关，并且，较大的v
值对应着较强的平滑能力。与其他基于分数阶微积

分的数字图像处理算法类似，目前，FIDA算法中 optv

参数的选取是依靠经验或者一定运算范围内的穷举

等定性方法进行的，而在实际应用中，希望能够定

量地选取 optv 的值而得到最佳的处理效果。 

3  结论 
本文将分数阶微积分引入到数字图像处理的研

究之中，提出了一种崭新分数阶积分的图像去噪算

法FIDA，该算法基于分数阶微积分的Riemann-Liou
ville定义，构造了FIDA在8个方向上的分数阶积分掩 

模，并定义了FIDA的数值运算规则。实验结果从主

观和客观两方面均表明了FIDA算法的去噪性能：在

去噪的同时对图像的边缘纹理等细节信息保留较

好，尤其是灰度变化不大的弱边缘，表明了分数阶

微积分在图像去噪处理中具有的优越性和广阔的应

用前景。 
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