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【摘要】针对有限种群上的博弈，人们给出不少定量的解析工作来刻画策略是如何在有限种群上达到稳定的。该文综述

了有限种群中策略演化稳定性方面的一些代表性研究成果，着重介绍了无结构种群中的风险占优策略和占优策略，及结构种
群中的结构占优策略等稳定性判据，特别是著名的1/3法则和法则。最后简要展望了该领域若干发展方向。 
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Abstract  A lot of quantitative theoretical works have been proposed for evolutionary games aiming at 

evolutionary stable strategies in finite populations. In this paper, we review some latest representative researches, 
focusing on the risk-dominant strategy and advantageous strategy in well-mixed populations, and the structural 
dominant strategy in structured populations, including the famous 1/3 law and  law. Finally, some future 
directions are pointed out. 
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演化博弈论[1]是研究演化动力学的一种常用方

法，它成功地把博弈论应用到生物背景中，同时也

为博弈引入了时间和基于演化的策略更新规则。演

化博弈在动态过程中描述博弈者如何在博弈的重复

较量中调整其策略以适应环境[2]，主要思想采用了

依赖于频率制约选择下适应度(frequency- dependent 

fitness，对应于经典博弈论中的效用或收益)的策略

更新方法。生物学家关注变异基因型(genotype)或表

现型(phenotype)能否入侵原来的种群[3]，从而放弃了

经典博弈中Nash均衡的概念。在此基础上，文献[4]

提出了演化博弈中 为重要的概念，演化稳定策略

(evolutionary stable strategy，ESS)，即策略 i 若是

ESS，必须满足条件：如果几乎所有的个体都采取

策略 i ，那么这些采用策略 i 的个体的适应度要比任

何可能的变异策略大，否则变异策略可以入侵种群，

并且策略 i 将不稳定。 
有了ESS的概念，就可以判定策略演化的稳定

性。由于经典博弈中 重要的概念是收益矩阵

(payoff matrix)和收益，因此可以把经典博弈中的想

法应用到ESS中。假设生物的适应度与收益成简单

的线性关系，则经典博弈中参与者理性(rationality)

选择的策略就对应于ESS[5]。与传统的Nash均衡[6]

相比，ESS这个概念要更加严格，因此可用于平衡

点选择。此外，所有的ESS必定是Nash均衡，但只

有严格对称的Nash均衡才是ESS。美中不足的是ESS

只假设表现更好的策略具有更快的复制(增长)速率，

并不涉及具体的博弈动力学。文献[7]引入了复制动

力学的概念(replicator dynamics)，进一步拓展了演化

动力学的研究。此复制方程是人口动力学Logistic模

型的一个拓展，其主要思想是假设某给定策略的净

增长率为出生率与死亡率的差，出生率为该策略个

体的适应度，死亡率为种群平均适应度。当某一策

略的出生率大于种群死亡率时，可视这一策略为

“优”，因而“胜”，即该策略的比例增长；反之，

可视这一策略为“劣”，因而“汰”，即该策略的比

例减少。如果策略 i 是严格Nash均衡点，即 ii jia a 对

所有 i j 都成立( iia 表示策略之遇到策略之时的收

益)，则该策略对复制子方程而言必是一个渐进稳定

的不动点。由此，可知复制子方程是关于博弈动力

学(策略更新)的连续确定性方程，从而赋予ESS这一
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概念以动力学含义。复制子方程在不动点附近的稳

定性将对应于ESS。 

本文主要介绍了有限种群中双人博弈和多人双

策略两种博弈模型下，策略是如何传播和蔓延，并

给出策略演化的稳定性判据。首先，介绍了双人博

弈模型在无结构种群下的风险占优(risk-dominant，

RD)策略、占优(advantageous，AD)策略及类复制子

方程，和结构种群下的结构占优(structural dominant，

SD)策略，社团结构上的 法则及图上的类复制子方

程。着重介绍了占优策略中的1 3法则和结构占优策

略中的 法则。其次，介绍了多人双策略博弈模型

下的策略演化稳定性判据。 后给出总结，并简要

展望了该领域若干发展方向。 

1  有限种群中双人博弈策略演化的稳
定性 

不管是ESS还是复制子方程，两者都假设人口

为无限且均匀混合。但现实中，往往需要考虑人口

为有限的情形。当种群规模有限时，系统状态成为

离散点集，因此演化动力学将受到随机性的影响而

满足随机动力学基本性质。描述策略演化随机过程

包括Moran过程[10]、Wright-Fisher过程[11]和对比较过

程(pairwise comparison rule)[12]。此时，随机漂变和

频率制约选择的交互作用将共同决定演化动力学。 

此外，在生态学中，研究者已经意识到系统状

态的离散和人口结构的重要性[13]，直到 近，演化

博弈的研究才从无结构无限种群的动力学转向带结

构的有限种群动力学[14]。 

1.1  无结构种群 

首先考虑有限且无结构种群，即每个个体可以

和种群中所有其他个体进行博弈。 

1.1.1  风险占优策略 

考虑双策略博弈模型，策略分别记为 A 和 B ，

相应的收益矩阵为： 
 A B

A a b

B c d

 
 
 
  

                (1) 

对于规模为 N 的种群，每个个体以同等机会与

种群中其他个体进行博弈并获得收益。此时，系统

状态可用种群中策略 A 个体数目 (0 )i i N≤ ≤ 来刻

画。策略 A、 B 的适应度分别为： 
1i if F    , 1i ig G          (2) 

式中， [ ( 1) ( )] ( 1)iF a i b N i N     ， [iG ci   

1)] /( 1)i N  ，分别是采取策略 A 和 B 时的收益；

(0 1)   表示选择强度。如果 0  ，则博弈对

适应度没有影响，策略 A 和 B 是中性变量；如果

1  ，则表示选择作用很大，适应度完全由收益决

定。在 0  的弱选择条件下，收益对适应度的影

响较小。 

在每一时间步，按照正比于适应度的概率选择

一个个体进行复制，并替代一个随机选取的个体。

则 A的数目在一步更新后或增加一或减少一或保持

不变。系统在一步内从状态 i 变到 1i  、 1i  和 i 的

转移概率为： 
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这个随机过程有两个吸收态： 0i  和 i N 。如果种

群达到这两个吸收态之一，则系统将永远保持状态

不变。以 i 表示种群从 i 个 A个体开始演化到 i N
终态的概率，即扎根概率(fixation probability)，那么

有以下关于 i 的递归方程(recursive equation)[15-17]： 
0

1 1i i i i i i iT T T    
              (4) 

边界条件为 0 0  和 0 1  。文献[18]在1975年给出

了式(4)的解。 1 是演化中 为关心的量，这个量被

文献[19]得到：          
1

1
1 1

1 1
kN
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ik i

T

T
 

 


 

 
   

 
          (5) 

式中， A 表示单个 A个体入侵并占据由所有 B 个体

组成的种群的概率。  

从收益矩阵式(1)可知，如果 a c 且 b d ，则

策略 A比策略 B 占优；如果 a c 但b d ，则策略 A

和 B 都是严格Nash均衡点，此时策略 A与策略 B 的

优劣依赖于 A、B 的比例；当 a d ，则策略 A是帕

累托有效(Pareto efficiency)的；当 a b c d   ，则

策略 A是风险占优策略，且相比于策略 B 具有更大

的吸引域[20]。在不知道对手策略的情况下，选择风

险占优策略则比较安全，而双方都选帕累托有效策

略则具有更高的回报。  

当满足种群数目 N 充分大 ( 1)N  时，文献[15]

指出对于双方都是严格Nash均衡的情形，风险占优

策略有着较高的扎根概率，即，如果策略 A是风险

占优策略，则 A B  。在弱选择条件下， 
1 [ ( ) / 2 ]A N a b c d d a            (6) 

所以， A B  等价于 
( 2) ( 2)a N bN cN d N           (7) 

当 N 充分大时，式 (7) 等价于风险占优条件

a b c d   。 这 也 说 明 当 内 部 平 衡 点
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时，风险占优策略有着较高的 

扎根概率。不等式(7)给出了在Moran过程的弱选择

条件下，双方都是严格Nash均衡时，如何判断哪种

策略具有更高的比例，是策略在有限均混种群中演

化稳定的一种扩展。此时，风险占优策略具有更高

的比例，也更容易被选择作用所“青睐”。此外，该

不等式同样适用于对比较过程下的强选择条件[21-22]。 

1.1.2  占优策略 

1.1.2.1  无突变的情形：1/3法则(one-third rule) 

在无突变的情形下，当满足种群个体数目充分

大 ( 1)N  ，且满足弱选择条件时，文献[15]给出了

演化博弈理论中重要的1/3法则。这一法则认为自然

选择支持 A策略的条件是： 

1) 博弈属于双稳态类型( a c ， b d )，存在

中间不稳定平衡点 *x ; 

2) 1 1 / N  ; 

3) * ( ) ( ) 1 / 3x d b a b c d      。 

条件1)说明两个策略都是Nash均衡，条件2)和

3)表明内部平衡点 * 1 / 3x  时，变异策略的扎根概率

1 1 / N  ，此时自然选择倾向于变异策略的扎根。  

在1/3法则的基础上，文献[15]指出经典的ESS

判据需要修改，在有限人口N的情况下， B 策略是

ESS，需要满足以下条件[15]： 

1) 选择不利于 A入侵 B ，即 B 种群中的一个变

异个体 A具有较低的适应度； 

2) 选择不利于 A 取代 B ，即 1 /A N  。所以

说，1/3 法则建立了有限种群的演化稳定策略与无限

种群复制动力学方程平衡点的联系。  

初，1/3法则依赖于频率相关的Moran过程，

通过计算扎根概率来判断选择的方向。应该指出1/3

法同时也适用于Fermi过程[12]、Wright-Fisher过程[23]、

广义对比较过程和广义Moran过程[24]、Kingman溯祖

理论下的过程[25]。此外还发现，1/3法则对Fermi学

习规则下不同的收益方式也是成立的[26]。文献[27]

则考虑了1/3法则二阶演化稳定条件。文献[28]推广了

文献 [15]关于弱选择条件下ESS的充分条件：当

1N  时，1/3法则是有效的；当固定且 1N 
时，传统的ESS判定条件成立。文献[29]则发现1/3

法则等价于变异策略在固定路径(fixation path)上的

平均收益大于原来策略，因而给出了1/3法则的直观

解释。 

进一步，内部平衡点 * 1 / 3x  等价于 2a b   

2c d 。如果满足条件 2 2a b c d   ，则称策略 A

是占优(advantageous，AD)策略，这也方便从收益矩

阵入手来判断自然选择是否支持 A 策略。而占优

(AD)策略也可以看成是对无限种群中ESS概念的推

广，是策略在有限均混种群中演化稳定中另一种形

式扩展。 

1.1.2.2  有突变的情形：嵌入链方法和溯祖理论 

当突变变得频繁时，在大时间尺度下，每一策

略都可能出现，因而扎根概率丧失了意义，这时研

究者关心给定策略出现的比例。设种群中共有 n 种

策略，当只有随机漂移和变异作用时，每个策略的

比例为1/n。当有选择作用，并且某策略的平均频率

大于1/n时，称该策略为占优策略。   

考虑 n 种策略的博弈模型，假设个体以正比于

其收益选择复制并以概率  ( 1)  选择突变，以概

率1  沿用其父辈策略。当 0  时，出现突变所

需时间1/  比策略扎根时间长得多，因此大部分时

间系统处于纯态，即种群中个体都采取相同策略，

此时原来带突变率的Markov链可以被嵌入链逼 

近[30]。此嵌入链的状态空间是所有可能的纯态的集

合，即All 1i i n≤ ≤ 。它的转移概率矩阵为： 

1

1 1 1
1

1

 All All

All 1
1 1

All 1
1 1

n

i n
i

n n ni
i n

n n

n n

  

  






 


 









   



  (8) 

式中，概率 ij 表示一个采用 j -策略变异个体在 i -

策略个体中扎根的概率。若 i 种群变为 j 种群，首先

要发生突变(以概率  )，且此突变个体属于策略

j (以概率1/( 1)n  )， 后这个 j -策略变异个体在 i

种群扎根(以概率 ij )。利用转移概率矩阵可求出不

变分布，因此可比较任意分量是否大于1/n，从而解

决多策略占优问题。 

此时，可以考虑其中某两个策略， ij 表示 i -策

略个体突变为 j -策略个体的概率，由此可以得到

n n 转移矩阵 ( )ij ，其中 ij 表示一个 j -策略突

变个体在 i -策略个体中扎根的概率。根据公式： 

1 2        + + + 1n               (9) 

式中， 0,  0,1, ,i i n  ≥ ，可以求出唯一的极限分

布 1 2( , , , )n     ，由此来判断在每个策略逗留时

间的长短[31]。  

根据以上理论，文献[32]考虑始终背叛(ALLD)，

始终合作(ALLC)，一报还一报(TFT)3种策略的囚徒

困境重复博弈模型，虽然ALLD是严格的Nash均衡
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点，但当引入突变  ，会观察到稳定的极限环和演

化行为在3种策略间不间断的振荡。通过计算3种策

略的极限分布，发现大部分时间逗留在TFT附近。

文献[33]则通过计算极限分布来判断 终选择将支

持哪种策略。并通过讨论人类语言的演化，来说明

在有限种群中，即使 N 很大，这样得到的类似复制

子方程和标准的复制子方程还是不同的。特别针对

策略数目充分大的演化过程，文献[34]发展了嵌入链

方法，利用随机微分方程代替了转移概率矩阵，并

给出了计算不变分布的公式。文献[35]则研究了嵌入

链方法的有效性，指出除对于共存博弈之外的其他

博弈模型，只要变异率小于 1( ln )N N  ，就可以充分保

证嵌入链方法的有效性。对于共存博弈，保证嵌入

链方法的有效性要求变异率小于 1 2 exp[ ]N N  。 

嵌入链方法的优势在于它可研究强选择下策略

的演化，给出多策略占优问题的判据，且这个方法

将有助于加深理解各种多样性，如声望、标签对演

化动力学的影响[35]。 

随着突变率的增大，嵌入链的方法将失效，此

时可以采用溯祖理论来考虑策略的占优问题。溯祖

理论与传统的群体遗传学不同，是建立在“血统同

源性”这一时间回溯的思考方式上的[36-38]。对种群

中任选的若干个样本进行历史回溯，这些样本以概

率 1 可以在有限代内找到共同祖先 (most recent 

common ancestor，MRCA)。当这些个体样本找到共

同祖先时，称他们的回溯过程接合(coalesce)。 
应用溯祖理论，对任何变异率，文献[39-40]建

立了策略的平均频率高于1 n 的判据，即当策略 A的

比例 1/Ax n   ( 是选择强度，n是策略数)，策略

A 是占优策略。进一步，两个策略 A 、 B ，当

A Bx x      时，相对于策略 B ，策略 A是占优的。

文献[39]给出双策略情形下，策略 A 占优的条件是

( 2) ( 2)a N bN cN d N     ，这与风险占优条件

式(7)相吻合，所不同的是此处适用于任意突变率。

文献[40]则给出多策略情形下策略占优的判据。对于

具有任意突变的情形，得到 k 策略占优的条件是： 

1) 1 / N  ,
1

( ) / 0
n

k kk ki ik ii
i

L a a a a n


     ; 

2) 1 / N  , 2

1 1

( ) / 0
n n

k kj ij
i j

H a a n
 

   ; 

3) 任意  , + 0k kL N H  。 

相对于 j 策略， k 策略占优的条件为： 
+ +k k j jL N H L N H             (10) 

与嵌入链方法相比，溯祖理论可研究任意突变

率下的策略演化，但同时也限制了选择强度，因为

归根结底，溯祖理论是在关于选择强度的扰动分析

中使用的。 

1.1.3  均衡种群结构上的类复制子方程 

对于有限人口，演化动力学是一个随机过程，

但是当种群数目 N ，情况又如何呢？文献[41]

发现若采用标准的Moran更新规则，在 N 时，

人口演化的随机动力学将对应于调整复制子方程

(adjusted replicator equation)。如果采用点对比较(pair 

comparison)更新规则，在 N 时，人口演化的随

机动力学形式上将对应于标准复制方程。记

x i N ，以 ( , )p x t 表示人口在 t 时刻处于 x 状态的

概率密度，那么 ( , )p x t 满足 Fokker-Planck 方程

(FPE)[41]： 
2

2
2

d d 1 d
( , ) [ ( ) ( , )] [ ( ) ( , )]

d d 2 d
p x t a x p x t b x p x t

x t x
   (11) 

式 中 ， ( ) ( ) ( )a x T x T x   ； ( )b x   

( ( ) ( )) /T x T x N  ； ( )T x 和 ( )T x 表示状态转移

概率。对式(11)采用 Ito 积分，从而得到Langevin方
程为： 

( ) ( )x a x b x                (12) 

式中，  为非相关高斯噪声。当 N  时，

( ) 0b x  ，式(12)由随机微分方程变成了确定性的复

制子方程。文献[42]将该结论推广到任意多策略，且

具有较小突变  的情形。文献[43]则考虑了多策略

情形下，带有噪声的类复制子方程。通过对类复制

子方程平衡点稳定性的分析，从而可以判断策略演

化的稳定性。  

1.2  结构种群 

均匀混合群落结构下，可以认为所有个体之间

都是相互作用的。但不论是在微生物种群里还是人

类社会中，这样全局交互只是理想模型，局部的相

互作用更为普遍。若将种群结构(即当个体之间的邻

居关系)用一个网络来表示，则每一轮演化博弈中，

个体与所有的邻居进行一次博弈，根据自身与邻居

的策略获取收益，总计获得一个累积收益。个体下

一轮按照一定的策略演化规则，根据自身与邻居的

累积收益来更新自己的策略。 

1.2.1  结构占优策略和 法则 

目前很多针对网络上的演化博弈研究主要是一

些数值仿真结果，此时平均场方法、对估计方法由

于网络的异质性而失效。但溯祖理论为网络上策略

的演化稳定提供了理论平台。利用溯祖理论，文献

[44]给出了一个简单有效的判断法则，即满足不 
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等式： 
  a b c d                  (13) 

则在弱选择条件下，策略 A 比策略 B 占优，即选择

支持策略 A ，称之为 法则。这个法则不但适用于

均匀混合的种群结构，且对图(graph)，性状空间

(phenotype space)[45]及集(set)[46]等一些特殊的种群

结构上的博弈同样适用。也正因为此，文献[47]称这

样的占优为结构占优。 
其中， 为结构系数，它依赖于种群结构，但

不依赖于收益矩阵。为此，对于不同的种群结构，
的值也不同。对于均匀的种群结构， ( 2) /N N   ，

当 N 时， 1  。对结构种群，一般有 1  。

对于度为 k 的规则图而言，生死(birth-death)过程的

1  ，死生(death-birth)过程的 ( 1) ( 1)k k    [48]。

在低突变率的条件下，对于性状空间， =  

1 4 3 12
1

2 4 3 4

v v

v v

  
    

，其中 2v N ， 为性状空间

突变率[45]。对于集，
1 (3 2 ) ( 2)

=
3 ( 2)

v M v Kv v

v M Kv v
    


  

，

其中 2v N 为集突变率， M 为集个数， K 为集成

员个数[46]。更一般地，文献[49]在假设全局更新，

常数出生率或死亡率的条件下给出统一的计算表达

式，即 

0 0/AA B AB BI N I N                (14) 

式中， AAI 表示所有 A个体遇上对手也为 A的次数；

ABI 表示所有 A 个体遇上对手为 B 的次数； BN 为种

群中采用策略 B 的个数；符号 0   表示在中性条件

下 ( 0)  ； AAI 与 BN 乘积的平均数。  

对于多策略的情形，文献[50]讨论了一般种群结

构上的博弈模型，得到 k 策略占优的条件： 

1 * * 1 ** 2 *( ) ( )kk k k ka a a a a a          (15) 

式中， *
1

(1/ )
n

k ki
i

a n a


  ，表示 k 策略的平均收益；

**
1

(1/ )
n

ii
i

a n a


  ，表示采用相同策略的平均收益；

*
1

(1/ )
n

k ik
i

a n a


  ，表示与 k 策略博弈的平均收益；

2

1 1

(1/ )
n n

ij
i j

a n a
 

  ，表示所有博弈者的平均收益；

1 ， 2 是结构系数，依赖于种群结构，更新规则及

突变率，但并不依赖于策略数和收益矩阵。 

具体地，当 *  时，由于 1 2  ，对整个演

化动力学而言，种群结构影响大于突变的作用。反

之，当 *  时，由于 1 2  ，突变的作用要强于

种群结构对演化行为的影响。直观上，可以理解式

(15)的第一项表示纯策略间的竞争，第二项表示混合

策略间的竞争，如图 1 所示(以 3n  为例)。 
3 3

1 2 21 

1 11 12 21 1 22a a a a     2 1*( )a a 

1 11 13 31 1 33a a a a   

 
图1  n=3时，式(15)的几何解释 

这个结果概括了一系列以往在弱选择下的策略

占优判据，特别地，对 2n  ，令 1 2(2 ) /     

2(2 ) ，式(15)退化为 a b c d    。 

1.2.2  社团结构上的 法则 

文献[51]指出， 反应了种群结构对演化动力

学的影响，但 除了结构因素外，也反应了个体之

间博弈的不同交互率。  

考虑共有 H 个 A、B 两种类型的个体，均匀分

布在M 个社团中(不妨假设每个社团有 N 个个体)的

社团结构博弈模型，收益矩阵如式(1)。并假定社团

之间存在网络结构，社团之间的能发生迁移当且仅

当两社团之间存在边，如图2所示。 

 
图2  社团结构示意图 

在每一时间步，个体以正比于其适应度的概率

选择复制，产生的新个体要么随机取代该个体所在

社团中的个体，要么根据社团间的网络结构产生迁

移，然后随机取代迁移后社团中的个体。 通过计算

单个个体在入侵并扎根整个种群过程中的有效逗留

时间，得到总的有效博弈次数有如下形式： 
1

1




 
 
 

                (16) 

式中， =
l

M
l m

l m
m

c c  


  ； 0 0/m m m m m
AA B AB BI N I N      ；

系数 ( )n lc n l  反应了社团 n 中有效博弈次数 

的强度。根据式(16)，可知相同策略间的博弈次数是

不同策略间博弈次数的 倍。而在整个扎根过程中，
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采用策略 A的个体平均收益为 a b  ，采用策略 B

的个体平均收益为 c d 。所以，策略 A 相比于策

略 B 是结构占优策略的条件是 a b c d    ，即

这样的社团结构上也满足 法则。 

为了验证 除了反映结构因素以外，也刻画了个

体之间博弈的不同交互率，采用非一致博弈的思想[52]： 

   

1

2

3

r

r

r

A A AA

A B AB

B B BB

 

 

 

              (17) 

为了方便起见，假设 1 3 2,  1r r r r   。考虑简

化囚徒困境模型，其收益矩阵为： 

  

 

0

C D

C

D

  


 
   
  

              (18) 

式中， 表示合作带来的收益； 表示合作所产生

的花费。在社团 l 中采用策略C 和 D 的个体的收益

分别为： 

[ ( ) ] ( )

( )

l l l l l
C

l l l l
D

f r x y rx y

f x rx y

  



   

 
    (19) 

式中， lx 表示社团 l 中采用策略C 个体的比例； ly 表

示社团 l 中采用策略 D 个体的比例。利用类复制子

方程[41-42]可以得到： 

      

l ll l
l C C l CD

l l l
l l

l l ll
C lD D D

l l l
l l

N f NN f
x

N Nf N f f

N N f Nf

N Nf N f f



 



 

  
   

   
  

 
   



   (20) 

式中， l 表示迁移率； lf 表示社团l中的平均适应

度；
1

/
M

l
X X

l

N N M


 。通过对式(20)平衡点的分析，

可以得到C 策略占优的条件为： 
( )r                    (21) 

式(21)与条件(13)相吻合。所以，非一致博弈率 r 与

 扮演了相同的作用，即刻画了个体之间博弈的不

同交互率。 

1.2.3  图上的类复制子方程 

对于规则图，由于每个节点的度相同，可以采

用对估计的方法来刻画网络上的演化博弈动力学。

利用此方法，文献[53]考虑了度为 k 的规则图上的博

弈模型，在 N 条件下，将演化动力学转化为如

下类复制子方程： 

1

( )
n

i i j ij ij
j

x x x a b f


 
    

 
         (22) 

式中，n为策略数； ix 表示策略 i 的比例；矩阵 ( )ijaA

表示其收益矩阵；矩阵 ( )ijbB 表示局部博弈所得收

益； f 表示平均适应度。对死生更新规则， ijb 为： 

( 1) ( 1)

( 1)( 2)
ii ij ji jj

ij

k a a a k a
b

k k

    


 
      (23) 

从而将均匀混合种群结构上的收益矩阵 ( )ija 转化为

度为 k 的规则图上的收益矩阵 ( + )ij ija b 。由此，作者

进一步给出策略演化稳定的条件。特别地， 2n  ，

策略 A为 ESS 的条件为[54]： 
2 2( 1) ( 1) ( 1)k a b k k c k d          (24) 

2  有限种群中多人双策略博弈策略演 
化的稳定性 

在实际当中，博弈的对象不仅仅是两两交互的，

而是多人交互的，如蚁群中的合作，公众运输系统，

气候的保护等等，这些都需要众多的参与者同时交

互。多人博弈从 初文献[55-56]提出的“公共地的

悲剧(tragedy of the commons)”开始，到多人参与者

的合作的演化分析，已经有不少学者关注[57-60]，但

一般的多人交互博弈的工作目前还是比较欠缺的。 

考虑有 n个人参与，且只有两种策略(分别为 A

和 B )博弈模型。记 i 为以 ,  ( { , })a b   为中心节

点，且其余有 i 个 A策略个体参与时的收益。则其收

益 i 如表1所示。 

表1  n 人参与双策略博弈模型的收益 i  

其余A的数目 A B 

n1 1na   1nb   

      

k ka  kb  

      

0 0a  0b  

文献[61]从复制子方程的角度，分别给出了在种

群数目为无限和有限情况下的策略演化动力学。 

当种群数为无限时，设采用 A策略的比例为 x ,

则一个 A 策略个体与其余 k 个 A 策略个体交互的概

率服从二项分布，则 A 策略个体与 B 策略个体平均

收益分别为： 
1

1

0

1
1

0

1
(1 )

  

1
(1 )

  

n
k n k

A k
k

n
k n k

B k
k

n
x x a

k

n
x x b

k






 




 



 
  

 
 

  
 




 

在种群数为无限时，可以用复制子方程来描述策略

的演化： 
  (1 )( )A Bx x x                (25) 
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通过求解 A B  ，来分析除 0,  1x x  以外平衡点

的稳定性。 

当种群数 N 为有限时，策略的演化会受到随机

因素的影响，且1个 A策略个体与其余 k 个 A策略个

体交互的概率服从超几何分布，此时 A 策略个体与

B 策略个体平均收益分别为 
1

0

1

0

1 1

  1 1

1 1

  1 1

n

A k
k

n

B k
k

j N j N
a

k n k n

j N j N
b

k n k n













       
             

       
             




 

通过计算转移概率 ,  j jT T  ，得到单个 A策略个

体在 B 策略群体中扎根的概率为： 

 
1

1 1

1
( )

mN

A A B
m jN N

  


 

          (26) 

如果满足： 

       

1

0

1

0
0

[ ( ) 1]

( 1)( ) ( 1)

n

k
k

n

k
k

N n k k a

N d k b n b









   

   




     (27) 

则选择作用支持 A 策略( 1A n  )。对于充分大的

N ，式(27)变为： 
1 1

0 0

( ) ( )
n n

k k
k k

n k a d k b
 

 

            (28) 

进一步，如果满足： 
1 1

1 0
0 0

( ) ( )
n n

k n k
k k

na a Nb b
 


 

           (29) 

选择作用支持 A策略取代 B 策略( A B  )。对充分

大的 N ，式(29)变为： 

  
1 1

0 0

n n

k k
k k

a b
 

 

               (30) 

文献[62]则把文献[61]的相应的结果推广到了

环上的博弈[62]。类似地记 iP 为一个 A 策略个体在 i

个 A策略个体与 n i 个 B 策略个体博弈时的收益，

iQ 为一个 B 策略个体在 i 个 B 策略个体与 n i 个 A

策略个体博弈时的收益。考虑一维空间中 简单的

环状种群结构，且假设交互图(interaction graph)和更

新图(replacement graph)[63]不一致。此时每个节点 i

与周围的个体交互 n 次，从与左边的 1n  个个体相

交互，与左边的 2n  个个体及右边的1个个体相交

互，一直到与右边的 1n  个个体相交互。则在生死

更新规则下，如果满足：     
1 1

0 0

n n

i i
k k

P Q
 

 

                (31) 

选择作用支持 A策略取代 B 策略( A B  )。当 N 充

分大时，式(31)对任意的选择强度，线性型和指数型

两种适应度函数皆成立[24]。而在死生更新规则下，

对指数型适应度函数，当满足： 
1

1 1
2

( ) 2 ( ) 3( ) 0
n

i i n n
i

P Q P Q P Q




         (32) 

对线性型适应度函数，当满足： 
   0 1(1 ) 0c c                (33) 

选择作用支持 A策略取代 B 策略( A B  )，其中： 
1

0 1 1
2

1 1
2 1 2

( ) 2 ( ) 3( )

( ) ( )

n

i i n n
i

n n n
n

i i n i i ni
i i i

c P Q P Q P Q

c P P P Q Q Q






  

     

   



   
 

文献 [62]还分别对线性公众利益博弈 (public 

good game，PGG)，多人猎鹿博弈( n -person stag hunt 

game)，多人雪堆博弈( n -person snowdrift game)及非

线性公众利益博弈的分析结果进行了验证。 
文献[64]考虑了 n人参与的重复囚徒困境模型，

把1/3法则推广到 n人双策略的

1

12

( 1)

n

n n

 
  

法则。具

体地，总人数为 N ，且有两种策略(ALLD和TFTa)
的博弈模型，其中 a 为策略TFT宽容度。则当TFTa

的 比 例 * 1/( 1){2 / ( 1)} np n n   时 ，
1TFT 1/

n
N


   

ALLD ，此时意味着选择作用支持 1TFTn 取代ALLD。

而当 * 1/( 1)(1 / ) np n  时，
1TFT ALLDn

 

 ，意味着选择

作用支持 1TFTn ，即 1TFTn 为风险占优策略。 

3  总结与展望 

有限种群特别是空间网络上的演化博弈研究，近

年来随着网络科学的兴起[65-71]而逐渐引起广泛关注。

除了对网络上的演化博弈背景中的合作机制的挖掘

外，对一般策略的演化稳定性研究具有更普适的意

义，因为合作策略的涌现，是合作策略占优的具体体

现。本文从具体的稳定条件入手，以解析的方法来刻

画策略是如何在有限种群中传播、蔓延， 后达到稳

定的。本文综述了该领域 新的一些代表性研究成

果，介绍了无结构种群中的风险占优策略，占优策略

及结构种群中的结构占优策略等演化稳定判据。  

尽管在有限种群上已经得到不少关于策略演化

稳定性的判据，但是还存在许多值得深入的问题，简

要归纳成3个方面，以为抛砖引玉。1) 对于多人/多策

略的情形，策略的稳定性研究还停留在理论探索阶

段。而在实际中，博弈模型往往是多人/多策略的，
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所以在考虑多人/多策略的博弈模型上，寻求一些有

效的数学工具，探求更好的理论结果，将一些数值结

果以更加严格的形式给出，是十分有意义的。2) 由

于网络的异质性的影响，传统的平均场方法、对估计

方法常常失效。因此如何在一般的网络结构中刻画策

略的稳定性，探究其理论结果是一个很有发展前景的

研究方向。3) 如何应用演化博弈的思想来解决一些

实际问题，如路由问题[72-73]、传染病传播问题[74-75]、

优控制设计[76-77]、市场经济行为规律等[78]。对这些

问题的进一步的探索无疑是十分有意义的。 

总之，演化博弈是研究竞争个体相互作用模型

一个强有力的工具，只要个体之间存在矛盾、竞争

和合作，则其微观动力学演化机制就可以用博弈模

型来描述。而有限种群上的演化博弈更贴近于实际

模型，所以说随着有限种群演化博弈理论的发展，

必将会在生态演化、神经网络、群体智能、认知科

学、自组织涌现行为、网络化系统及经济动力学等

研究中显示出强大的作用。 
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