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【摘要】针对非线性、非高斯系统状态估计问题，提出了一种基于重要密度函数的改进粒子滤波器—马尔可夫链蒙特卡

罗容积粒子滤波器。在状态转移概率的基础之上综合考虑了当前的量测信息，利用容积卡尔曼滤波对每个采样粒子进行估计，

使得重要密度函数更加贴近于真实后验；同时为避免粒子贫乏，在重采样后加入马尔可夫链蒙特卡罗步骤。理论分析和实验

仿真表明：马尔可夫链蒙特卡罗容积粒子滤波器的性能要优于容积粒子滤波器以及其他参照滤波器。 

关  键  词  容积粒子滤波;  重要密度函数;  马尔可夫链蒙特卡罗;  非线性非高斯;  序贯重要性采样 
中图分类号  TP131                  文献标识码  A      doi:10.3969/j.issn.1001-0548.2012.06.008 

 
Monte Carlo Markov Chain Cubature Particle Filter 

 
LU Chuan-guo1, FENG Xin-xi1, ZHANG Di2,3, and KONG Yun-bo1 

(1. School of Electronic and Communication Engineering, Air-force Engineering University  Xi’an  710077;   

2. Equipment Command and Control Department, Academy of Armored Force Engineering  Fengtai Beijing  100072;   

3. Air Force Aviation Museum  Changping Beijing  102211) 

 
Abstract  A novel improved particle filter based on sequential importance sampling, Monte Carlo Markov 

Chain (MCMC) cubature particle filter, is proposed for the estimation of non-linear non-Gaussian system. Each 
particle is estimated by means of cubature Kalman filter. The importance density function gets closer to the real 
posterior after taking the current observation into consideration on the basis of state transition. MCMC step is 
added after the selection. The theoretical analysis and the simulation experiment show the cubature particle filter 
performs much better than the other parallel filters. 
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非线性非高斯系统状态估计在统计学、语音和

图像处理、数字通信、计算机视觉、自适应估计及

自动控制领域有广泛应用[1]。扩展卡尔曼滤波(EKF)

因其实施简单、计算量小的优点得到了广泛应用，

但它对非线性函数仅进行简单的截断处理，使其在

非线性非高斯条件下性能严重退化。无迹卡尔曼滤

波(UKF)选择代表性的粒子滤波为解决非线性非高

斯状态估计问题提供了新的思路，它通过一组加权

粒子的递推和演化来递推给出系统状态后验概率密

度近似形式，突破了卡尔曼滤波理论框架，理论上

对过程噪声和量测噪声统计特性无任何限制，是一

种适用性极强的贝叶斯滤波方法。 

但粒子滤波有一个不可避免的粒子退化问题。

解决方法通常包括选择好的重要密度函数和重采

样。对于一般的非线性系统，其后验概率密度函数

并不可知，故基于后验概率的抽样格外困难，实际

应用中通常选择一个重要密度函数近似得到服从后

验概率分布的样本。目前还没有一种通用的重要密

度函数选择办法，一般工程应用中常利用状态的转

移概率进行重要性抽样[2]，但该方法并没有考虑当

前的量测信息。按照贝叶斯学派的观点，当前量测

蕴含着系统状态后验的某种测度信息。在转移概率

分布的基础上综合考虑当前量测信息可以对重要密

度函数进行修正。文献[3-4]正是基于该思想给出了

改进粒子滤波器的性能的模型化技术。文献[3]利用

扩展卡尔曼滤波产生重要密度函数；文献[4]采用了
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无迹卡尔曼滤波。受EKF模型线性化的限制，基于

EKF的粒子滤波性能改进有限。基于UKF的粒子滤

波虽可显著改观，但UKF中需预先设定比例因子等

参数，且对滤波精度影响极大，目前针对UKF滤波

参数选择并没有明确的理论基础。文献[5]提出了利

用粒子群智能方法来训练优化UKF滤波参数，该方

法计算量大，推广应用受限，寻找一种简单高效的

滤波具有重要意义。文献[6]提出了容积粒子滤波

(CKF)，主要思想在于选择确定性高斯点直接计算后

验概率，其实施简单，精度较高。CKF优良性能已

受到国内外学者广泛关注[7-8]。文献[9]指出CKF是目

前对贝叶斯后验的最佳近似。 

重采样是解决粒子退化问题的又一方法，但重

采样之后，粒子相关性增强，大权值的粒子被复制，

权值较小的粒子逐渐消失，使得样本集不能充分描

述后验。重采样后引入马尔可夫链蒙特卡罗移动步

骤(MCMC)可有效遏制该现象[10]，可引导粒子自适

应移动，增加粒子多样性。 

本文为解决粒子退化问题，本文首先从重要密

度函数优选的角度出发，综合利用最新量测信息来

产生好的重要分布；同时在重采样之后引入MCMC

步骤，进一步避免由于重采样而引起的粒子相关性，

最终得到一种新型粒子滤波器—马尔可夫链蒙特卡

罗粒子容积滤波器(MCMCCPF)。 

1  基本粒子滤波 

1.1  基本思想 

考虑一般的系统方程： 

1 ( , )k k k kx f x w              (1) 

( , )k k k kz h x v              (2) 

式中，k 为时间索引； n
kx  为k时刻系统状态

向量； kf 为状态转移方程； kw 为独立同分布的过程

噪声； kh 为量测方程； kv 为独立同分布的量测噪声。

贝叶斯估计的目的是利用 k 时刻的量测集合 kZ 递

推地给出系统状态 kx 的条件期望，为此必须构造后

验概率密度 ( | )k
kp x Z 。 

假设由后验概率密度 ( | )k
kp x Z 采样得到N个样

本，则后验可近似表达为： 
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函数 ( )kf x 的条件期望可近似为： 
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依据科尔莫戈洛夫强大数定理，当 N 时，

近似期望收敛于真实期望。 

1.2  序贯重要性采样 

理想情况下可以直接从 ( )kp x 抽取样本，但一般

情况下无法得到，通常是从一个与 ( )kp x 相近的、易

于采样的分布(重要密度函数) ( | )k
kq x Z 采样得到粒

子集和对应权重： 
( ) ( )( ) / ( )i i i

k k kw p x q x               (5) 

则后验概率密度为： 
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N

k i i
k k k k
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           (6) 

1.3  重要性采样缺点 

重要性采样虽然简单易行，但Doucet指出粒子

经过若干次迭代，基于状态转移似然所计算的权值

方差会逐渐增加，导致粒子退化[11]。解决该问题的

方法是对重要密度函数进行优选或者进行重采样。 

文献[1]对重要密度选择准则进行了总结。然而

目前并没有一种通用方法，最常用的仍是Gordon提

出的利用状态转移概率的Bootstrap方法[2]，该方法简

单易行，没有考虑最新量测，如量测精度较高则可

能引起滤波发散。此外常用的方法是高斯近似，结

合最新量测将重要密度函数近似高斯形式，本文所

提算法正是基于这一思想。 

此外常用方法是重采样，常用方法包括简单随

机抽样、残差重抽样和分层抽样[12]等。但该方法使

得粒子多样性丧失，MCMC移动步骤是解决该问题

的有效途径之一。它通过在目标状态空间中模拟一

条马尔可夫链，使得该链的极限分布即为目标分布。 

2  马尔可夫链蒙特卡罗容积粒子滤波 

利用高斯滤波产生重要密度的具体办法是对每

个粒子结合最新量测信息进行滤波，即将得到的高

斯分布作为真实后验的近似[13]。 

2.1  容积卡尔曼滤波 

容积卡尔曼滤波器是一种基于容积数值积分准

则的递推型贝叶斯滤波器[6]。该方法既无需计算雅

可比矩阵，又不必预先设定参量，只要选择相应的

容积点即可提高系统状态估计精度。该滤波算法中

容积点数目是维数的二倍，且在低一维子空间中对

称出现，对应权值大小相同，无论从样本数目还是

选择方式上较UKF都有一定程度的简化。 

2.1.1  容积积分准则 

对于一般的积分问题： 
T( ) ( )exp( )d

n
I f f  x x x x          (9) 
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令 rx y ( [0, )r  )， T 1yy ，得 T 2rx x ，

则式(7)转化为径向与超球面的二重积分： 
1 2

0
( ) ( ) exp( )d( )d

n

n

U
I f f r r r r


   y y   (10) 

式中， nU 表示单位超球面； ( )  为积分微元。 

进一步化简，得： 
1 2

0
( ) ( ) exp( )dnI f S r r r r


        (11) 

其中： 

( ) ( )d( )
nU

S r f r   y y          (12) 

对式(8)和式(9)分别采用Gauss-Hermite准则和

Spherical准则，最终得： 

1 1

( ) ( )
s rm m

i j i j
j i

I f a b f r y
 

        (13) 

一般令 1rm  ， 2sm n (n为系统状态维数)，即

可满足精度要求[14]。 

2.1.2  容积卡尔曼滤波 

容积卡尔曼滤波和其他高斯滤波结构类似，由

时间更新和量测更新构成闭环，如图1所示。 

1
1( | )k
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1z

( | )k
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( | , )k k kp z x w
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1( , | )k
k kp x z Z 

 
图 1  容积卡尔曼滤波结构图 

图中实线框给出了容积卡尔曼滤波结构，内侧

虚线框指示了容积点运算情况。可以看出CKF在滤

波结构上与UKF类似，概率密度函数都是由确定性

样本点计算得出，具体的算法流程参见文献[6]。 

2.2  马尔可夫链蒙特卡罗容积粒子滤波器 

CKF得到高斯分布的均值和协方差与EKF和

UKF相比更加精确，且该分布具有更长的拖尾，与

真实后验有更大的重叠区，故可用来产生重要的密

度函数。马尔可夫链蒙特卡罗容积粒子滤波的算法

步骤为： 

1) 初始化： 0k  。 

由先验概率 0( )p x 采样得到粒子结合 ( )
0 1{ }i N

ix  ，

N 为粒子个数，权值设定为 0 1/iw N ；每个粒子对

应的协方差均设为 0P 。 

2) 循环迭代： 1,2,3k  。 

① 滤波估计。对 ( 1)k  时刻的每个粒子 ( )
1

i
kx  结

合 k 时刻量测 kz 进行容积卡尔曼滤波，得到每一个

粒子对应的状态估计 ( )
|ˆ i

k kx 和协方差 ( )
|

ˆ i
k kP ，则重要密度

函数近似为： 
( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 | |
ˆˆ( | , ) ( , )i i k i i

k k k k k kq x x Z N x P
       (14) 

② 重要性采样。基于式(14)进行重要性采样，

获得新的粒子集 ( )
1{ }i N

k ix  ，依式(7)计算权值 i
kw ，并作

归一化处理： 

1

/
N

i i i
k k k

i

w w w


               (15) 

③ 重采样。由于重采样计算量极大，为降低计

算开销，通常引入有效粒子数 effN [15]这一参量来判

断是否需要重采样。因该参量解析形式无法给出，

工程中常对其作如下近似： 

2
eff

1

1/ ( )
N

i
k

i

N w


             (16) 

若 eff thN N ，则进行重采样， thN 为门限。 

④ MCMC 步 骤 。 常 用 方 法 是 进 行

Metropolis-Hastings采样。确定门限u ， [0,1]u U ；

依照状态转移概率 ( )
1( | )i

k kp x x  采样得到粒子 *( )i
kx ；如

*( )

( )

( | )
min 1,

( | )

i
k k

i
k k

p z x
u

p z x

 
  

 
，则接受 *( )i

kx ；否则保留重采

样的粒子 ( )i
kx 。 

⑤ 系统状态估计。如上得到估计后验的样本粒

子，则系统后验期望为： 
^

( )
|

1

1 N
i

k k k
i

x x
N 

               (17) 
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3  实验仿真 

3.1  实验设置 

利用本文所提滤波器对下述一维非线性、非高

斯时间序列分析问题求解。 
状态方程为： 

1( 1) 1 sin( ) ( ) tx t t x t v       

量测方程为： 
2

2

3

( ) ,     30
( )

( ) 2 ,  30
t

t

x t n t
y t

x t n t



  

  

≤
 

其中， 0.04  ， 1 0.5  ， 2 0.2  ， 3 0.5  ；过

程噪声 ( ) ~ Gamma(3,2)v t ；采用量测不同次幂的观

测方程，量测噪声 ( ) ~ (0,0.000 01)n t N 。图2给出了

某一次实验的观测和真实状态曲线。 

持续观测时间 60K  ，观测周期 1T  ；粒子滤

波选取的粒子数 200N  ，采用残差重采样；选择

EKF、UKF、PF、EPF、UPF、MCMCPF、MCMCEPF、

MCMCUPF作为参照，其中UKF参数分别设定为

1  ， 0  ， 2  ；Monte Carlo实验次数为100。 

仿真硬件为奔腾E5300双核处理器、主频2.59 

GHz、内存2 G的电脑。 

 20
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图2  系统演变及量测图 

3.2  实验结果及分析 

依据各滤波参与运算的粒子滤波的统计特性得

出某次实验各粒子滤波对应的量测似然和后验概率

密度函数如图3所示。 

图4为100次Monte Carlo实验得到的均方误差曲

线；表1给出了各滤波器在均方误差和运算时间的统

计参数，其中，滤波时间单位为秒，是指完成一次

持续估计实验的时间。 

 

0.1 
0 

60 

0 5 
0 

10 

p(
y t

|y
t

1)
 

时间/s 
40 

20 

yt 

0.2 

0.5 
0 

60 

0 
2 

10

p(
x t

|y
t) 

40 

20 

xt 

1.0 

0 

4 
6 

8 

0.5 
0 

60 

0 5 

0

10

15

p(
y t

|y
t

1)
 

40 

20 

yt

1.0 
0.5
0

60

0 5

0

10
15

p(
y t

|y
t

1)
 

40

20

yt

1.0
0.1 
0 

60 

0 5 

0 

10

15

p(
y t

|y
t

1)
 

40 

20 

yt

0.2 

15 

0.5 
0 

60 

0 
2

10

p(
x t

|y
t) 

40 

20 

xt

1.0 

0 

4
6

8

0.5
0

60

0
2

10

p(
x t

|y
t) 

40

20

xt

1.0

0

4
6

8

0.5 
0 

60 

0 
2 

10

p(
x t

|y
t) 

40 

20 

xt

1.0 

0 

4
6

8

5 

时间/s 

5

时间/s

5 5

时间/s 

a. PF 状态转移似然 b. EPF 状态转移似然 c. UPF 状态转移似然 d. CPF 状态转移似然 

时间/s 时间/s 时间/s 时间/s

e. PF 后验 f. EPF 后验 g. UPF 后验 h. CPF 后验 
 

图3  粒子滤波概率密度 

由图4a和表1滤波精度一栏可以看出，CKF均方

误差曲线在EKF和UKF的均方误差曲线之下，滤波

精度比UKF和EKF均有不同程度的提高；而PF的估

计结果有较大偏离，主要是因为本实验设定的量测
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模型精度较高，故量测似然与转移概率相比过于集

中，只有极个别的粒子具有较大权值，出现了严重

的粒子退化。 

从图4b不难发现，基于EKF、UKF和CKF的粒

子滤波的均方误差明显低于PF，能较好地吻合真实

状态；其中CPF滤波效果最好，这取决于CKF所具

有的良好特性，使得重要密度函数更加贴近于真实

后验。 

比较图4c和图4b和表1中对应栏目可以发现，引

入MCMC策略的各粒子滤波器与原滤波器相比，滤

波精度均有所改善，是因MCMC策略增加了粒子多

样性，使得重采样后的粒子能更好地代表真实后验

分布。对比MCMCCPF、MCMCPF、MCMCEPF和

MCMCUPF的均方误差曲线可以看出，MCMCCPF

的滤波精度最为理想，同样是由CKF的高滤波精度

决定的。 
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图4  均方误差曲线 

表1  滤波器性能 

算法 
滤波精度 滤波时间 

均方误差均值 均方误差方差 平均运行时间/s 相对计算强度

EKF 0.388 18 0.009 552 5 0.004 00 1.00 

UKF 0.293 05 0.008 546 4 0.024 00 6.00 

CKF 0.176 63 0.005 261 2 0.009 50 2.38 

PF 0.450 51 0.045 982 0 0.997 38 249.35 

EPF 0.321 44 0.010 656 0 3.335 60 833.90 

UPF 0.078 10 0.008 565 2 7.060 80 1 765.20 

CPF 0.030 30 0.002 501 4 4.425 30 1 106.30 

MCMCPF 0.460 09 0.051 635 2.305 2 576.30 

MCMCEPF 0.320 06 0.010 728 7.018 9 1 754.70 

MCMCUPF 0.074 37 0.008 848 9 14.628 7 3 675.20 

MCMCCPF 0.030 27 0.002 608 9 9.337 4 2 334.40 

 

从表1滤波时间一栏对比发现，PF与EKF、UKF

和CKF相比运算量大大增加；而EPF、UPF和CPF又

在PF的基础上引入了重要密度函数近似步骤，付出

了额外计算量。本文所提CPF算法与EPF相比，仅以

增加约33%的计算代价将滤波精度提高了约10 dB；

与UPF相比，不仅计算量降低37%，滤波精度也提高

了约4.2 dB，可见该滤波的有效性。计算量减少的主

要原因在于CKF参与运算的样点数目比UKF少，

CKF运算中直接对滤波协方差阵进行分解，而UKF

所分解的是扩维后的协方差矩阵，且目标状态也要

用噪声项进行扩维，维数的增加增大了计算量。引

入MCMC策略使得滤波运算时间增加了一倍多，可

见MCMC移动步骤计算量是巨大的。MCMCCPF比

MCMCUPF的精度提高了近4.3 dB，运算时间显著减

少。对比CPF和UPF、MCMCUPF发现，CPF的滤波精

度比MCMCUPF高出近4 dB，可见CPF算法的有效性。 
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综合滤波精度和运算时间，本文的CPF在解决

非线性非高斯系统状态估计问题上性能优良，是一

种较为理想的粒子滤波器；MCMCCPF比CPF更进一

步提高了滤波精度。针对具体问题可根据实时性要

求判定是否需要加入MCMC步骤。 

4  结  论 

马尔可夫链蒙特卡罗容积粒子滤波器为解决非

线性非高斯系统状态估计和模型辨识问题提供了一

个新的方法，特别是在量测精度较高的情况下。该

滤波器基于CKF产生重要密度函数，避免了由于粒

子退化而引起的滤波偏差或发散，性能优于标准粒

子滤波器；基于CKF的良好特性，使得该滤波器与

基于EKF、UKF的粒子滤波相比，性能也更好一些。

同时在重采样之后引入了MCMC移动步骤，进一步

保证了粒子多样性。在对估计精度和实时性要求较

高的场合，该滤波是一种理想的选择。 
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