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区间参数分数阶时滞系统鲁棒稳定域 
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【摘要】对区间参数分数阶时滞系统，提出了对分数阶 PI D  控制器求其鲁棒稳定域的方法。利用边界理论将区间参数

分数阶时滞系统分解为若干顶点子系统，求出各顶点子系统特征多项式和与之相对应凸多面体棱边的集合。应用D分解方法
分别求出使各子系统获得最大稳定域时的 PI D 和 PID 控制器的参数  和  ，从而获得了分数阶 PI D  控制器的参数。由该
分数阶 PI D  控制器计算各个子系统的稳定域，各子系统稳定域的交集即为原区间参数时滞系统的稳定域；并证明了该域为
区间参数分数阶时滞系统的鲁棒稳定域。通过实例的验证表明，该算法是可行有效的。 
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Robust Stability Region of Fractional Order  

Interval Plant with Time Delay  
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Abstract  The paper presents a method to compute the robust stability region of fractional order interval 

plant with time delay by using fractional order PI D   controller. The edge theorem is adopted to decompose 
interval plant to several vertices sub-plants. The characteristic polynomials of vertices sub-plants and the value set 
of exposed edge for polytope are given. The D-decomposition technique is applied to solve the stability region of 
each vertices sub-pant. The values of and μ of PI D  and PID  controllers are obtained in the biggest stability 
region of all sub-plants. The fraction order PI D   controller is constructed by the values of   and μ. The 
stability region of each sub-plant is plotted by using fractional order PI D   controller. Furthermore, the overlap 
of stability region of each sub-plant is the stability region of fractional order interval plant with time delay. The 
paper also proves that the overlap of stability region is the robust stability region of fraction order interval plant. 

Key words  edge theorem;  fractional order time delay plan;  interval parameter;  PI D  controller;  
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由于模型误差、制造公差及工作环境等因素的

影响，控制对象的参数呈现出区间性。当控制系统

的参数在区间内变化时，则系统的稳定性通常需分

析特征多项式是否稳定，这对于分析和设计控制系

统都显得十分重要。近年来，越来越多的研究关注

于控制对象或控制器是分数阶的系统，这是由于许

多控制系统或真实的物理对象更适合于用任意阶的

微分或积分方程来描述。为了提高PID控制系统的性

能，文献[1]提出了广义分数阶 PI D  控制器。对于

分数阶控制系统的稳定性，文献[2]采用Mikhailov稳

定性条件和改善的Mikhailov稳定性条件，分析了分

数阶时滞系统的稳定性。文献[3]利用广义Gronwall

不等式，对有限时间分数阶时滞系统推导出了新的

稳定性条件。文献[4]采用一阶控制器计算了分数阶

被控对象的所有稳定性区域。文献[5-6]对分数阶被

控对象采用 PI 和 PI D  分数阶控制器计算其稳定

域，并分析了阶次和  对稳定域的影响。最近，

区间参数分数阶控制系统的稳定性引起了学者的关

注。文献[7]对被控对象的参数和阶次具有区间性的

分数阶控制系统，依据Kharitonov理论分解为几个子

系统，再采用极点配置的方法分析系统的稳定性。

文献[8]采用Lyapunov不等式对区间参数分数阶系统

的鲁棒稳定性检测提出了解析方法。文献[9-10]对区

间参数分数阶控制系统给出了鲁棒稳定性测试过程
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和稳定的充分必要条件。文献[11]对区间参数系统的

鲁棒可控性进行了研究。文献[12]针对区间参数分数

阶系统，利用边界理论[13]将分数阶系统分解为若干

个顶点特征多项式，然后采用零排除原理 (zero 

exclusion principle)和值集概念(value set concept)，对

区间参数分数阶特征多项式的稳定性进行了分析，

并给出了鲁棒稳定性的判据。从上述文献可见，对

于区间参数整数阶时滞系统求取稳定域大都集中于

经典的PID控制器，而对区间参数分数阶时滞系统稳

定域的测试方法及鲁棒性研究尚为鲜见。 

本文针对区间参数分数阶时滞系统，采用分数

阶 PI D  控制器对鲁棒稳定域进行分析，首先利用

边界理论[13]将区间参数分数阶时滞系统分解成若干

个顶点子系统，给出各顶点子系统的特征多项式，

并构建它们多面体的棱边，再利用D分解方法计算

各顶点子系统在最大稳定域情况下分数阶 PI D 和

PID 控制器的参数和  ，最后通过综合方法获得

分数阶 PI D  控制器的控制参数。采用得到的分数

阶 PI D  控制器计算各子系统的稳定域，各子系统

稳定域的交集即为区间参数时滞系统的稳定域，并

采用零排除原理和值集概念，证明了所得稳定域能

够对区间参数分数阶时滞系统具有鲁棒稳定性。文

中通过实例验证了该算法的可行和有效性。 

1  区间参数分数阶时滞系统及分数阶 
PI D 控制器 

在工业控制过程中，区间参数分数阶时滞系统

如图1所示。其中 ( )r t 为系统输入信号， ( )e t 为误差

信号， ( )u t 为控制信号， ( )y t 为系统输出信号， ( )G s

为区间参数分数阶时滞被控对象，则有： 
1 01

1 01

1 1 0

1 1 0

0 0

( ) e

 e

n n

n n

r r

Lsn n

n n

n n
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r r
r r
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式中， [ , ]L L L 为系统时滞常数，且 0L  ；

[ , ]r r ra a a ， [ , ]r r rb b b ， 0,1, ,r n  ，同时 ra 、 rb 、

1 0 0n     ≥ 和 1 0 0n     ≥ 且为任

意实数。 
 r(t) e(t) u(t) y(t)

G(s) C(s) 
 
 

 
图1  时滞分数阶闭环控制系统 

( )C s 为分数阶 PI D  控制器的传递函数，具有

以下形式的传递函数： 

( ) ( ) 0 , 2p I dC s k k s k s           (2) 

2  区间参数时滞系统鲁棒稳定域算法 

对于图1所示的单位负反馈时滞系统，本文的目

的是采用 PI D  控制器求区间参数分数阶时滞系统

的稳定域，并在 PI D  控制器的参数平面上进行分

析，进而采用值集概念和零排除原理检测稳定域的

鲁棒性。设时滞系统的闭环传递函数为： 
( ) ( ( ) ( )) (1 ( ) ( ))s C s G s C s G s         (3) 

式中的分母为单位闭环控制系统的区间参数分数阶

时滞系统的特征方程式族。将式(1)、式(2)代入式(3)，

则特征方程式族为： 
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r

P s a s

b s k s k k s

 

   





 



 

 





q

       (4)

 

依据边界理论[13]将区间参数分数阶系统分解成

若干个顶点子系统。若式(1)中有 2 1n  个区间参数

项，则在参数空间内将有 2 12 n 顶点子系统。为此式

(1)的顶点子系统为： 
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根据式(5)，与之对应的特征多项式族 ( ; )P s q 的所有
2 12 n 个顶点特征方程如下： 
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(6) 
对 2 1n  个区间参数分数阶时滞系统将有

2(2 1)2 nn  个棱边，其特征方程族 ( ; )P s q 的所有多面

体棱边的集合可定义为： 

2 2 1

1 2 1

3 1 5

2 2

( , ) { ( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ),

( ; )), ( ( ; ), ( ; )), ,

( ( ; ), ( ; ))}n n

EP s P s P s P s

P s P s P s

P s P s

 


 




q q q q

q q q

q q    (7)

 

对式(1)所描述的区间参数分数阶时滞系统，令： 
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2 1( ) ( )    1,2, ,2 n
iG s G s i           (8) 

由式(6)得任意顶点子系统的特征方程式为： 

0

ˆ
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r

n
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式中， ˆra 、 ˆ
rb 以及 L̂ 分别表示任意顶点子系统 ( )iG s

的参数。 

由于区间参数分数阶时滞系统的稳定性依赖于

PI D  控制器的参数向量 q ，故时滞项和分数阶次

项在式(9)中的存在，使得寻找 PI D  控制器的参数

以判断闭环系统的鲁棒稳定性是不易的。建立特征

方 程 式 ( ; )iP s q 的 参 数 空 间 的 稳 定 域

( ( ) ( ))f iS C s G s  对判断分数阶时滞系统的稳定性

将起着重要的作用，其中 为 PI D  控制器参数集

空间的一个区域，即： 
{ : [0, ), [0, ), [0, ),

[0, ), [0, )}

p I dk k k

 

      

   

q

   (10)
 

本文利用D分解方法[14]构建分数阶时滞系统的

稳定域 fS ，将控制器的参数向量 q 所构成的空间
3R  分 割 成 不 同 的 稳 定 性 区 域 ( )D k ，

0,1,2,k  ，而 ( )D k 包含所有使顶点特征方程式(9)

等于零的点。因此，对 ( )D k 的边界定义如下： 

0 jD D D D                  (11) 

 0 : (0; ) 0i ID P k    q q        (12a) 

 :| | | | 0dD L k    q          (12b) 

 j : ( j ; ) 0, (0, )iD P         q q   (12c) 

式 中 ， 0D 、 D 和 jD  分 别 是 实 根 边 界

(RRB) (0)D 、无限根边界(IRB) ( )D  以及复根边界

(CRB) ( )D  的表示，它们是一系列D分解边界的子

集，如 (0)D D   。 

对 于 每 一 组 控 制 器 的 参 数 向 量

( ( ) ( ))f iS C S G sq ，使得顶点特征方程式 ( ; )iP s q 等

于零的根都有负实部，因此，使式(1)稳定的所有

PI D  控制器的参数域如下： 

2 1

1 2

2

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( ) ( ))n

f f f

f

S C s G s S C s G s S C s G s

S C s G s

  

(13)
 

将D分解的稳定性边界理论应用到顶点特征多

项式(9)，并通过式(12a)得到实根边界(RRB)，它可

被描述为一条直线，其方程式为： 

0
ˆ(0; ) 0 0i I IP b k k   q         (14) 

式中，对于每一个 ( )iG s 传递函数， 0 1s  。实根边

界(RRB)是通过把 0 1s  和 0s  代入式(9)，并使式

(9)等于零获得，其中 0b̂ 为任意子系统的零次幂项的

系数。 

    由于时滞项的存在，使顶点特征方程式(9)有无

限多个根。因此，对于D分解的无限根(IRB)的计算

不能通过解析法。但是若分数阶特征方程式的维数

满足 n na  ≤ 时，无穷根(IRB)存在[5]。此时，无

穷根边界可通过方程式表达如下： 
0   or and

ˆˆ /        and

none        and

n n n n n n

d n n n n n n

n n n n

a a a

k a b a a

a a

   

  
  

   


    
   

 

(15) 

式中， ˆna 和 ˆ
nb 是任意顶点子系统 ( )iG s 的参数。 

通常情况下，复根边界(CRB)的构建是通过把

js  代入特征方程式(9)中获得。对于 jD q ，

则存在 (0, )  ，因此通过 ( j ; ) 0iP  q ，可得： 
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ˆ( j ; ) [ ( j ) ]
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对于复数 ( j )  的非整数阶次幂的计算，可

利用下式计算： 

2 2 1

1

( j ) cos tan

  jsin tan

     









        
 

  
    (17)

 

式中， 为实部； 为虚部； 为复数的分数阶次幂。 

由式(16)对 rj  、 rj 、 rj  、 rj    进行计

算，可得： 

cos( 2) jsin( 2) jr
r r r rj z t           (18) 

cos[ ( ) 2] jsin[ ( ) 2]=

j

r
r r

r r

j

x y

           
 (19)

 

cos[ ( ) 2] jsin[ ( ) 2]=

j

r
r r

r r

j

q h

           
   (20)

 

cos[ ( ) 2]

jsin[ ( ) 2]=

j

r
r

r

r r

j

m k

     
  

      
  

          (21)

 

则顶点特征方程式 ( j ; ) 0iP  q 为： 

ˆj( )

0

ˆ ( j ) e

{ ( ; )} j { ( ; )} 0

r

n
L

r r r r
r

i i

a x y Q R

P I P

 

 

 



    

 


q q      (22)

 

其中： 
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ˆ ( ( j ) ( j )

 ( j ))

r r

r

r r p r r I r r

d r r

Q b k z t k q r

k m l

  

  

 





 

    


 

然后再使式(22)的实部和虚部分别等于零，可得： 
( ) ( ) ( ) ( )
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p I d

p I d

k M k N k B X

k A k H k Z Y
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其中： 
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          (24h) 

    对式(23)求解，可获得 PI D  控制器的参数 pk 、

Ik 依赖于、  及 dk 的关系式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

p

d

k

X H Y N k B H Z N

M H A N
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

I

d

k

X A Y M k B A Z M

N A H M

       
   


  


(26) 

在上述两方程式中，当从0～连续取值时，

对于每一个固定的 dk 、和  ，可在 ( , )p Ik k 平面上

绘出一条复根边界曲线。 

式(9)的稳定域由实根边界(RRB)、无限根边界

(IRB)以及复根边界(CRB)构成，这些边界将 ( , )p Ik k

平面分成为稳定与不稳定区域。在由边界曲线构成

的区域内任意选取测试点( ,p Ik k )，则可确定该区域

是否为稳定性区域。 

定理 1  若 ( )G s 是一个区间参数分数阶时滞系

统族，如果整个区间参数分数阶时滞系统组 ( )G s 能

够被指定的分数阶 PI D  控制器稳定且获得的稳定

域具有鲁棒稳定域，则当且仅当每一个顶点子系统

( ) ( )iG s G s 能被在稳定域内取值的同一个分数阶

PI D  控制器所稳定且具有鲁棒性。 

证明：考虑图1中的闭环控制系统的准特征多项

式，在式(3)中， ( )s 的分母为： 

0 0

( ; ) 1 ( ) ( )

e ( )r r

n n
Ls

r r p I d
r r

P s C s G s

a s b s k s k k s       

 

  

   
q

 
(27)

 

式中， ra 、 rb 、 L 为区间参数，并且 rr ra a a  、

rr rb b b  、 L L L  。根据边界理论[2]，顶点特

征多项式族 ( ; )P s q 可被写成式(6)形式。如果被控对

象 ( )G s 族稳定，则当且仅当式(6)中的每一个顶点准

特征多项式都稳定。因此，可通过构建使各个顶点

特征多项式都稳定的控制器 ( )iC s ( 2 11,2, ,2 ni   )，

然后取各个控制器的交集 1 2( ) ( ) ( )C s C s C s    

2 12
( )nC s ，便可获得使整个区间参数分数阶时滞系

统都稳定的稳定域。据此，可采用文献[5]的方法找

到使 ( )G s 中，每一个顶点子系统 ( )iG s 都取得最大稳

定域的参数和  ，然后以这两个参数构建分数阶

PI D  控制器，求取各个顶点子系统的稳定域，而

各个顶点子系统稳定域的交集即为区间参数系统的

稳定域。在求取的稳定域内任取分数阶 PI D  控制

器的参数，都能使区间参数分数阶特征多项式组

( ; )P s q 稳定，且由文献[12]中的定理3可知，要使在

稳定域内任取分数阶 PI D  控制器的参数值具有稳

定性，则至少能使一个顶点特征多项式 ( ; )iP s q 稳定，

且在所有频率下 ( , )EP s q 的值集都不包含原点。由此

可得出结论，所得到的分数阶 PI D  控制器在稳定

域内取值都可以使区间参数分数阶时滞系统稳定，

且其稳定域为鲁棒稳定域。 

将上述的区间参数分数阶时滞系统的分数阶

PI D  控制器的鲁棒稳定域算法求解步骤归纳如下： 
1) 用边界理论把区间参数分数阶时滞系统，依

据区间参数数目分解成若干顶点子系统。 
2) 给出各个顶点子系统对应的顶点特征多项

式和所有棱边的集合 ( , )EP s q 。 

3) 构建顶点子系统的稳定域： 
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① 据式(14)和式(15)分别调查子系统的RRB和

IRB曲线； 
② 依据 dk 、和  且用式(25)、式(26)获得 pk

和 Ik 的方程式； 

③ 固定 dk 、  和  ，在 ( , )p Ik k 平面内绘制

RRB、IRB及CRB曲线，并且在此区域内取任意点测

试稳定域； 

④ 固定 dk 和  ，用 PI D 控制器的不同的 
值，求各顶点子系统的稳定域，并且找出最大稳定

域时的值； 

⑤ 固定 dk 和，用 PID 控制器的不同的  值

求各顶点子系统的稳定域，并且找出最大稳定域时

的  值； 

4) 重复步骤3)求出各个顶点子系统的稳定域，

由各个子系统在最大稳定域时的和  值构成新的

分数阶 PI D  控制器。 

5) 用新的分数阶 PI D  控制器求各个子系统的

稳定域，而各个子系统稳定域的交集为区间参数时

滞系统的稳定域。 

6) 用所有棱边集合 ( , )EP s q ，在复平面上绘制

出顶点特征多项式组 ( ; )P s q 在频率范围内的值集，

并用文献[12]中的定理3测试其稳定性。 

3  算  例 

考虑分数阶时滞系统 [15] 的传递函数为：
1.5( ) e LsG s k Ts ，假设区间参数为 k 、 L 和T 的名

义值为： 1, 0.5k L  和 1.5T  ，且分别有 20%、

15% 和 30% 的变化范围，即 [ , ] [0.8,1.2]k k k  , 

[ , ] [0.425,0.575]L L L  ， [ , ] [1.05,1.95]T T T  。

根据边界理论，该系统有3个区间参数，故有 32 8 个

顶点子系统和 23 2 12  条棱边，各个顶点子系统

为： 1.5e ,Ls
iG k Ts 1,2, ,8i   。与之相应的顶点

特征多项式为： 
1.5( ; ) e ( )Ls

i p I dP s Ts k k k s k s     q     (28) 

1,2, ,8i    

则多面体棱边的集合为： 

1 2 1 3

1 5 2 4 2

6 3 4 3 7

4 8 5 6

5 7

( ; ) { ( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ), ( ; )),

( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ),

( ; )), ( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ), ( ; )),

( ( ; ), ( ; )), ( ( ; ), ( ; )),

( ( ; ), ( ; )),

EP s P s P s P s P s

P s P s P s P s P s

P s P s P s P s P s

P s P s P s P s

P s P s

 
  

 
 
 

q q q q q

q q q q q

q q q q q

q q q q

q q 6 8

7 8

( ( ; ), ( ; )),

( ( ; ), ( ; ))}

P s P s

P s P s
q q

q q  (29)

 

任意顶点子系统的闭环特征方程多项式为： 

ˆ1.5 ˆˆ( ; ) e ( )

1,2, ,8

Ls
i p I dP s Ts k k k s k s

i

     

 
q

    (30)
 

式中， T̂ 、 k̂ 和 L̂ 分别表示任意子系统的参数。 

根据式(14)和式(15)可得到该系统的实根边界

(RRB)和无限根边界(IRB)分别为： 

实根边界(RRB)： 0Ik    ( 0 1s  ) 
无限根边界(IRB)： 

0 1.5

ˆˆ  1.5

none 1.5
dk T k









  
 

 

式中， ˆˆ [0.7,1.3],  [0.8,1.2]T k  在区间内取值。 

通过式(25)、式(26)，求出复根边界(CRB)。对

于最简单的情况是采用整数阶PID控制器，即

1   ，则可以得到不同 dk 情况下的CRB曲线和

RRB直线，并将其绘制在 ( , )p Ik k 平面中。在图2中

任意选择一测试点，用文献[16]中的方法测试，发现

CRB曲线和RRB直线所构成的区域为稳定性区域。

同时，随 dk 的增大，系统的稳定域也增大。 

Kd=1

Kd=0.8

Kd=0.6

Kd=0.4

Kd=0.2

RRB ? ?

CRB ? ?

? ? ?

Kd=1 

0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0 0.5 1.0 1.5
Kp 

K
I 

Kd=0.8 

Kd=0.6 

Kd=0.4 

Kd=0.2 

CRB 曲线 

RRB 直线 

稳定域

 
   图2  PID控制系统稳定域(kd变化) 

任意选择 dk 的值，如 1dk  和 1  情况下，分

别计算 PI D 控制器在不同值所对应的稳定域。由

于8个子系统的稳定域趋势基本一致，仅取其中G3

子系统予以代表。从图3中可以看出，取值在(0,2)

的范围内时，当 0.2  时系统的稳定域将显著增

大，而当 1.6  时系统的稳定域将逐步缩小。因此，

系统将在 0.2  处获得最大的稳定域，即分数阶
0.2PI D控制器提供了最大的稳定域。同理，任意选

择 1dk  和 1  的情况下，分别计算 PID 控制器在

不同的  值所对应的稳定域。从图4看出，当  值在

(0,2)范围内取值时，当 0.3  和 1.7  时系统的稳

定域将变小，当1.1 1.5  时，系统将获得最大的

稳定域，即分数阶 1.35PID 控制器提供了最大的稳定

域。综合考虑上述两种情况可知，分数阶 PI D  控
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制器最大稳定域是在 0.2  和 1.35  处获得。 

5

5

5

5

=0.2 =0.4
=0.6

=0.8

=1

=1.2

=1.4

=1.6

RRB ? ?

kd=1 =1.6 

5 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

Kp 

K
I 

RRB 直线 

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

=1.4 

=1.2 

=0.2 =0.4 
=0.6

=0.8 
=1 

kd=1 

 
  图3  G3子系统 PI D 稳定域 

在 ( , )p Ik k 平面上，用分数阶 0.2 1.35PI D 控制器分

别计算8个子系统的稳定域，而这8个子系统的稳定

域的交集，即为该区间参数时滞系统的稳定域，如

图5所示。在此区域上，任意选取分数阶 PI D  控制

器的参数 ( , , ,p I dk k k 0.2,  1.35)  时，该系统均

是稳定的。 

=0.5

=0.7

=0.9

=1.1

=1.3 =1.5

=1.7

=1.9

RRB ? ?

kd=1

2 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

2 0 2 4 6 8 10 12 14

Kp 

K
I 

=1.7 

=1.9 

=1.1 

=1.3 =1.5 

=0.9 

=0.7 
=0.5 

RRB直线

kd=1 

 
  图4  G3子系统 PID 稳定域 

最后，可采用文献[12]中的定理3测试区间参数

分数阶时滞系统在分数阶 0.2 1.35PI D 控制器控制下的

鲁棒稳定性。在图5获得的区间参数时滞系统的稳定

域内任取分数阶 0.2 1.35PI D 控制器的参数，如取

2pk  、 0.5Ik  、  1dk  ，则区间参数分数阶时滞

系统的特征方程式 ( ; )P s q 在频率 1 rad / s  时为图

6所示的凸多面体。该多面体表明分数阶时滞系统的

参数在区间内取任何值时，其所对应每一个顶点特

征多项式的值都在这个凸多面体的表面或内部。图7

为当 0 4≤ ≤ 时分数阶特征多项式 ( ; )P s q 的值集，

零点不含在值集里。根据文献[12]中的定理3，可得

出所给出的区间参数分数阶时滞系统的特征多项式

( ; )P s q 是鲁棒稳定的。为此，图7中获得的稳定域即

为区间参数分数阶时滞系统在 PI D  控制下的鲁棒

稳定域。 
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   图5  分数阶 0.2 1.35PI D 控制器的稳定域 
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  图6  在ω=1时P(s;q)的值集空间 
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  图7  在 0 4≤ ≤ 时P(s;q)的值集 

4  结  论 

本文利用边界理论及值集概念的几何结构，对

分数阶 PI D  控制器求取区间参数时滞系统的鲁棒

稳定域分析提出了一种有效的算法。通过集值概念

和零排除原理，稳定域的鲁棒性得以测试。算例的

数值结果表明，该方法对于分析和验证稳定域的鲁

棒性是简单且有效的，同时使用该方法可为设计鲁

棒性分数阶 PI D  控制器，提供鲁棒稳定性的理论

支持，且所获得的鲁棒稳定域能够有效地确定控制

器参数的范围，从而大大缩短了参数的寻找时间，

进而提高了鲁棒 PI D  控制器的设计效率。 
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