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【摘要】运用全状态线性化方法对在外部扰动持续作用下的非线性系统设计了扰动抑制控制器，利用非线性控制项消除
开环系统的非线性因素。根据内模原理构造与扰动动态特性相同的内模补偿器，再利用Pontryagin极小值原理对增广系统设计
最优调节器，得到非线性的内模扰动抑制控制器，其中的内模补偿控制项抵消了扰动对系统的影响。仿真中使用非线性内模
扰动抑制控制器与非线性前馈反馈扰动抑制控制器进行比较，结果证明前者能够消除非线性因素影响且实现无静差扰动抑制。 
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Abstract  The paper considers the controller design problem of disturbance rejection for nonlinear systems 

under external persistent disturbance by using the full-state linearization approach. The disturbance rejection 
controller with nonlinear term is designed, in which the nonlinear control term cancels the open-loop nonlinearity. 
According to the internal-model principle, the internal-model compensator is constructed which has the same 
dynamical characteristic with disturbance. The optimal regulator of the augmented system is designed by using 
Pontryagin minimum principle. Then the nonlinear disturbance rejection controller based on internal model is 
obtained, in which the internal-model compensation control term cancels the effect produced by disturbance. 
Comparing with the nonlinear feedforward and feedback disturbance rejection controller, the designed nonlinear 
internal-model-based disturbance rejection controller can eliminate eliminating the nonlinearity and rejecting 
disturbance with zero steady-state error.  
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扰动抑制是控制的基本目的之一。对于具有复

杂动态特性的扰动，通常的方法[1-6]都会不同程度地

存在静差，然而内模原理却可以在伺服补偿器中构

造出与外部扰动动态特性相同的信号，以抵消扰动

从而达到无静差的扰动抑制[7-8]。随着计算机、微电

子技术的高速发展，非线性控制取得了实质性的进

展[9-12]，不同于Jacobi线性化、数值逼近等通过系统

线性逼近得到线性的控制器，反馈线性化[13]则是将

一个非线性系统代数地转化为一个(全部或部分)线

性系统，通过状态变换和反馈得到非线性的控制器，

这样得到的控制器更精确和符合实际。 

1  问题形成 

考虑受持续扰动作用的非线性系统： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )t t t t t   x f x g x u Dv y Cx    (1) 

式中，x、u、y、v分别为状态向量、控制输入向量、
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输出向量和外部扰动输入，D、C为常量矩阵。

: n
x u f   是从 n m

x u     到 n 的连

续可微映射， x u  为原点 ( , ) (0,0)x u 的一个邻

域， (0,0) 0f 。 : n
xh   是从 n

x   到 n 的

连续可微映射。外系统为： 
( ) ( ), ( ) ( )t t t t w Gw v Fw          (2) 

描述了扰动的动态特性。其中， ( )tw 为扰动向量；

G、F为常量矩阵， ( , )G F 完全可观测。本文目的是

设计非线性扰动抑制控制器使其消除系统的非线性

因素，同时实现无静差扰动抑制。 

2  非线性内模扰动抑制控制律的设计 

2.1  准备工作 

引理 1 [13] 系统式(1)可全状态线性化的充要条

件是存在函数 ( )h x 满足： 
1 ( ) 0        1,2, , 1

( ) 0

i
g f

n
g f

i n   




L L h x

L L h x


    (3) 

其中， 
0 ( ) ( )

( ) ( )

f

f







    L h x h x

h
L h x f x

x

 

1
1

( )
( ) ( ) ( )

k
fk k

f f f


 

 


L h
L h x L L h x f x

x
 

( )
( ) ( )f

g f






L h
L L h x g x

x
 

引理 2 [13] 系统式(1)可全状态线性化的充要条

件是存在 0  ，使得： 

1) 对于所有 0x  ，矩阵： 
1( ) ( ), ( ), , ( )n

f fad ad    x g x g x g x  

的秩为 n。 

2) 分布 2span{ , , , }n
f fad ad  g g g 在 0 上是

对合的，其中： 
0 ( ) ( )fad g x g x  

( ) [ , ]( ) ( ) ( )fad
 

  
 
g f

g x f g x f x g x
x x

 

1( ) [ , ]( )k k
f fad ad g x f g x    1k≥  

式中，[ , ]f g 为李括号，其中的概念如李括号、对合、

分布等，可参见文献[13]。 

运用引理1或引理2即可判断系统是否可全状态

线性化。这里，假设系统式(1)可全状态线性化。由

引理1可知，非线性系统式(1)存在微分同胚 ( )T x ： 
T T 1 T( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )n

f ft z h x L h x L h x T x   (4) 

使其转换为如下标准型： 

1 2

2 3

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n n
n f g f D f

t t

t t

t t t

t t

 


 

   
 

z z

z z

z L h x L L h x u L L h x v

y z






(5) 

也即等价形式为： 
1

1

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )

          ( ) ( )]

( ) ( )

n n
f g f

n
D f

t t t

x t

t t





    


 

z Az B L h x L L h x u

L L h v

y Cz



  (6) 

式中， 、 、A B C 为相应的标准型矩阵，且 ( , , )A B C

为完全可控可观测。由反馈线性化原理知，非线性

控制： 
1 1( ) ( ( )) [ ( ) ( )]n n

g f ft t   u L L h x L h x       (7) 

能够将标准型非线性系统式(6)转变为线性系统： 
1( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]

( ) ( )

n
D ft t t t

t t

   




z Az B L L h x v

y Cz

 
    (8) 

再根据内模原理构造与外系统式(2)动态特性相

同的内模补偿器[8] 

0( ) ( ) ( )      (0)t t t  Ny           (9) 

式中， ( )t 为内模状态向量； 、N 为适当维数的

矩阵且 ( , )N 为完全可控。系统式(8)与内模补偿器

式(9)组成增广系统： 

1

( ) 0 ( )
( ) ( )

( ) 0( )

( )
           ( )

0

( )
( ) [ 0]

( )

n
D f

t t
t t

tt

t

t
t

t



        
          
      

  
 
   

       

z A z B

NC

BL L h x
v

z
y C


   

 



 (10) 

令 

1

0
,

0

( )
[ 0],

0

n
D f



    
     
   


        

A B
A B

NC

BL L h x
C C D


   (11) 

能够证明 ( , )A B 为完全可控[8]。 

这样，考虑增广系统式(10)与外系统式(2)关于

有限时域二次型性能指标： 

T

 T T

 0

1
( ( )) ( ) ( )

2
1

( ) ( ) ( ) ( ) d
2

f

f f f

t

t t

t t t t t

  

  

J Q

Q R

  

   
   

 (12)

 

下的最优调节问题，其中， 
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1 12 1 12

T T
12 2 12 2

,
f f

f

f f

   
    
    

Q Q Q Q
Q Q

Q Q Q Q
     (13) 

为半正定矩阵， R 为正定矩阵，即得到定理1。 

2.2  非线性内模扰动抑制控制律的设计 

定理 1  受持续扰动系统式(2)作用的非线性系

统式(1)在有限时域非线性内模扰动抑制控制律为： 
1 1 1

1 1

T

2

( ) ( ( )) { ( )

[ ( ) ( ) ( )]( ) }

n n
g f ft

t t t

    



u L L h x L h x

x

R B

P T P     (14)
 

其中， 1 12( ) ( )t t、P P 是矩阵微分方程： 
T T T T

1 1 1 12 12

1 T
1 1 1

T T T
12 12 12 2

1 T
1 12 12

T T 1 T
2 2 2 12 12 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

              ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

              ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

t t t t t

t t t

t t t t

t t t

t t t t t











     



    



    

P A P P A P NC C N P

P BR B P Q

P A P P C N P

P BR B P Q

P P P P BR B P Q





 

1 1 12 12 2 2

)

( ) , ( ) , ( )f f f f f f

t

t t t










   P Q P Q P Q

(15) 

的唯一半正定解，其相应的二次型性能指标为 

式(12)。 

证明 考虑系统式(10)和式(2)关于二次型性能

指标式(12)的最优调节问题，根据Pontryagin极小值

原理，首先构造Hamilton函数： 

T

T T

1
[ ( ), ( ), ( ), ] [ ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]

t t t t t t t

t t t t t t t

 

  

H Q

R A B Dv

    

        (16)

 

由极值条件得到控制方程： 

T( ) ( ) 0
( )

t t
t


  


H

R B 


         (17) 

最优控制： 
1 T( ) ( )t t  R B              (18) 

使Hamilton函数取得极小值；得到正则方程为： 

1 T

T

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

t t t t
t

t t t
t

     
      
 

H
A BR B Dv

H
Q A





  


  


  (19) 

由于终端 ( )ft 自由，所以横截条件为： 

T1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2f f f f f f
f

t t t t
t

      
Q Q   


  (20) 

式中， ( )ft 与 ( )ft 为线性关系，且正则方程式(19)

亦为线性方程，因此假设伴随向量： 
( ) ( ) ( )t t t P                 (21) 

式中， 

1 12

T
12 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

t t
t

t t

 
  
 

P P
P

P P
         (22) 

为待定矩阵。正则方程式(19)与终端条件式(20)组成

如下两点边值问题： 
1 T 1

T

( ) ( ) ( )
( )

( ) 0( )

n
D f

t t
t

tt

        
              

A BR B BL L h x
v

Q A



 


 

0(0)

( ) ( )f f ft t

   
   

   Q

 
 

           (23) 

求解两点边值问题(23)得到最优调节器： 
1 T T( ) ( )[ ( ) ( )]t t t t  R B P z          (24) 

其中， ( )tP 是Riccati矩阵微分方程： 
T 1 T

1 1 12 12 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) , ( )f f f f f f

t t t t t

t t t

    
   

P P A A P P BR B P Q

P Q P Q P Q


 (25) 

的唯一半正定解，将式(22)代入式(25)得到： 

1 121 12

TT
12 212 2

T T T
1 12 1 12

T TT
12 2 12 2

1 121 T

T
12 2

( ) ( )( ) ( ) 0

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )0

( ) ( )
0

0 ( ) ( )

t tt t

t tt t

t t t t

t t t t

t t

t t


      
            

     
      

      
       

P PP P A

NCP PP P

P P P PA C N

P P P P

P PB
R B

P P

 
  



1 12

T
12 2

1 1 12 12 2 2( ) , ( ) , ( )f f f f f ft t t

  
   

   
  

Q Q

Q Q

P Q P Q P Q (26)

 

进一步展开式(26)即得到矩阵微分方程式(15)。

再将式(22)代入式(24)得到最优控制： 
1 T

1 12( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]t t t t t   R B P z P      (27) 

将式(27)代入非线性控制式(7)得到系统式(1)的

非线性内模扰动抑制控制器： 
1 1 1 T

1 12

( ) ( ( )) { ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )]}

n n
g f ft

t t t t

     



u L L h x L h x R B

P z P 
  (28) 

将转换式(4)代入式(28)即得到控制律式(14)。证毕。 
由2.2节可见， ft 有限时增益矩阵 ( )tP 是时变

的；但随着 ft ， ( )tP 最终趋于一常数矩阵，即

lim ( )
f

f
t

t


P P [8]，因而不加证明地给出无限时域非

线性内模扰动抑制控制律： 

定理 2  受持续扰动式(2)作用的非线性系统 

式(1)在无限时域的非线性内模扰动抑制控制律为： 
1 1 T1

1 12

( ) ( ( )) { ( )

[ ( }( ) )]

n n
g f ft

t

  



 u L R B

PT P

L h x L h x

x 
   

(29) 

其中， 1P 、 12P 是矩阵方程： 
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T T T T 1 T
1 1 12 12 1 1 1

T T T 1 T
12 12 2 1 12 12

T T 1 T
2 2 12 12 2

0

0

0







      


    
    

A P P A P NC C N P P BR B P Q

A P P C N P P BR B P Q

P P P BR B P Q



 

 

(30) 

的唯一正定解，其相应的二次型性能指标为： 
 T T

 0
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) dt t t t t


    J Q R        (31) 

或平均二次型性能指标为： 

T T

0

1
( ( )) lim ( ) ( ) ( ) ( ) d

T

T
t t t t t

T
    J Q R      (32) 

3  仿真示例 

考虑非线性系统： 

2

2
1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

6 ( ) 4 ( ) 2 ( )

( )

0

( ) [1 0]

0

1

)

1

(

t t

t
t t

t t t

t

t

D

t



            

 

  

  


  



f x g x u

x

x x x

y x

x v

u v



 (33) 

则 

1

0 1 0 1
[ , ]

12 4 2 1 2fad
      

                

f
g f g g

xx
 

对所有 ( )tx ，有矩阵： 
0 1

( ) ,
1 2fad

      
 

x g g  

的秩为2，所以分布 span{ }g 是对合的，由引理2

可知系统式(33)可全状态线性化。令 1( ) h x x ，则变

量代换： 

1 1 2 2( ) , ( )f x   z h x x z L h x  

将状态方程式(33)转换为标准型： 

1 2

2
2 1 1 2

( ) ( )

( ) 6 ( ) 4 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

t t

t t t t t t




     



z z

z z z z u v
  (34) 

由反馈线性化原理可知，状态反馈控制为： 
2
1( ) 6 ( ) ( )t t t u z  

使得非线性系统式(34)的闭环系统为线性系统： 

1 2

2 1 2

( ) ( )

( ) 4 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

t t

t t t t t


     

z z

z z z v


 

    (35) 

考虑系统式(33)受到正弦扰动： 

1 2 2 1 1( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )t t t t t t   w w w w v w    (36) 

的持续作用，也即正弦扰动信号为： 

2 2
[sin( )] , 1t

s

 


 


  

由该构造与其动态特性相同的内模补偿器为： 
0 1 0

( ) ( ) ( )
1 0 1

t t t
  

       
  y  

选择平均型二次型性能指标式(32)，其中权重矩

阵 1 2 =diag(1,1)Q Q ， T
12 12 1  Q Q Q ， 1R 。根据

定理2设计非线性内模扰动抑制控制器(IMOC)为： 
2 1 T
1 1 12( ) 6 [ ( ) ]t t  u x R B P x P   

同时设计非线性前馈反馈扰动抑制控制器

(FFOC)，将二者作用下的系统响应进行比较，得到

的闭环系统状态、控制器输入及扰动状态和内模状

态的轨迹曲线如图1～图4所示。 
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     图1  正弦扰动作用下状态 1x 的轨迹曲线 
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      图2  正弦扰动作用下状态 2x 的轨迹曲线 
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     图3  控制器输入 u 的轨迹曲线 



  第1期                        雷靖，等:  非线性系统全状态线性化内模扰动抑制 

 

75  

0 

1
振
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时间/s 

0

1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 
   a. 扰动状态 w  

0 

1

振
幅

 

时间 s 



0

1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

 
   b. 内模状态   

   图4  两种状态下的轨迹曲线 

从仿真结果可以看出，非线性内模扰动抑制控

制器作用下的闭环系统渐近稳定，不存在系统静差；

而非线性前馈反馈扰动抑制控制器作用下的闭环系

统虽然得到稳定，但是仍然存在系统静差，不能够

完全消除扰动对系统的影响。并且，内模控制付出

的能量多于前馈反馈控制的控制量；内模补偿器与

扰动的动态特征相近。 

4  结  论 

运用全状态线性化原理所设计的非线性内模扰

动抑制控制器能够消除系统的开环非线性因素；且

能够消除系统静差；仿真证实了其有效性和简便性。 
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