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时域磁场积分方程时间步进算法后时稳定性研究 
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【摘要】从理论上推导得到时域磁场积分方程时间步进算法感应电流后时稳定的充分必要条件，该条件可以有效地判断

时域磁场积分方程时间步进算法的后时稳定性。基于时域磁场积分方程时间步进算法及稳定性条件提出了一种改进算法，该
算法可以保证感应电流后时稳定。通过数值算例验证了推导的时域磁场积分方程时间步进算法后时稳定条件的正确性，改进
算法比原算法有更好的计算精度。 
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Based Marching On-In Time Algorithm 
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Abstract  The necessary and sufficient condition of late-time stability of time-domain magnetic field integral 

equations (TDMFIE) based marching on-in time (MOT) algorithm is obtained through theoretical derivation. Using 
the condition, the late-time stability of TDMFIE-MOT algorithm can be estimated accurately. Based on the 
condition, an improved algorithm is proposed to ensure that the transient currents are stable in the late-time. The 
stability condition is validated by numerical results. It is also validated that the improved algorithm is more 
accurate than TDMFIE-MOT algorithm. 
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随着宽带电磁信号以及非线性系统的工程应用

越来越广泛，用于分析瞬态电磁散射问题的时域积

分方程方法[1-3]研究日趋活跃。时域积分方程方法相

比时域微分方程方法，具有计算精度高、自动满足

辐射边界条件、更适合分析表面散射体等特点。但

是，利用时间步进(MOT)算法在求解时域积分方程

时，会存在两个主要问题：后时不稳定问题以及存

储量、计算量大的问题。为降低算法计算量，基于

算法的加速算法等改进方法成为近十几年时域积分

方程研究领域一项重要研究内容，其中时域平面波

(PWTD)[4]算法、FFT-MOT[5]方法等对时域积分方程

方法的计算效率都有较大的提高。关于改进MOT算

法后时不稳定的研究也很多，早期的研究主要采用

隐式时间步进算法代替显示时间步进算法[6-8]，稳定

性虽有所改善，但不能完全解决TDIE-MOT算法的

后时不稳定问题。近期关于精确计算时域阻抗元素

可以消除TDIE-MOT算法后时不稳定[9-11]的研究具

有较大进展，但是这些研究还没有从理论上得到阻

抗元素与算法稳定性定量关系。本文首先从理论上

推导得到时域磁场积分方程(TDMFIE)MOT算法后

时电流稳定的充分必要条件，该条件与入射波无关，

而仅与时域阻抗矩阵相关。其次本文基于TDMFIE- 

MOT算法，提出了一种针对计算误差导致后时不稳

定性的改进算法，该算法可以保证感应电流后时稳

定。 后通过数值算例验证了本文推出的时域磁场

积分方程MOT算法稳定性条件的正确性，本文提出

的改进算法比原算法有更好的计算精度。 

1  TDMFIE-MOT算法 

假设闭合金属导体的表面为 S ，其外法线方向

为 n̂ ，入射磁场为 inc ( , )tH r ，该磁场在理想导体表

面 S 所产生的感应电流为 ( , )tJ r ，利用理想导体表

面磁场所满足的边界条件，可以得到时域磁场积分

方程(TDMFIE)为： 
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式中，R  r r ；t R c 为推迟时间； 1c  为

光在媒质中传播的速度。 

将感应电流用空间基函数 ( )nf r 、时间基函数

( )T t 展开后，带入式(1)，可得到以下矩阵方程： 
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式(2)即为MOT算法的基础矩阵方程，通过时间步的

递推，可以得到每一时间步上的感应电流 kJ 。 

2  TDMFIE-MOT算法的稳定性条件 

根据TDMFIE-MOT算法所产生的阻抗矩阵的

性质[12]：当 0 l N≤ ≤ 时，(其中 int( ) 1N R c t  )，

矩阵 H
lM 会随参数 l 的变化而变化；而当 l ＞ N 时，

矩阵 H
lM 为零矩阵。因此，假设时刻 k ＞ N 时，式

(2)做适当变化，可得： 

H 1 inc,H H 1 H
0 0

1

( ) ( )
N

k k l k l
l

 




    J M V M M J   (5) 

根据式(5)可以看出，感应电流 kJ 由入射波的贡

献(式中等号右端第一项)与之前时刻感应电流的累

积(式中等号右端第二项)相关。当 k 足够大时，入射

波的贡献相对较小，这是由于脉冲形式的入射波当

时间大于某一值时衰减非常快(例如高斯脉冲、调制

高斯脉冲等)或已经为零(如方波、三角波等)，因此

感应电流 kJ 的稳定性主要取决于前面时刻电流的

累积。当 k 足够大时，可以将式(5)写为矩阵形式： 
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式中，矩阵 A 为： 

1 2 1

s

s

s

N

N

N

H H H H
N N N 

 
 
 
   
 
 
  





    




0 I 0 0

0 0 I 0

A

0 0 0 I

P P P P

      (7) 

式中
sNI 为 sN 阶单位矩阵； sN 为未知量总数；

1
0( )H H H

i i
  P M M ； 1,2, ,i N  。矩阵 A 与 k 无 

关，因此，可以将式(6)看作迭代求解的迭代格式，

矩阵 A 为迭代矩阵，根据矩阵理论，序列 kJ 收敛的

充分必要条件是矩阵 A 的谱半径小于1，即： 
( ) A ＜1              (8) 

上式即为判断TDMFIE-MOT算法后时是否稳定的

充分必要条件。从式(7)可以看出决定TDMFIE-MOT

算法稳定性的是时域阻抗矩阵，而与入射波形式无关。 

3  基于时域磁场积分方程时间步进算 
法的后时稳定性改进算法 

从式(8)可以看出，若要改善TDMFIE-MOT算法

的稳定性， 直接的方法即为减小矩阵 A 的谱半径。

对于由计算误差导致的TDMFIE-MOT算法后时不

稳定性，通常情况下矩阵 A 的谱半径略大于1，在该

情况下可以通过增加后时收敛因子保证TDMFIE- 

MOT算法的稳定性。改进算法可以表示为： 
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式中， latek 表示后时响应起始时刻； 表示后时收敛

因子。根据式(9)可以得到，当 k 足够大时，改进算

法对应的迭代矩阵的谱半径为 ( )  A 。这样可以

通过适当选取  使迭代矩阵谱半径小于1，从而保证

改进算法后时稳定。算法中需要确定两个参数： 

1) 后时响应起始时刻 latek 可以通过下式计算：  

late in( )k k N            (10) 

式中， ink 为入射波峰值过后，下降到峰值千分之一

时对应的时间步数； 为考虑的耦合次数，通常可

以取5～8。 

2) 后时收敛因子  需要满足： 
1

( )





A
              (11) 
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对于由计算误差导致的TDMFIE-MOT算法的后时

不稳定性，  可以直接选取为接近1的常数(如0.99、

0.95)，这样对于未知量数目较大的目标，无需计算

矩阵 A 的谱半径，可以提高计算效率。 

改进后的算法计算结果总能保证感应电流后时

稳定，符合能量有限原理。与原算法相比改进方法

仅针对后时响应有所改变，前面时刻响应与原算法

的计算精度相同，而后时计算结果优于发散的原结

果，因此改进算法与原算法相比有更好的计算精度。 

4  数值算例 

假定入射电场为： 

inc 2ˆ4
( , ) exp( )t

T



 

x
E r        (12) 

式中， 4( )wct ct T    r k ；参数 4T  。入射方

向 ˆ ˆk z 。 

4.1  TDMFIE-MOT算法稳定性条件的验证 

首先计算边长为1.0 m、中心位于原点的立方

体，立方体被剖分为240个三角形单元，未知电流数

目为360个。图1比较了不考虑感应电流的累积(式(2)

右端第二项)而仅仅考虑入射波项(式(2)右端第一项)

的情况下，与TDMFIE-MOT算法在时间步长分别取

0.3、0.5、0.7 ns时，立方体表面(0.5 m，0，0)处的

感应电流大小的计算结果。从图中可以看出，仅考

虑入射波时，感应电流在 t 较大( t  100 ns)时，已经

变得很小，这说明后时感应电流的稳定性主要是由

之前时刻的感应电流累积项所决定的。当时间步长

分别取0.3、0.5、0.7 ns时，计算出的矩阵 A 的谱半

径分别为1.004 7、0.995 9、0.986 2。从图1中可以看

出，当时间步长为0.5 ns与0.7 ns时，感应电流收敛，

TDMFIE-MOT算法后时稳定，而当时间步长为0.3 ns

时，感应电流后时不稳定，这与利用式(8)判断的结

果一致，同时还可以看出，矩阵 A 的谱半径越小，

感应电流收敛越快。 

然后再利用TDMFIE-MOT算法计算底面半径

为0.2 m，高为0.8 m且沿 z 方向，中心位于原点的圆

柱目标，圆柱被剖分为420个三角形单元，未知电流

数目为630个。图2给出了时间步长分别取0.3、0.5、

0.7 ns时，位于圆柱表面(0.2 m，0，0)处的感应电流

大小计算结果。当时间步长分别为0.3、0.5、0.7 ns

时，计算出的矩阵 A 的谱半径分别为1.006 7、0.994 3、

0.997 4。同样地，图2给出的计算结果与采用式(8)

判断出的TDMFIE-MOT算法稳定性一致。 
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图1  中心位于原点、边长1 m的立方体表面(0.5 m,0,0) 

处的感应电流大小计算结果 
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图2  中心位于原点、边长为1 m的立方体表面(0.5 m,0,0) 

处的感应电流大小 

从以上两个算例可以看出，本文推导的

TDMFIE-MOT算法稳定性条件可以准确地判断该

算法的后时稳定性。 

4.2  基于TDMFIE-MOT算法的后时稳定性改进算 

法精度验证 

首先以4.1节中的立方体目标为例，时间步长取

0.3 ns，利用本文的后时稳定性改进算法。首先由式

(10)可以得到 late in( ) 100 5 19 195k k N      ；其

次  选取为0.99，立方体表面(0.5 m，0，0)处的感

应电流大小计算结果如图3所示。从图中可以看出，

后时感应电流的计算结果已经变得稳定。图4给出了

TDMFIE-MOT算法后时稳定性改进算法取前500时

间步计算的结果进行傅里叶变换得到的100 MHz和

200 MHz在扫描面 XOZ 面的双站RCS与仿真软件

FEKO计算的结果比较。从图中可以看出，在100 

MHz时，TDMFIE-MOT算法、后时稳定性改进算法

计算结果非常接近并且与FEKO计算的结果基本吻

合；而在200 MHz时，TDMFIE-MOT算法的结果与

FEKO计算的结果已经相差很大，后时稳定性改进算

法的计算结果仍与FEKO计算的结果比较吻合，说明

本文提出的基于TDMFIE-MOT算法的后时稳定性
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改进算法不仅可以保证感应电流的后时稳定性同时

具有更好的计算精度。 
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图3  利用后时稳定性改进算法计算中心位于原点、边长为 

1 m的立方体表面(0.5 m,0,0)处的感应电流大小 
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      b. 频率为200 MHz 

图4  分别利用TDMFIE-MOT算法与后时稳定性改进算法计

算的中心位于原点、边长为1m的立方体 XOZ 面的双站RCS
与FEKO软件计算结果的对比 

然后以4.1节中的圆柱目标为例。时间步长取 

0.3 ns。利用本文的后时稳定性改进算法，首先由式

(10)可以得到 late in( ) 100 5 10 150k k N      ，其

次  选取为0.99，计算得到的圆柱表面(0.2 m，0，

0)处的感应电流大小随时间变化的结果如图5所示，

从图中可以看出感应电流后时计算结果也已经变得

稳定。图6给出了TDMFIE-MOT算法、后时稳定性

改进算法取前500时间步计算的结果进行傅里叶变

换得到的100 MHz和200 MHz在扫描面 XOZ 面的双

站RCS与仿真软件FEKO计算的结果比较，从图中可

以看出，TDMFIE-MOT算法与后时稳定性改进算法

的计算结果基本一致，而且都与FEKO计算的结果比

较吻合。 
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图5  利用基于TDMFIE-MOT算法的后时稳定性改进算法计

算的底面半径为0.2 m、高为0.8 m且沿 z 方向、中心位于原

点的圆柱体表面(0.2 m,0,0)处的感应电流大小随时间变化的

结果(时间步长为0.3 ns) 
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      b. 频率为200 MHz 

图6  利用TDMFIE-MOT算法、后时稳定性改进算法计算的

底面半径为0.2 m、高为0.8 m且沿 z 方向、中心位于原点的

圆柱体 XOZ 面的双站RCS与FEKO软件计算结果的对比 
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从以上两个算例可以看出，本文提出的后时稳

定性改进算法可以确保感应电流后时稳定。在计算

目标RCS时，改进算法的计算精度不低于原算法的

计算精度。 

5  结  论 

本文通过推导得到TDMFIE-MOT 算法的后时

稳定性充分必要条件，即矩阵 A 的谱半径小于1，并

通过算例验证了上述结论。该条件可以作为时域磁

场积分方程时间步进算法稳定性的理论基础，开展

更深层次的研究。根据TDMFIE-MOT算法后时稳定

的条件，本文提出了一种解决由计算误差(矩阵 A 的

谱半径大于1，但与1非常接近)导致的后时不稳定性

的改进算法，通过算例验证了该改进算法既可以保

证感应电流后时稳定，同时具有更好的计算精度。 
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