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基于高斯-赫米特源项展开法的X射线自由电子激光研究 
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【摘要】利用光场的高斯-赫米特源项展开法，推导了粒子运动一维方程加三维修正和光场幅度、光束半径、瑞利参数的

非线性方程组，编制稳态Matlab FEL code程序，初始粒子加载与国际通用软件Genesis进行对比，吻合很好。新程序对于X射
线FEL理论研究的深化，实验装置的设计和改进具有重要意义。 
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Abstract  Using light field Gaussian-Hermite source term expansion method to derive the nonlinear 

equations of one-dimensional FEL equation plus three-dimensional correction for particle and amplitude, the beam 
radius, Rayleigh parameters for light field, the steady-state Matlab code has been developed. The initial particle 
loading is consistent with each other for self-amplified spontaneous emission (SASE) single pass using new code 
and Genesis. The presented code is valuable for improving the X-ray FEL design.  
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第四代X-ray自由电子激光装置耗资巨大，要求

从理论上对FEL做深入的探讨[1-9]，进行实验研究。

因此进行详细的数值模拟就显得尤为重要，本文采

用对光场进行Gauss-Hermite[10]展开的数理模型对

X-ray自由电子激光进行研究。  

1  高斯-赫米特源项展开法 

假定电子束在传输过程中没有横向聚束力。得

到简化粒子运动方程[11]如下：  
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式中， j 为第 j 个粒子相位； j 为无量纲能散； jx

为横向位置； jP 为动量； uk 和 k 分别是摇摆器和辐

射 光 场 的 波 数 ； K 为 FEL 的 摇 摆 器 参 数 , 

/ u eK eB k m c ， B 为摇摆器磁场的最大值； [ ]JJ 为

标准的贝塞尔函数因子。 

引入单粒子相空间分布函数 ( , , , , )f z x p ，通

过守恒方程 d / d 0f z  和式(1)～式(4)，可得到如下

无碰撞波尔兹曼方程： 
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式(5)在横向相空间( x , p )的未扰动方程解为： 
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将式(6)代人无碰撞波尔兹曼方程式(5)，可得： 
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为了消除横向自由度，将式(7)对( x , p )作积分，

先对前两项简单积分，可得：  
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而对于第三项积分较复杂，只对Gauss-hermite

最低价模式进行分析可得：  
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将式 (9)代入式 (7)中的第三项，并且对横向

( ( , )x yx , ( , )x yp pp )作积分，忽略辐射光场的复

数项： 
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先对横向分量进行积分，令 , , ,/x y x y px py   ，并利

用积分恒等式：  
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第三项最终可得如下形式： 
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定义耦合因子为： 
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最终得到无碰撞波尔兹曼方程为： 
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从上可得简化的单粒子运动方程： 

2 2

, ,

d
2 ( )

d 2j u j p x p y

k
k

z
            (15) 

i i

2 2

d [ ] ( , ) ( , )
e e

d 2 ( ) ( )j

e

eK JJ z z

z m c z z
  

  






 
  

 

 
  (16) 

粒子通过麦克斯韦波动方程耦合到场方程中，在旁

轴假设条件下有： 
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结合式(6)和式(9)再横向积分，利用Hermite常微

分方程的恒等式、递归式和Hermite函数的正交性，

经过复杂推导可得 场方程、、 光场模式参数

方程为： 
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其中 
2 2 2
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对式(19)进行分解，可得光束半径( ,x y  )和瑞利参

数( ,x y  )微分方程为： 
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最后得到辐射电场的微分方程为： 
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2  编制数值模拟软件Matlab FEL 
code 

2.1  处理辐射光场方程 

编制新模拟软件相对于目前通用软件TDA3D[12]

和Genesis1.3[13]所采用的方法不同，将光场进行

Gauss-Hermite多项式展开，利用Matlab内置的ODE

解算器求解，精度较高。 

2.2  “quiet start”加载宏粒子 

电子束初始加载(quiet loading)的程序编写很重

要(SASE是一种无输入信号的单程放大器，主要依

赖电子束中的噪声或是自发辐射，因此光场放大过

程及输出特性具有很强的随机性，程序的初值问题

很重要)。对于编制一个FEL程序，首先加载初始宏

粒子，其数目远远小于实际一个波长内的电子数目

N 。而SASE FEL模拟程序开始于小信号，必须压

制数值噪声，否则就会模拟不出真实情况，甚至出

现伪信号，原则上需要初始电子均匀加载。而通常

采取随机数加载，有： 
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初始电子加载有一定群聚，如 n 越小，初始电子群

聚越严重，导致模拟过程离实际越远。为减少数值

噪声的影响，同时降低不同取样变量之间的关联，

采用 Hammersley's sequence[12]产生随机数，定义如

下： 
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式中， ( )r j 以 r 为基的反转自由基函数 (radical 

inversion function)，即： 

1 2 1

0 1 0 1( ) ,r j a r a r j a a r           (24) 

这就产生一系列互不相干的数，如 3r  ，得到

[1/ 3,2 / 3,1/ 9,1/ 3 1/ 9, ]  。 

对 Hammersley squence 加载和随机数宏粒子初

始加载对比，可从图 1 和图 2 中看出。图 2 具有明

显的局部聚束，而图 1 宏粒子分布相当均匀。对于

Hammersley 序列，只要取不同的基、基之间没有倍

数关系、也不能取基的大小与取样数目相近，那么

序列的相关性就忽略不计，本程序选基为质数

2,3,5,7,9,11,13。 
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图 1  Hammersley sequence 初始宏粒子加载 
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图 2  随机数初始宏粒子加载 

相位取样如果直接采用 Hammersley squence 产

生的均匀随机数加载到一个周期 [ , ]  上，计算结

果比随机加载改良情况高出 3 个数量级。采用“镜

像”采样方式，首先在 [ , 3/ 4 ]   加载 1/4 的初始

宏粒子，然后依次移动相位1/ 4 , ,3 / 4  ，并加载

1/4 初始宏粒子。这种方法可以保证初始聚束因子约

为 0；而能量分布采用高斯分布。 

2.3  验证Matlab code初始加载 

粒子相空间三维初始加载与目前通用模拟程序

Genesis对比。 

图 3 所示为横向 x 方向动量与位置图，y 方向与

之类似。图 4 所示为采用相同 Hammersley base 的粒

子相空间图。对比发现，Matlab FEL code 程序初始

三维加载可信。 
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   a. Genesis初始粒子加载 
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   b. Matlab code初始粒子加载 

图3  Genesis和Matlab code初始三维粒子加载 
横向动量 xP 和横向位置 x 对比图 
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   a. Genesis初始相空间加载 
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   b. Matlab code初始相空间加载 
图4  Genesis和Matlab code初始三维粒子加载相空间对比图 

3  验证Matlab code的正确性 

为了确保程序能够正确模拟FEL，特对其进行

SASE模拟，采用辐射光波波长为43 nm，参数如表1

所示。       

表 1  43 nm SASE 的自由电子激光参数 
参数 数值 

电子束参数 

归一化发射度/mmrad 4107  
束能量/GeV 2.4 
能散/KeV 48 
电流/A 100 
束斑/m 3.5105 

发射参数 

波长/nm 43 
瑞利半径/m 33.5 
束腰位置 0 

激发功率/W 1 

摇摆器参数 
归一化参数 7.225 
周期/m 0.07 
长度/m 140 
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图5  光场辐射功率随摇摆器长度变化图 
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图 6  粒子相空间随摇摆器长度的变化 

从图5可看出，光场输出功率在摇摆器长度到 
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60 m以后达到饱和且最大，得到合理的饱和长度，

说明程序可信。图6所示为粒子相空间随摇摆器长度

的变化演示图。在摇摆器长度内等间距的选取9点观

察点，在46.62 m时，电子束开始出现聚束效应；到

62.16 m时已经达到饱和；过了该点后，电子束开始

出现过饱和现象。与图5中光场输出功率随摇摆器长

度变化一致。 

4  结 束 语 

本文用高斯光场的赫米特源项展开法，推导了

FEL的粒子一维方程加三维修正和光场参数的非线

性方程组，采用Matlab内嵌ODE解算器来编制FEL

稳态程序Matlab FEL code，并用Genesis程序对比初

始加载宏粒子及以43 nm自由电子激光参数为例进

行模拟，程序可靠。 
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