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时间约束下k/N(G)机群任务可用度的建模方法 
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【摘要】考虑执行任务过程中运行时间和维修时间的约束，提出一种评估k/N(G)机群任务可用度的简便建模方法。构建

机群运行过程和时间模型图，分析机群与系统之间运维时间的关系；基于系统任务可用度的解析式，推导出n/N(G)机群任务

可用度的解析式；选用解析与仿真相结合的方法，建立机群维修过程的随机Petri网模型，结合n/N(G)机群任务可用度的解析

式给出模型参数的计算方法；利用已知参数的仿真模型可得时间约束下k/N(G)机群的任务可用度。通过算例分析揭示机群任

务可用度随着运行时限、维修时限的变化趋势，以及与无时间约束下k/N(G)机群可用度的差异。 
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Abstract  Under runtime and maintenance time constraints during a mission, a simple and efficient modeling 

method is presented to evaluate mission-availability of k/N(G) fleet. The diagrams describing the fleet operational 
process and mission-time are given to analyze the relationship of runtime and maintenance time between systems 
and the fleet. An analytical formula for n/N(G) fleet is deduced by using the formulas of system 
mission-availability. By combining analytical and simulation methods, a stochastic Petri net model for maintenance 
process of fleets is given, and the parameters of the model is calculated by combining the analytical formula. The 
mission-availability of k/N(G) fleet under time constraints is obtained by the simulation model with the parameters. 
A numerical example is given to illustrate the trends of mission-availability of k/N(G) fleet under operational 
time-limit or maintenance time-limit, respectively, and the mission-availability difference between time constraints 
and no time constraints. 
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由多个单元组成，共同合作完成一些具体任务

的多主体系统，如大型核电机组、风能发电厂、机

器人机群、舰队、导弹群和无人机群[1]等，常被统

称为机群(Fleet)[2]。在机群特性研究中，可用性分析

是一个重要的研究课题。机群任务可用性的建模与

分析对于设计一个高效、经济的系统是必要的。 
近年来，在机群(多主体系统)层面上的可用性研

究已逐渐引起学者的关注。在研究过程中，根据机

群运行条件的不同，可将机群划分为不同的类型。

根据机群中系统是否独立可分为独立和非独立机

群；根据机群是否冗余可分为冗余和非冗余机群；

根据机群中系统是否同质，可分为同质和非同质机

群。研究者针对不同运行条件下机群可用度的评估

开展了研究。文献[3]针对独立并联同质机群，在系

统失效和维修时间都服从指数分布且维修工充足的

条件下，建立机群状态转换的马尔可夫模型，然后

根据马尔科夫理论，给出了评估机群稳态可用度的

方法。针对非独立冗余同质机群，文献[2]同样建立

机群的马尔科夫模型，通过模型中系统失效率的变

化来描述机群中系统之间的影响，提出了一种非独

立机群的建模方法。文献[4]针对非独立不同质机群

中系统之间的影响和功能不同的情况，采用随机回
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报网(stochastic reward net，SRN)，建立了非独立不

同质机群的SRN模型。SRN是随机Petri网(stochastic 
petri net，SPN)的一个分枝，随机Petri网以研究模型

系统的组织结构和动态行为为目标，着眼于系统中

可能发生的各种状态变化以及变化之间的关系[5]。

SPN与马尔科夫模型相比，在多个方面提高了模型

的描述功能，有效地提升了建模效率和分析能力。 
文献[1-4]考虑了机群运行过程中是否独立、是

否同质及是否冗余的情况，但在实际工程应用中，

机群执行一项任务时往往有时间限制。文献[6]体现

了任务时限和维修时限的要求，将装置时间约束下，

单次任务可用度评价模型推广到多次任务，给出ICF
激光装置多次任务可用性评价模型、评价方法及分

析步骤。但将该方法直接运用到机群任务可用度的

评价时，会暴露出模型变量增加和计算复杂等问题，

并且在对具体运行的机群进行任务可用度定量分析

时，由于存在应用条件的限制，很难确定其失效次

数及运行时间和维修时间的具体分布[7]。为此，文

献[7]采用计算机数字仿真方法，依据对失效和修复

状态的识别，确定各系统的工作状态，建立了可用

性仿真逻辑关系，得到机群可用度的估计值。但该

方法计算复杂且不能给出机群任务可用度的精 
确值。 

鉴于以上问题，本文在机群独立同质的条件下，

考虑机群运行和维修时间的限制。通过分析机群的

运行状态，给出机群与系统之间的运维时间关系，

得到机群运行和维修时间的具体分布以及精确评估

n/N(G)机群任务可用度的解析式，简化了机群任务

可用度的计算方法；采用SPN模型描述时间约束，

并结合n/N(G)机群的解析式给出SPN模型参数的求

解方法，通过仿真得到k/N(G)机群的任务可用度。 

1  理论和方法研究基础 
可用性是系统在规定的使用与维修方式下，在

给定的时间内能够完成规定功能的能力。依据系统

工作和非工作时间的定义，系统可用度有多种形式：

瞬时可用度[8]、任务可用度[9](区间可用度)和稳态可

用度。不同形式的可用度其对应的评估方法不同。 
1.1  时间约束下系统的任务可用度评估方法 

文献[10]提出一种时间约束下系统的任务可用

度模型，其描述为：对于可修系统，在计划运行时

间T 内，在所有失效的累积修复时间不超过维修时

限条件下，成功执行任务的概率。具体公式为： 

1
,

1

( , ) 1 ( ) [ ( ) ( )] ( )m m
i d i i i i m d

m

A T T F T F T F T G T
∞

+

=

= − + −∑  

(1) 
式中， ( )iF t 是系统的 累积失效分布函数；

1( ) ( )m m
i iF T F T+− 是在 (0, )T 内发生 ( 1,2,3, )m m = 3

次失效的概率； ( )m
iF t 是在 (0, )t 时间内发生不少于

m 次失效的概率； , ( )i m dG T 是指系统 m 次累积维修

时间之和小于 dT 的概率，而且每次维修时间服从

( )iG t 分布函数。式中前一部分是指系统在 (0, )T 时

间内没有失效的概率，后一部分是指在 (0, )T 时间内

失效，且在 (0, )dT 内维修完好的概率。其中， ,m ( )iG t
可根据 ( )iG t 得到，当 ( )iG t 属于指数分布， ,m ( )iG t 为

Gamma分布函数。 
同样条件下，文献[6]给出式(1)的简化形式： 

( , ) 1 ( ) ( ) ( )i d i i i dA T T F T F T W T= − +      (2) 
式中， ( )i dW T 表示在 (0, )dT 内系统维修完好的概率。 

1.2  无时间约束的k/N(G)机群可用度建模方法 
k/N(G)机群为含有 ( 1,2, )n n =  个系统的机群。

k/N(G)机群正常工作要求组成机群的 n 个系统中至

少有k个系统正常工作[11]，其中 k n≤ 。当 1k = 时，

n个系统组成并联机群；当 k n= 时， n 个系统组成

串联机群，也即n/N(G)机群。 
针对独立同质k/N(G)机群，假设机群中系统修

复如新，在系统的失效和维修时间都服从参数为 λ
和 µ 的指数分布，且只有一个维修工的情况下，文

献[2]用生灭过程描述机群的运行状态，并给出了其

可用度的评估方法。 
设机群的状态空间数为n。n, n−1, n−2,  , k, 

 , 3, 2, 1, 0表示机群系统中处于正常工作状态的

系统个数， iπ 为机群中有i个系统正常工作的稳定概

率。机群的状态如图1所示。 
 

n … 1 0 

µ µ µ µ 

n−1 

(n−1)λ nλ 2λ λ 

…  
图1  k/N(G)机群状态图 

由马尔科夫及更新过程理论，可得k/N(G)机群

的稳态可用度为：  

1
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−

==
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2  时间约束下机群运行状态描述 
以本文描述的机群为基础，考虑运行时限和维
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修时限的条件，分析机群的运行状态。 
机群中系统存在运行和修复两种状态。机群运

行的系统数量满足任务要求的条件下，机群的运行

和维修时间没有超过运行和维修时限时机群可用，

反之机群不可用。 
设 ,i jt 和 ,i jτ 分别表示第 i ( 1,2, , )i n=  个系统第

j ( 1,2, , )j m=  次的运行时间和失效后的维修时间

且都服从指数分布，如图2所示。 it 和 iτ 分别表示系

统 i 失效m 次的累积运行时间和累积维修时间，有： 

,
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图2  系统运维时间图 
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图3  机群运维时间图 

机群运维时间图如图3所示，t 为机群运行时间，

T 为运行时限， dt 为机群维修时间， dT 为维修时限。

机群可用应满足的时间约束为 0 d dt T< ≤ ，且

0 t T< ≤ 。 
由于有系统失效，机群中其他系统继续运行，

机群的运行时间应为最长的系统累计运行时间，如

图2所示。机群与系统运行时间的关系可表示为：  
      1,2, ,it t i n= ≥               (4) 

在一个维修工的情况下，无论机群中失效的系

统有几个，只有一个系统完成维修后，才能进行下

一个系统的维修。因此，机群的维修时间为各失效

系统的累积维修时间之和，有：  

1

n

d i
i

t t
=

= ∑                  (5) 

经过上述分析，找出了机群与系统运维时间的

关系，从而容易将对机群的时间约束转化为系统的

时间约束，并得到机群的运行和维修时间分布。 

3  时间约束下n/N(G)机群任务可用度 
的解析式 
基于时间约束下系统任务可用度的评估方法，

参考式(1)，给出机群在运行时限T 内，在所有失效

的累积修复时间不超过维修时限 dT 条件下，成功执

行任务的概率为：  

1

1

( , ) 1 ( ) [ ( ) ( )] ( )m m
d m d

m

A T T F T F T F T G T
∞

+

=

= − + −∑  (6) 

式中， ( )F t 为机群的累积失效分布函数； ( )mG t 为机

群在内 (0, )t 完成m 次维修的概率。  
当系统的失效时间服从参数为 λ 的指数分布

时，机群在 (0, )T 内无系统发生失效的概率为： 

[ ]
1

1 ( ) 1 ( ) e
n

n T
i

i

F T F T λ−

=

− = − =∏       (7) 

由式(4)可知，机群运行时间为n个系统中最长的

累计运行时间，机群发生m次修复如新后运行时间 t
服从 ( , )m nΓ λ 分布。则机群在 (0, )T 内发生不小于m
次失效的概率为： 

1

0

( )( ) ( ) 1 e
!

m j
m n T

j

n TF T P t T
j

λ λ−
−

=

= = − ∑≤  

从而得到机群在 (0, )T 内发生 ( 1,2, )m m =  次

失效的概率： 

1 ( )( ) ( ) e
!

m
m m n T

F F
n TF T F T

m
λ λ+ −− =       (8) 

同理，由式 (5)可知，机群维修时间 dt 服从

( , )mΓ m 分布，机群在维修时限内完成维修的概率为： 
1

0

( )
( ) 1 e

!
d

jm
T d

m d
j

TG T
j

m m−
−

=

= − ∑        (9) 

将式(7)～式(9)的结果带入式(6)，得到时间约束

下n/N(G)机群的任务可用度为： 

1

1 0

( , ) e

( )( )e 1 e
! !

d

n T
d

jmm
Tn T d

m j

A T T

Tn T
m j

λ

mλ mλ
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∞ −
−−

= =

= +

    −   
     

∑ ∑
   

(10)
 

从式(10)的第二部分可以看出，n/N(G)机群容易

找到失效次数与维修次数的一一对应关系。但对于

k/N(G)机群，这种对应关系很难获取。 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 43 卷   946 

4  时间约束下k/N(G)机群任务可用度 
的评价方法 
对于时间约束下k/N(G)机群任务可用度的评价

公式，可参考式(2)的推导思路[6]，得到： 
( , ) 1 ( ) ( ) ( )d dA T T F T F T W T= − +      (11) 

式中， ( )dW T 表示在 (0, )dT 内k/N(G)机群维修完好的

概率。将式(7)的结果带入式(11)，有： 

e (1 e )( , ) ( )n T n T
d dA T T W Tλ λ− −−= +     (12) 

式中， ( )dW T 的值与机群中处于维修状态的系统数 
量和失效次数相关。随机Petri网具有较强的表达系

统动态行为的能力[12]，本文拟采用SPN模型来描述

系统维修情况及状态变化，利用仿真方法得到

( )dW T 的值。 
建立机群维修过程的SPN模型，如图4所示。其

中各库所和变迁代表的意义如表1所示。 

n …n-1

,w nt

,r wt

, 1w nt -

n-k

,w n kt -

n-k-1 …

失败

, 2w nt - , 1w n kt --

1

,2wt

,r wt,r wt ,r wt ,r wt ,r wt

,r ft ,r ft ,r ft
,r ft,r ft ,r ft

 
图4  机群维修过程的SPN模型 

表1  SPN模型各库所及变迁意义 

参数 意义 

Pn 机群中有n个系统正常工作 

Pn−1 机群中有n−1个系统正常工作，1个系统正在维修 
P1 机群中有1个系统正常工作，1个系统正在维修 

Pfailure 机群维修时间超过维修时限，处于不可用状态 
tr,w

 
机群中系统由维修状态到正常工作状态的变迁速率 

tr,f 机群中系统由维修状态到失效状态的变迁速率 
tw,i 机群中系统由正常工作状态到维修状态的变迁速率 

 
在描述机群状态转移的过程中需要考虑维修时

限对变迁速率的影响。设系统失效后在维修时限内

完成维修的权重为 1W ( 10 1W< < )，没有完成维修的

权 重 为 11 W− ， 则 变迁 速率 , 1r wt W µ= ， ,r ft =  

1(1 )W µ− 。机群中系统由正常工作状态到维修状态

的变迁速率与机群中正常工作的系统个数相关：

,w it iλ= 。 
SPN模型的初始状态为：机群中有系统正在维

修，即初始token在库所 1 2 1, , , , ,n n n kP P P P− − −  。 

设n/N(G)机群在维修时限内维修完好的概率为

( )n dW T ，则 ( )n dW T 的值对应SPN模型仿真后机群所

有系统都正常工作的概率，即库所 nP 的概率。同理，

对于k/N(G)机群， ( )dW T 的值对应SPN模型中至少有

k个系统正常工作的概率，即库所 1 2, , , ,n n n n kP P P P− − −

的概率之和。 
要想得到SPN模型中各库所的概率得先确定参

数 1W 的值。对于n/N(G)机群，通过式(10)和SPN模型

都可得到其任务可用度，本文考虑利用解析与仿真

相结合的方法来确定参数 1W 的值。具体步骤如下： 

1) 对于n/N(G)机群，联立式(10)和式(12)，得到

( )n dW T 的解析式：  
1

1 0

( )( )e 1 e
! !

( )
1 e

d

m jm
Tn T d

m j
n d n T

Tn T
m j

W T

mλ

λ

mλ∞ −
−−

= =

−

    −   
     =

−

∑ ∑
 

 (13) 
将已知参数带入式(13)可得 ( )n dW T 的值； 

2) 设置 SPN 模型初始 token 的位置为库所

1 2 1, , , , ,n n n kP P P P− − −  ，将已知参数输入模型中。其

中，
1

W 取(0,1)范围内的任意数。 
3) 在(0,1)范围内搜索 1W 的值，使仿真后库所 nP

的概率即 ( )n dW T 的仿真结果与步骤1)中 ( )n dW T 的值

相等。由此，得到 1W 的值。 
最后，将步骤3)中 1W 的值输入SPN模型中，进

行 1 000 000次蒙特卡洛仿真，得到处于库所

1 2, , , ,n n n n kP P P P− − − 的概率，计算各库所概率之和即

为k/N(G)机群 ( )dW T 的值，带入式(12)得时间约束下

k/N(G)机群的任务可用度。 

5  算例分析 
以6个系统组成的装置为例，开展案例分析。利

用本文方法评价其时间约束下的任务可用度，进一

步分析时间约束对机群可用度的影响，同时与无时

间约束的机群可用度评估方法进行比较。  
5.1  时间约束下某装置任务可用度结果分析 

参考文献[6]，装置中单系统的失效时间服从

0.003 58λ = 的指数分布，维修时间服从参数为

0.014 925µ = 的指数分布。分别考虑6/6和4/6装置在
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不同时间约束条件下任务可用度的变化情况。 
对6/6装置，考虑维修时限为30、60、120、180 min，

运行时限为120、180、240、300 min时的装置的可

用度。将时间参数带入式(12)，得到6/6装置任务可

用度结果如表2所示，对应的曲线如图5所示。 
表2  不同运行时限和维修时限下6/6装置可用度 

Td/min T/min A(T,Td) Td/min T/min A(T,Td) 

30 

120 0.167 996 

120 

120 0.449 742 
180 0.064 261 180 0.253 278 
240 0.023 872 240 0.133 019 
300 0.008 67 300 0.066 267 

      

60 

120 0.264 272 

180 

120 0.607 674 

180 0.119 648 180 0.397 175 
240 0.051 57 240 0.239 994 

300 0.021 424 300 0.136 417 

 

从图5可以看出，在维修时限不变的情况下，6/6
装置的任务可用度随运行时限增加而降低；在运行

时限不变的情况下，随维修时限降低而减少。 

 
图5  不同维修时限下，6/6装置任务可用度 

随运行时间变化曲线 

6 45

6λ

1W µ

5λ

1W µ

3

3λ

1W µ

2 1

1W µ

1(1 )W µ−1(1 )W µ−1(1 )W µ−
1(1 )W µ−

失败

4λ

1W µ

2λ

1(1 )W µ−

 
图6  4/6装置 ( )dW T 的SPN模型 

对4/6装置，分别考虑装置维修时限为120 min，
行时限为120、180、240、300 min时的任务可用度

及装置运行时限为240 min，维修时限为30、60、120、
180 min时的任务可用度。 

按照文中提出的算法步骤，首先建立4/6装置维

修过程的SPN模型，初始token为 5 4 3 2 1, , , ,P P P P P ，如

图6所示。 
当装置维修时限为120 min时，6/6与4/6装置SPN

模型的 1W 值相等。以运行时限 240minT = 为例，将

时间参数带入式(13)，有： 
6

1
6 240 120

1 0

6 240

(120)

(6 240 ) (120 )e 1 e
! !

1 e
0.119 508

mm j

m j

W

m j
λ m

λ

λ m∞ −
− × −

= =

− ×

=

   × −   
      =

−

∑ ∑
 

将与 6 (120)W 对应的 1 0.534 493 295W = 输入图

6的SPN模型中，经过蒙特卡洛仿真得到4/6装置 
120 min内完成修复的概率为： 

6 5 4 0.516 701P P P+ + =  

将结果带入式(12)，计算在维修时限120 min时，

不同运行时限下装置的任务可用度，结果如表4所示。 

当装置计划运行时限 240minT = 一定，维修时

限变化时， 1W 的值会发生变化。以维修时限为30 min
为例，将时间参数带入式(13)，得 6 (30)W = 0.014 816。
将于 6 (30)W 对应的 1W = 0.074 797 674 输入图6的
SPN模型中，经过蒙特卡洛仿真得到4/6装置在 
30 min内完成修复的概率为： 6 5 4P P P+ + = 0.230 962。 

同理可得到维修时限为60, 180 min时装置完成

维修的概率，如表3所示。 

表3  不同维修时限下W1和W(Td)的值 

Td/min W6 (Td) W1 W(Td) 
30 0.014 816 0.074 797 674 0.230 962 
60 0.046 315 0.225 879 646 0.313 799 
120 0.119 508 0.534 493 295 0.516 701 
180 0.224 971 0.748 891 823 0.671 686 

 
将不同维修时限下 ( )

d
W T 的值带入式(12)中，计

算在运行时限为240 min时，4/6装置的任务可用度，

结果如表4所示。 
表2和表4的数据用图形表示，分别如图7和图8

所示，6/6和4/6装置任务可用度随运行时限和维修时

限的变化趋势是一致的。从图7可以看出，当装置的

运行时限一定时，装置的任务可用度随维修时限的
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增加而增长。从图8可以看出，当装置维修时限一定

时，装置的任务可用度随运行时限的延长而降低。

同时，相比6/6装置任务可用度的降低幅度，增加同

样长短的运行时间，4/6装置的降低幅度相对缓慢。 

表4  4/6装置任务可用度与T、Td的对应值 

T/min A(T,Td) Td/min A(T,Td) 
120 0.553 127 30 0.235 373 
180 0.526 587 60 0.317 735 
240 0.519 282 120 0.519 282 
300 0.517 272 180 0.673 569 

 

 
图7  装置可用度与维修时限变化曲线图 

 
图8  装置可用度与运行时限变化曲线 

通过上述对可用度结果的分析，可以得到以下

的结论： 
1) 装置任务可用度随运行时限和维修时限的

变化趋势表明，装置的任务可用度与其运行时限呈

负相关，与其维修时限呈正相关。 
2) 4/6装置和6/6装置的任务可用度随运行时限

降低幅度的差异表明，增加冗余可以在一定程度上

削弱运行时限对装置任务可用度的影响。 
5.2  可用度评估方法对比分析 

为了将本文的评估方法与1.2中的评估方法进

行比较，进一步明确其适用范围及差异，本文分别

计算k取1、2、3、4、5，6时两种评估方法的装置可

用度。结果如表5所示，对应曲线如图9所示。 
由图9可知，两种方法的可用度大小关系为

( , )dA A T T> 。造成这种差异的原因是：A的求解只

考虑了维修工的限制，没有考虑机群在执行任务过

程中的时间约束，而 ( , )dA T T 的求解既考虑维修人员

的限制也考虑运行时间和维修时间的限制。 

表5  不同k值下装置可用度 

k A A(T,Td) 
1 0.999 97 0.823 281 
2 0.999 118 0.626 042 
3 0.989 203 0.499 742 
4 0.927 611 0.309 429 
5 0.712 407 0.205 732 
6 0.311 378 0.133 019 

 
图9  k/6(G)装置可用度随k值变化曲线 

6  结  论 
针对时间约束下机群任务可用度的评估问题，

本文采用解析和仿真相结合的方法将任务可用度的

评估方法从n/N(G)机群推广到k/N(G)机群，提出简便

有效的k/N(G)机群可用度评价的综合建模方法。算

例研究表明：1) 为满足机群任务可用度的设计要

求，可尽量压缩机群的运行时限来降低机群在任务

间隔时间内的失效发生次数；同时，也可通过适当

地延长维修时限改善机群在任务间隔时间内的修复

效果，从而有效地提升机群的任务可用度。2) 机群

的冗余设计对机群任务可用度的提升是显著的。上

述研究有助于系统设计师开展设计优化，提升系统

的综合效能。 
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