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【摘要】该文对近几年来国内外学者关于爆炸渗流的相关研究作了详细的综述，总结了网络渗流研究中提出的典型模型

及其主要结果，展示了关于爆炸渗流类型研究的主要结论，介绍了爆炸渗流在真实复杂网络中的应用研究状况，同时对未来

爆炸渗流的研究提出了展望。   
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Abstract  In this paper, we review the related works in explosive percolation, and give a detailed description 

of typical models and the main conclusions. Moreover, we show the applications of the explosive percolation in 
real-world networks. Lastly, we put forward a prospection of the research on the percolation.  
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渗流是统计物理学和概率论中的基本概念之

一，网络渗流一直被认为是非平衡相变的基础性模

型[1]。文献[2]于1957年引入了渗流概念，用于描述

流体在无序多孔介质中的流动行为。1959～1961年

间，文献[3-4]提出了随机网络演化模型(ER模型)：

模型开始于 N个完全孤立的顶点组成的系统，以完

全随机的方式从系统中选取节点添加连边。其重点

关注序参量(order parameter) 1S C N 随添边密度

p m N 的演化行为。其中， 1C 表示系统中最大连

通分支尺度，m表示添边数。数值和解析研究结果

表明，热力学极限下，当 p＜1/2时， 1C ～ log N；

当 1 2p  时， 3 2
1C N ；当 p＞1/2时， 1C ～ AN，

其中 A是一个常数，即存在一个临界值 cp ，系统的

连通性质在该点处发生相变。 

研究ER渗流模型的渗流过程具有重要的理论

意义：其一，其相变过程可以通过数学方法得到论

证，这就为用数学和统计物理方法研究自然界中广

泛存在的相变现象提供了理论基础，对理解各种推

广模型有着指导作用；其二，对真实系统来说，ER

模型不可能都适合，但对它的研究可能成为研究复

杂系统的切入点。同时，研究网络中最大分支尺度

随边密度的变化规律也具有重要的实际意义：它可

以作为解释很多真实系统连通性突变的理想模型，

如多孔岩石[1]、电阻网络[5]、森林火灾[6]，甚至社会

网络[1,7]等。特别地，如果把网络进化过程中的“添

边连杆”考虑为传播疾病的接触方式，那么网络中

最大连通分支的出现意味着该疾病疫情的传播[8]。

因此，各种类型的随机图模型及其相变问题得到了

广泛的研究[9-13]。研究的关键问题是：1) 不同相变

模型之间的关系；2) 随机图模型相变的主要特征及

其普适性问题。 

2007年，文献[10]引进了一个很广泛的随机网络
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模型族。文中对模型族中的每个模型M，存在描述

网络中最大分支的连续函数 ( )M t ，以及存在一个

临界点 Ct ，使得当 Ct t 时， ( ) 0M t  ，而在 Ct t≥

时， ( )M t ＞0，对于BJR模型族中所有模型来说，

( )M t 是一个连续函数，但是在靠近临界点 Ct 时，

可能存在差异很大的临界行为。文献[10]中，对任意

的临界指数 1≥ ，给出了当 0  时， ( )M
Ct  ～

A的例子，其中 A是常数。于是， ( )t 的连续性似

乎是网络渗流的唯一性质，它不随模型的变化而改

变。但是，2009年，文献[14]对ER渗流模型随机连

边规则进行了简单的动力学修改，引进了抑制最大

连通分支生长的乘积规则(PR规则)，导致网络序参

量在相变点附近产生急剧变化，并称这种现象为“爆

炸渗流”(explosive percolation，EP)，且进一步指出

这种渗流相变属于不连续的一阶相变。PR乘积规则

下的渗流相变与发生在传统的ER随机网络中的渗

流相变是完全不同的。“爆炸渗流”的发现立即引

起了人们的广泛关注，成为2009年以来复杂网络研

究的一个热点问题，并取得了一系列研究成果。研

究主要集中在如下3个方面：1) 构建不同类型的

Achlioptas模型，借助于广泛数值模拟、适当的数学

分析或采用有限标度理论方法研究爆炸渗流的丰富

行为，特别是在临界点附近的临界行为，揭示爆炸

渗流的产生机制[14-26,30-36,38-44]；2) 研究爆炸渗流所

属相变类型 [28,45,58-66]；3) 爆炸渗流的应用研究
[7,57,75-78]。 

1  Achlioptas过程下典型爆炸渗流模型 

Achlioptas过程是一个竞争过程[14]，在该过程下

可以构造许多竞争规则。这些规则又可分为有界尺

度规则与无界尺度规则两大类。 

有界尺度规则指连边选择仅仅依赖于两条候选

边 1 2,e e 端点所处分支尺度。而把非有界尺度规则称

为无界尺度规则。 

文献[12]中提出的BF规则模型为典型的有界尺

度规则。在BF规则模型中，开始于 N个孤立顶点，

候选边是 1 2,e e ，当 1K  时，如果 1e 连接的两个分支

尺度均为1，那么 1e 被选择；否则， 2e 被选择。有界

尺度规则是经得起严格的数学检验的，且文献[12-13]

指出有界尺度规则既可以延迟也可以促进渗流的发

生。特别地，人们推测所有有界尺度规则的渗流相

变为连续的[13]，并且这种推测得到了数值验证和一

定的理论支撑，但是仍然有待严格的数学证明。 

1e

2e

 
图1  PR规则下连边选择示意图[14] 

1.
0 

1.
1 

1.
2 

1.
3 

1.
4 

1.
5 

0e+00 2e+07 4e+07 6e+07

n 


/n

2/
3  

 
a. PR规则下临界窗长度与系统尺度比值曲线 2 3/ n ～1 

0.
19

 

0e+00 2e+07 4e+07 6e+07

n 


/n

 
0.

20
 

0.
21

 
0.

22 ER 
BF 

 
b. ER和BF规则下临界窗长度与系统尺度比值曲线 / n  

图2  不同加边规则下临界窗长度与系统尺度比值关系曲线[14] 

对于无界尺度规则，则很难利用数学理论去解

释，典型的无界尺度规则有PR乘积规则[14]和SR和规

则，并且在两个规则下都可以得到“爆炸渗流”现

象。在PR乘积规则中，系统开始于 N个孤立顶点，

每一步都随机选取 1 2,e e 两条候选边，将每条候选边

相关联的两个分支的尺度作乘积，取乘积最小者对

应的边加入到系统中，另一条边则被丢弃(如图1所

示，prob1 (7) (2) 14  ，prob2 (4) (4) 16   ，因

此 1e 被选择， 2e 被舍弃)。而SR和规则中，将候选边

1 2,e e 分别关联的两个分支的尺度作和，取和值最小

者对应的边加入到系统中，另一条边则被丢弃。为

了研究无界尺度规则下的渗流相变情况，文献[14]
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提出了“临界窗”的概念，定义 0 ( )t N 为最大连通分

支包含节点数目小于 N  时系统中添加的连边数所

能达到的最大值， 1( )t N 为最大连通分支包含节点数

目大于 AN时添加到系统中的连边数所能达到的最

小 值 ， 其 中  ， A 为 两 个 参 量 。

1 0( , ) ( ) ( )A t N t N   ，为两个状态之间加入的连边

数量，称为“临界窗”长度。通过数值模拟发现，

当参数 1 2  ， 0.5A  ， N 时，对于ER渗流

模型和BF规则模型来说，临界窗长度与系统尺度成

明显的线性关系，如图2b所示；而对于PR积规则来

说，～ 2 / 3N ，即临界窗长度与系统尺度成亚线性

关系，如图2a所示。 

1.1  局部分支聚集模型 

在爆炸渗流模型构建中，一些学者将连边的选

取限制到具有共同顶点的边，这样候选边涉及3个及

以上的分支，这类模型叫作局部分支聚集模型。文

献[15]提出了两种局部分支聚集模型，即：邻接边模

型(AE)和三角形规则模型(TR)。 

AE是最简单的局部分支聚集模型，该规则仍然

属于抑制大分支生长的模型，但其对大分支的抑制

作用较SR和规则与PR乘积规则更弱。 

局部分支聚集模型的优点在于可以用数学方程

描述进化过程，也就是可以建立进化过程中的微分

方程，并通过Euler方法对微分方程数值求解来粗略

地获得相变点位置，这样的局部过程似乎可以为分

析不连续渗流提供帮助。 

文献[15]通过数值试验发现，AE规则下，对

[0.1,0.3]A ，有： 0.68(0.5, )A N  ；而TR模型中，

对 [0.1,0.4]A ，其临界窗的情况是： (0.5, )A   
0.63N ，即两种规则下的临界窗长度与系统尺度成 

亚线性关系。进一步，文献[15]对 A的上下界情 

况进行了数值模拟，实验结果显示，当靠近更大的 

N 时， A 的下界会减少，而 A 的上界 cA   

sup [lim ( , ) / 0]A N N A N   ，其表示在临界窗内

序参量 1S C N 不连续跳跃的尺度，数值模拟表明：

AE和TR规则下， A的上界 0.3,0.4cA  ，而PR乘积

规则下， 0.6cA  ，说明相比PR乘积规则，AE和TR

规则下的网络渗流具有更弱的“爆炸渗流”现象。 

1.2  无标度网络渗流模型 

在大量关于随机网络爆炸渗流研究展开的同

时，无标度网络上的爆炸渗流也得到了广泛的关 

注[17-19]。文献[17-18]几乎同时研究了在网络结构高

度异质的无标度网络上的渗流现象[19]。文献[17]研

究了PR规则在无标度网络上的爆炸渗流，他们根据

CL(Chung and Lu)模型[20]以及PR规则得到了控制参

数为 1 1   (常规的CL模型中该值为无标度网络

的度分布指数)的无标度网络。他们发现在无标度网

络中，AP过程对巨型分支形成的抑制作用和中心节

点对巨型分支形成的促进作用相互竞争导致不连续

相变不总是会发生。数值结果显示，存在临界点2.3

＜ c ＜2.4，当2＜＜ c 时，热力学极限下 0cp  ，

即网络渗流过程是二阶连续的，但在有限尺度下，
＜ c 时也为一阶相变；当＞ c 时， cp 随系统规模

N趋于无穷的时候，收敛到一个非零常数，说明在

这种情况下，变换是非连续的一阶相变！ 

文献[18]则用另一种规则构造了度分布指数为

的无标度网络，通过数值模拟和分析发现：存在
2.2c  ，当＞ c 时，系统存在一个稳定的相变点

cp 。当 3≤ 时渗流相变是连续的，当＞3时系统

渗流相变是不连续的。无标度网络渗流模型的典型

特征是系统在一定条件下向着指定类型的网络演

化，这与前面提到的网络系统演化有很大不同。实

验结果表明，渗流相变类型与控制参数密切相关。 
1.3  最大分支控制模型与高斯模型 

前面提到的模型共同特点是在m条候选边中通

过竞争选择其中一条添加边。2010年，文献[21]提出

了只需控制最大分支生长就可以获取一阶渗流变换

的最大分支控制模型与高斯调制模型。该方案在数

值模拟上的一个显著优点在于可以处理比之前大64

倍的系统。 

1.3.1  最大分支控制模型 

在系统中随机选取一条边，如果接受它不会引

起最大分支的生长或新的最大分支的形成，那么该

边被添加到系统中；否则，该边被接受的概率 1q 为： 
2

1 min 1,exp
S S

q
S


        

     
        (1) 

式中，S是如果接受该边所形成的分支尺度；而 S 是

如果接受该边系统中分支平均尺度； 是控制参数，
对于该模型来说，如果 0≤ ，则显然选边概率为1，

因此，模型退化为经典的ER模型；若 ＞0，概率

模型明显抑制尺度大于平均分支尺度分支的形成，

从而导致系统中分支尺度的平均化；对于 1  ，文
献[21]通过数值实验方法得到渗流临界点 0.632cp  ，

并且通过数值方法验证了在 L  时，分支尺 

度分布的二阶矩 2
i

i

S  。与最大分支尺度 max( )S
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的标准差
22

max maxS S   在渗流临界点 cp 处 

为非零常数，从而说明了渗流是非连续的，其中 L为

二维方格网络的边长。 

1.3.2  高斯模型 

文献[21]提出从系统中随机选出一条边，按照 

概率 2q ： 
2

2 exp
S S

q
S


      
   

            (2) 

接受该边。其中， S是如果接受该边所形成的分支

尺度；而 S 是如果接受该边，系统中的分支平均尺

度； 是控制参数。从模型可以得到：1) 模型为具

有分支平均尺度为 S ，标准差为 2S  的高斯模
型；2) 该模型没有涉及最大分支，它控制与平均尺

度相差太大的分支的产生，所以它与最大分支模型

是有区别的；3) 如果 0  ，则每条样边的接受概

率为1，所以模型退化成经典的随机渗流模型，当
＜0时，实际上鼓励大分支生长，因为 S与 S 相差越

大，则接受边的概率越大，于是高斯模型恢复到经

典渗流普适类，当 ＞0时，模型在一定程度上实际

上是压制了最大分支生长。文献[21]对该模型进 

行了相应的数值模拟，得到渗流临界点为 cp   

0.562 44，并且说明了渗流相变类型为一阶相变。

通过讨论说明，要在正则网格上获得爆炸渗流，须

控制最大分支生长，不是把一个规则用到所有待选

的边集合上。  

1.4  BFW模型 

BFW模型是网络渗流研究中非常典型的模型之

一，它由文献[22]在2004年提出。通过引入阶段数 k

和衰减函数 1 2( ) 1 2 (2 )g k k   来判定每次从完全图

中随机选择的边是否接受(见算法1)，并且用严格的

数学方法证明了在BFW模型中从随机选择的 2m条

边中，用任意方法选 m cn ( c ＞ *c  [0.979 2,  

0.979 3] )条边加入图中时，图中存在巨大连通分支

的概率在热力学极限下趋近于1，并用数值方法证明

了从随机选择的 2m条边中，添加 0.966 89m n 条

边到图中时，在热力学极限下，图中不存在巨大连

通分支的概率趋近于1。文献[23-27]对BFW模型进行

了深入的研究，运用数值模拟方法发现原始BFW模

型在渗流相变点附近有两个巨分支同时出现(每个

分支尺度大于系统尺度的40%)，并运用概率论和微

积分学的基本原理和方法分析证明了在超临界区域

内，两个巨分支稳定存在并保持分离[23]。在此基础

上，将BFW模型进行了推广，将渐进筛边比例参数

化，使衰减函数变为： 
1 2( ) (2 )g k k                 (3) 

式中， 渐进筛边比例参数。数值模拟和理论分析
表明相变临界点产生的巨型分支个数是可由参数
决定，如图3a所示，并且 越小，就越能引起更大
的延迟和更爆发的渗流[23]。 

文献[24]又将筛边比例控制函数的收敛速度参

数化，引进参数  ，得到： 
1

( ) (2 )
2

g k k              (4) 

并且基于“临界窗”概念[14]和随机图渗流相变强弱

不连续性与最大连通分支增长方式之间的关系[28]，

考察了参数  对推广的BFW模型渗流相变连续性

的影响。发现如果  ＜1，最大分支的生长机制以超

越增长为主，即两个较小的分支合并成为一个新的

最大分支，由文献[28]可知其渗流相变类型为不连续

相变；而当  ＞1，如果 1k n ≥ ，渗流相变类型为

弱不连续相变。 
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a. 系统演化过程中巨型分支数量与参数 关系图[23] 
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b. =0.3 时，系统中共有3个巨型分支稳定存在 

图3 不同参数 下巨型分支数的变化曲线以及 =0.3 时分

支尺度的变化曲线 

此外，文献[25]研究了BFW渗流模型在超临界

区域内的渗流演化现象，并且发现存在参数临界点

0.763 0.002c   ，在 [0.6, )c  和 ( ,0.95]c 
内，具有完全不同的演化现象。文献[26]总结了BFW

模型渗流演化过程中的稳定与不稳定区间。文献[68]
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则通过理论和数值研究提出了BFW模型中多个巨型

分支稳定共存的充分条件。 

BFW模型的巨大连通分支性质对研究网络模块

结构的形成过程，网络结构探测[29]等方面均有重要

的作用。此外，多重巨大连通分支的发现在疾病传

播学、高分子聚合、通信网络等方面也有一定的应

用前景[27]。 

算法 1  BFW模型算法 

1) 初始化 

系统 ( , )tG V A 具有 N个孤立节点， V N ， tA

为被接受边的集合， tt A 为加入系统的边数，

1 2, , ,u uE e e e  为随机选取的候选边集合， uu E 。

初始时， u tE A   ， k为阶段数(“阶段” k用来

控制最大连通分支规模增长，最大连通分支包含的

节点数必须小于 k )，初始置 2k  。  

2) 添边过程 

每次从系统中随机选取一条候选边 ue ，并采用

如下规则判定该候选边是否添加到系统中： 

①置 l为 ue 添加到系统后，系统中最大连通分支

尺度； 

②如果 l k≤ ，则接收候选边 ue ，并且 1t t  ，
1u u  ； 

③否则，如果 1 2( ) 1 2 (2 )t u g k k    ，则置

1k k  ，并转到②重新判断，直到 l k≤ 候选边 ue

被添加到系统中， 1t t  ， 1u u  ，或者

( )t u g k≥ ， ue 被舍弃， 1u u  。 

1.5  爆炸渗流相关模型及研究结果 

以上对于Achlioptas过程下的爆炸渗流模型及

研究结果的介绍主要基于无穷维随机网络结构。 

同时，相关学者对有限维网络结构下的“爆炸渗 

流”也进行了大量的研究并取得了丰富的研究成 

果[21,30-34,36-38,46,65]。文献[31]首先将“乘积规则”引

入到二维正方形网格的随机渗流模型中，同样得到

了爆炸渗流现象；文献[35]对“乘积规则”的非局部

效应与不连续相变的关系进行了研究；文献[37,71]

提出了广义Achlioptas过程，并给出了在广义连续渗

流和不连续渗流相变参数区间。文献[38]等对二维和

三维网格上的非限制性BFW模型以及高维(二维至

七维)限制性BFW模型的渗流相变问题进行了深入

的研究。 

文献[39-41]重点关注和讨论了网络渗流中的三

相点问题，三相点是指网络渗流变化过程中某个参

数的变化导致渗流相变由不连续相变转换为连续相

变的分界点，三相点问题的研究一直以来是统计物

理学和数学领域有趣但又具有挑战性的问题之一。

文献[39]提出了一个混合模型，通过调节控制参量来

控制渗流相变类型，控制参量的变化使得渗流由“爆

炸渗流”到经典渗流类型转换，并通过准确的数值

模拟找到了非平衡三相点；文献[40]在ER模型和二

维网格的“k-核”渗流里发现了三相点的存在性；

另外，文献[41]也通过构造混合模型，并利用数值模

拟和理论分析找到了经典渗流和爆炸渗流转换的三

相点。 

文献[42]通过扩展局域竞争机制提出了获取强

不连续渗流模型，而且在系统进化过程中得到了多

个稳定巨分支的共存现象。 

而文献[43]将Achlioptas过程扩展到有向网络

中，并研究了有向网络中的的爆炸渗流现象，得到

PR乘积规则在有向网络中的渗流相变类型介于经

典渗流类型和爆炸渗流之间，并称之为“弱爆炸 

渗流”。 

文献[44-46]采用了不同的数值模拟方法对不同

网络上的爆炸渗流现象进行了相应的研究，并指出

爆炸渗流是一种奇异渗流，虽然序参量具有不连续

特征，但是包括尺度分布在内的其他特征物理量却

具有幂律标度行为[44]，因此爆炸渗流相变既不是标

准的不连续相变，又与常规随机渗流表现出的连续

相变处于不同的普适类[45]。进一步，文献[46]指出：

爆炸渗流相变其实为连续渗流相变。文献[47]研究了

二维网格上乘积规则下的点渗流，并指出了其渗流

相变为不连续的。文献[48]给出了AP规则下，爆炸

渗流相变发生的必要条件。文献 [50]在研究

Achlioptas过程下的渗流相变过程中提出了“火药

桶”的概念，并且指出，“火药桶”内的节点数在热

力学极限下为 ( )O N ，并且在 ( )o t 的时间内形成一个

巨型分支，导致了不连续相变发生。文献[51]提出了

Hamiltonian函数，并证明对于较小的参数  ，渗流
相变为二阶连续的，对于较大的参数  ，渗流相变
为一阶不连续的[51,87]。文献[54]给出了渗流相变为连

续相变和不连续相变的普适条件。文献[69]研究了在

最优m规则中，渗流临界点与系统平均度的关系以

及发生不连续渗流相变的条件。 

此外，文献[57]通过研究网络最大特征根在AP

过程下的变化情况来研究信息或物质的传播效率，

他们发现在具有爆炸渗流相变的演化过程下，信息

或物质的传播效率明显降低。 
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2  爆炸渗流类型 

虽然Achlioptas过程下的随机网络渗流展现出

“爆炸渗流”现象，并且其渗流相变类型也被认为是

一阶相变，但是人们对其不连续性的验证主要停留

在数值模拟上，而并没有建立严格的数学理论分析。

然而Achlioptas过程下的随机图模型、二维网格模

型、无标度网络模型及其他相似的爆炸性渗流模型

下的序参量及其他特征物理量仍具有连续相变的幂

律标度行为[15,17-18,21,47-48]，这与“爆炸渗流”的不连

续相变结论相矛盾，从而引起了学者们对“爆炸渗

流”相变到底是不连续的一阶相变还是连续的二阶

相变问题的广泛的讨论与研究。 

2010年，文献[58]指出“爆炸渗流”相变其实是

连续的。其首先构造了一个的简单的渗流模型

(CDGM模型)，模型中，首先从系统中随机选择一对

分支 1 1,a bC C ，且选出它们中的较小者，不妨设为 1aC ，

再从系统中随机选出另一对分支 2 2,a bC C ，且选出它

们中的较小者，不妨设为 2aC ；其次，从 1aC , 2aC 中

分别随机选出一个顶点，然后将两顶点连接起来。

显然，CDGM模型相比PR积规则来说，它提供了一

个更直接的对应于最小分支的选择，PR规则是从两

种可能性中选择尺度乘积最小者，而CDGM模型相

当于是从四种可能性中选择乘积最小者。因此，

CDGM模型对大分支生长的压制应该比PR规则更

强烈。所以，如果能够说明CDGM模型是连续渗流

模型，那么，也就可以认定PR规则渗流是连续渗流。 

文献[58]首先通过数值实验方法指出CDGM模

型渗流变换符合连续相变特征，但是要说明渗流相

变的连续性必须要在无限系统下经过严格的数学证

明，文献[58]在无限系统下通过建立在 t时刻系统中

分支尺度分布 ( , )P S t 满足的微分方程并对其数值求

解，获得了 ( , )P S t 的临界行为满足： ( , )P S t   
1 1/S ( )f S  ，即在相变点，分支尺度分布具有幂律

特征，然后通过证明指出：如果 1( , )P S t S  ，则说

明渗流变化是连续的。这样，文献[58]证明了PR乘

积规则下的渗流属于二阶连续相变。虽然文献[58]

对于“爆炸渗流”相变是连续相变的结论仍需进一

步的理论检验，但是其仍然引起了统计物理学家的

广泛关注并为进一步的研究提供了理论基础。 

2011年，文献[59]指出爆炸渗流相变是连续的，

但具有不寻常的有限尺度行为。通过使用有限尺度

标度理论，对PR乘积规则，二维网格(2d)，邻接边

规则(AE)及CDGM规则的临界行为进行了广泛的数

值实验和理论分析，并发现这4种规则下的渗流的确

具有连续性，但它们每一个都处在不同的普适类中，

并且均显示出不寻常的有限尺度行为，具有一个非

解析的标度函数。 

文献[60]进一步验证了乘积规则下的渗流相变

为连续相变，但是随机图上的“爆炸渗流”相变连

续性问题的研究和讨论仍然以数值模拟为主，理论

分析具有相当的局限性或建立在较强的假设之上。 

2011年，文献[61]解决了“爆炸渗流”相变连续

性问题。尽管AP过程在一定系统规模下确实能够展

示爆炸渗流，但该过程的确有连续的相变。文献[62]

把渗流过程分成AP过程、混合l-顶点规则(ML)及一

般的l-顶点规则(GL)3类。同时，考虑两种不同形式

的连续性：首次连通性连续(fc)与全局连通性连续

(gc)。通过较为严格的分析，得到上面3类过程均是

fc连续的，同时，AP过程与ML规则还是gc连续的。

文献[62]研究最终指出两点：1) 任意一个基于选择

一个固定数量的随机顶点的规则给出连续渗流变

换；2) 爆炸渗流是连续的。  

一切竞争添边规则下的渗流相变都是连续的

吗？文献[61]已经证明，对于3种类型的渗流过程，

在相变点处展示的变换是连续的，且AP与ML过程

是全局连续的。但是，他们没有对GL过程在相变点

之后的情况说明什么。 

2012年，文献[63]构造了一个所谓的推广三角形

规则。通过广泛的数值实验和现象分析，得到的结

论是：1) 首次变换的连续性并不意味连续发散性的

存在；2) 极大连通集团可以通过多个小的连通集团

来涌现，但多不连续跳跃仍然出现；3) 序参量可以

出现无限层次的不连续跳跃。推广的三角形规则为

“竞争渗流总是连续的”论断提供了一个反例。 

此外，文献[28]在研究不连续相变的微观机制的

过程中提出了“强不连续”和“弱不连续”的概念。

他们指出，在渗流演化过程中，由单条连边引起的

最大连通分支尺度变化与系统尺度比值在热力学极

限下为一非零常数，那么该渗流模相变为“强不连

续 ” 相 变 ， 否 则 为 弱 不 连 续 相 变 ， 即

max 1 1: max ( ( 1) ( ))LC C L C L    ，如果 

maxlim
N

C

N


＞0              (5) 

则为“强不连续”相变。 

由于随机网络只是欧式晶格上的平均场描述，

而对于整个欧式空间上的“爆炸渗流”相变问题却

没有一个统一的判定框架和理论基础，虽然对欧式
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空间上的EP问题已经有了相应的研究，并且数值结

果表明其为不连续渗流[14]，但是由于缺乏分析结果，

欧式空间上的“爆炸渗流”相变阶数还不能确定。

基于此，文献[64]引入了一个随机渗流模型，该模型

中通过候选边竞争机制抑制连通分支之间的合并，

并且通过启发式论点表明热力学极限下如果 d ＜

6cd  ，“爆炸渗流”相变依竞争边数m的不同而可

以为连续相变，也可以为不连续相变；如果 d＞ cd ，

那么“爆炸渗流”相变为连续相变。其中， d为欧

式空间维数， cd 为维数的上临界点。 

为了进一步理解爆炸渗流性质对空间维数的依

赖关系，在二维与三维网格上，文献[65]对在文献[34]

中提出的6个不同模型的割边数(割点数) cutn 和临界

生成分支(CSC)的分形维数 CSCd 进行了研究。他们发

现，对于在尺度是 L的二维方格上的优先填内部边

模型和优先填内部点模型来说， cut ( ) 1n L   。与
之相反，对于压制填充内部边的模型来说， cutn 的标

度为 cutn ～ cutdL ，其中 cut 1d  。对于优先填内部边边
模型和优先填内部点模型来说，他们获得了

CSC 2.00(1)d  ，而对于二维的压制填充内部边的模

型来说， CSC 1.96(1)(d  ＜ 2)。这些结果强烈地支持

了在2D网格上的优先填内部边边模型和优先填内

部点模型来说经历了不连续变换，而对2D网格上压

制填充内部边的模型来说却经历了连续相变。在三

维网格上，他们发现，对于所有6种模型来说， cutd ＞

0且 CSC 2.8(1)(d  ＜3)，这表明模型渗流经历了连续

相变。基于平均分支尺度和序参量的有限尺度标度

分析，在3D网格上，所有6种模型在数值误差范围

内几乎展示同样的临界现象。 

文献[58]指出，爆炸渗流实际上是连续的，但是

具有不寻常的渗流分支尺度分布的较小临界指数。

文献[66]通过进一步的研究，提出了一个有效的基于

分支尺度分布的进化方程的数值解，结合其幂律渐

进的方法，发现了一系列典型爆炸渗流模型的相变

是二阶相变的特征，且以较高的精度获得了每个模

型的临界指数、振幅与临界点。 

对于不同类型的代表性爆炸渗流模型，文献[67]

提出了一个关于爆炸渗流相变的严格的标度理论，

该理论提供了一系列完整的标度函数和临界指数。

理论指出了与连续性问题相关的序参量与敏感度，

解释了变换的连续性质和变换的不寻常特性。文献

[72]则通过建立微分方程，并且寻找相应方程解的存

在性来判定AP规则相变是否连续。 

从目前情况看，关于爆炸渗流类型，有3种观点：

1) 爆炸渗流是非连续的，并且大多数学者是这样认

为的；2) 爆炸渗流是连续的，但具有不寻常的有限

尺度行为；3) 爆炸渗流是一种混合相变，既具有连

续性特征，又具有许多不连续性特征，有着十分丰富

的临界行为。值得指出的是在爆炸渗流是否连续性渗

流的问题研究中，我国相关领域的学者[23-27,38,42-44,68-71]

也取得了重要的进展。 

3  爆炸渗流的应用 

网络的爆炸渗流现象反映的是一种突发事件。

突发事件在自然、科学和人类社会中是司空见惯的，

在某些场合下需要创造条件使系统产生突变，而在

另外的场合下又需要抑制突变。近几年来，有部分

学者结合真实世界网络研究爆炸渗流，发现了

Achlioptas渗流过程和一些真实网络进化过程十分

类似，从而开启了网络爆炸渗流的应用研究。 

2010年，文献[75]研究了人类蛋白质同源性网络

拓扑(H-PHN)进化过程中的爆炸渗流现象，通过真

实数据和同源蛋白质网络的生物学演化特征，首先

在一定蛋白质规模上建模了网络，然后通过研究指

出：蛋白质同源性网络的进化机制能够通过生长迟

缓的分支来描述，也就是这些分支一直保持缓慢生

长，直到过程的最后状态，当添加少量边时，会导

致这些分支的迅速合并而产生巨型分支。所以他们

指出，通过分叉复制事件而形成的H-PHN拓扑的进

化过程可能发生在突然的几步中，这与在一阶相变

中看到的情形一致。 

2011年，文献[7]把爆炸渗流用于好几个真实网

络的分析中。他们选择了移动电话网络(MPC)，大

型的论文合著网络 (CA)和小型的论文合著网络

(SCA)。通过研究，他们指出：1) 当把爆炸渗流规

则用到实证社会网络时，Achlioptas过程能够引起爆

炸渗流变换；2) 使用修改的最小化分支和规则

(MC)，即把连杆添加过程中的连杆比较数目设置为

参数，如 10MC 表示每步从10条候选连杆中按照连

杆连接的分支和最小规则选取连杆，而MC表示从

所有可能连杆中按照连杆连接的分支和最小规则选

取连杆。得出网络的结构与连杆比较数对渗流变换

的普适类产生重要的影响作用；3) 确证了渗流过程

间，通过MC规则选择的连杆与网络社区结构之间的

联系，即在渗流临界点，由MC规则决定的分支结构

反映网络的社区结构。 

文献[7]的研究实际上关注了两个问题：1) 是否

真实网络的拓扑特征在网络爆炸渗流中扮演了一个
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十分重要的角色？这些特征包括高聚集性、度相关

性、社区结构和加权拓扑等；2) 是否可以通过跟踪

网络渗流过程本身，对网络结构认识带来一些重要

信息？他们研究的结果得到了令人兴奋的结论。 

从孤立系统出发，按照Achliopts过程下的某种

添加边规则可以产生爆炸渗流，那么，一个真实系

统由于受到随机失灵或恶意攻击后，系统中最大连

通分支是否也会随着时间的变化而产生爆炸性突变

呢？2010年，文献[79]以2003年9月28日发生在意大

利电力网与信息网络间的级联失效为背景，对耦合

基础设施的级联失效过程展开研究，提出了级联失

效模型。借助于随机图度分布的母函数方法，提出

了分析级联失效相变过程的数学框架，获取了相变

点的解析计算方法。同时，如果两个耦合的网络均

为随机图，在给出的耦合方式下，得到了相变渗流

为爆炸渗流。类似于上面模型的方法，文献[80-81]

提出了部分耦合的两个网络模型，得到两个依存网

络间的耦合强度对相变类型产生重大影响，减小耦

合强度，可以使渗流相变由一阶相变过度到联系相

变。两个相互耦合的网络之间的边可以是依赖边也

可以是连接边。一个更现实的两个耦合网络系统既

有依赖边又有连接边。利用渗流理论，文献[82]发现

了一个丰富和不寻常的混合相变现象，既有连续相

变也有不连续相变。这种混合相变主要表现在系统

首先出现了一级的跳变(不连续)，随后又缓慢的变为

零(连续)。文献[83-84]研究了相依边的长度及地理位

置限制等对网络级联失效过程的影响，研究结果表

明在某种条件下表现的更为脆弱。文献[85]研究给出

了相互依赖网络级联失效过程中巨分支存在变化缓

慢平台的原因。 

4  回顾与展望 

本文对近年来国内外关于网络爆炸渗流的研究

作了比较全面的综述。网络演化过程中的爆炸渗流

现象是一惊人的发现。该发现丰富了传统的渗流理

论，将为物理学、网络科学等的相变理论的研究提

供新的视野、新的方法以及新的手段。同时，研究

网络爆炸渗流现象，揭示其产生机理，发现其丰富

的临界行为等又将对复杂网络控制、鲁棒性设计、

动力学行为的研究等提供广阔的前景。 

爆炸渗流的发现到研究虽然只有短短的几年，

但却获得了许多不同凡响的成果，单在Science，

Nature，PRL三大刊物上发表的相关论文就有数十

篇。但是，爆炸渗流研究仍然面临许多挑战性工 

作[86-87]，例如，1) 目前采用的研究方法仍然以数值

模拟为主，这必然受到规模效应的巨大约束，能否

开发有效的爆炸渗流数学物理研究方法，将是一个

长期的艰巨任务；2) 爆炸渗流类型的争议目前仍然

没有定论，到底爆炸渗流现象与传统的相变理论有

何联系仍然值得进一步探索；3) Achlioptas过程下还

会产生哪些奇特现象，这些现象对应什么样的真实

物理过程，值得进一步探索；4) 爆炸渗流与真实网

络的联系研究还需要进一步深入，等等。 
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