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基于FPGA的复数长方阵SVD算法 
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【摘要】在OFDM和MIMO系统中普遍使用长方形矩阵复数奇异值分解运算。针对传统算法运算量大，迭代次数多的问

题，提出了一种基于householder和双边Jacobi的混合优化算法。该算法首先通过householder变换将矩阵化解为二对角矩阵；然

后提取2×2复矩阵；再进行改进型复数双边Jacobi变换。兼具有QR算法的高精度和Jacobi算法的低硬件实现成本的优点。给出

了2×8的CSVD的FPGA硬件实现方案并进行了板级测试。测试结果表明，该混合优化算法较传统算法在硬件资源上节省26%，

延时缩短10倍，在同等位宽下计算精度至少提高了一个数量级。 
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Complex Matrix Based on FPGA 
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Abstract  Rectangular matrix complex singular value decomposition (CSVD) is widely used in orthogonal 
frequency division multiplexing (OFDM) and multiple input and multiple output (MIMO) systems. In view of large 
iteration computation of traditional algorithms, a householder and Jacobi based mixed optimized algorithm is 
proposed which diagonalizes a general complex matrix and carry out an improved complex two-sided Jacobi 
transform. This method combines the advantages of high precision of QR and the simple hardware structure of 
Jacobi. A 2×8 CSVD design is implemented on field programmable gate array (FPGA) by using MATLAB 
simulation and Xilinx platform. Compared with traditional algorithms, the mixed optimized algorithm saves 26% 
hardware resources, shortens delay time by 10 and improve the accuracy of calculation at least one order of 
magnitude under the same bit width. 
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CSVD在OFDM通信系统中的快衰落信道估计[1]、

MIMO系统中的预编码[2]、信号处理[3]、图像处理[4]

等领域中得到了广泛的应用。CSVD在工程中应用的

关键在于数值计算，为了保证计算精度，通常会采

用迭代运算的方法。文献[5]给出了一种直接复数双

边Jacobi方法，该方法以一个复数 2 2× 为基本单元，

并将其对角化，避免扩展矩阵维度。然而一个基本

单元算法复杂，耗费的硬件资源较多，也需要多次

迭代。文献[6]提出一种复转实的双边Jacobi方法，

该方法将矩阵行列维度均扩大一倍，以一个实 2 2×
为基本单元，优点是基本单元简单，但是迭代次数

增大，资源、延时和精度受限，实时性差，且这些

算法对于长方矩阵具有明显的缺点。 
本文提出了基于householder和双边Jacobi的混

合优化算法，能有效地解决长方复矩阵奇异值分解

的硬件实现和精度等问题。首先介绍了CSVD传统的

算法即QR算法和双边Jacobi算法，并指出其对于处

理长方阵的局限性。在此基础上提出一种混合优化

算法，给出其具体运算步骤，并将该方法与现有常

见算法性能比较，具体说明混合优化算法在硬件实

现上的优势。最后以 2 8× 复矩阵为例，给出了混合

优化算法在FPGA上的实现及其测试结果。 
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1  复数矩阵奇异值分解 
设 M 是一个m n× 的复矩阵，如果存在一个分

解有： 
H= × ×M U S V            (1) 

式中，U 是m m× 酉矩阵；S 是半正定m n× 对角矩

阵；V 是 n n× 酉矩阵； HV 为V 的共轭转置。这样

的分解就称为复矩阵 M 的奇异值分解。S 对角上的

值为 M 的奇异值。在工程实际中，只需要求得V 矩

阵即可。 
1.1  传统长方阵CSVD算法 

目前传统复数长方阵的奇异值分解主要有两种

较为常用：QR迭代算法和双边Jacobi算法。QR迭代

算法首先采用householder变换将一般复矩阵化为二

对角矩阵；然后采用Givens变换的方法交叉将非对

角非零元素消零，如图1所示， ,S T 分别代表行和列

Givens矩阵，这一过程又称为“驱逐出境”；经过

多次迭代将非对角化为零，最终达到收敛条件。 
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     图1  QR迭代“驱逐出境”示意图 

双边Jacobi算法常见有：复转实双边Jacobi算法

和直接复数双边Jacobi算法。两种算法的本质都是采

用Brent-Luk-Van Loan(BLV)[7]脉动阵列迭代算法。

所不同的是前者是将 n n× 复矩阵转换为 2 2n n× 的

实矩阵，以 2 2× 矩阵为基本单元；而后者是直接对

复 2 2× 矩阵进行对角化。 
对于复转实算法，首先将一般复矩阵 M 转化为

共轭对称矩阵 C ，即 H=C M M ，令 i= A+BC ，

( + i )u v 为C 的奇异值σ 所对应的奇异向量，则有： 
( + i )( + i ) ( + i )A B u v u v= σ            (2) 

A B u u
=

B A v v
σ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

            (3) 

将复矩阵转成实矩阵后，以一个实 2 2× 为基本单元。 
对于直接复数双边Jacobi算法，以一个复数为基

本运算单元进行对角化。其运算过程主要为以下 
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这两种算法各有优缺点：QR迭代算法计算复杂

度低，消耗更少的乘除法等硬件资源，但不稳定，

当矩阵维度较大时，使得某次Givens矩阵为单位阵，

“驱逐出境”会出现不收敛情况[8]，导致QR算法失

败；双边Jacobi[9]算法是基于脉动阵列结构的迭代算

法，优点是结构简单对称，易于硬件实现，缺点是

计算量比QR大，且精度与迭代次数相关。 
针对上述两种算法的优缺点，本文提出一种混

合优化算法，即混合householder和双边Jacobi的计算

方法，优化了传统复数 2 2× 复数双边Jacobi的计算

方法。 
1.2  CSVD混合优化算法 

设 1 2( ), nx x x=vec_in ,, ，则该向量的householder
变换[10-12]步骤如下： 

1) 计算输入向量平方和得： 
2 2 2 2

1 2= nx + x + + x∑         (6) 

1 1
1 1

1

real( ) imag( )isign( ) , sign( )
abs( )
x + x= x x =

x
×    σ ∑  (7) 

2
1division_factor 2( abs( ) )= + x ×∑ ∑    (8) 

2) 构造行向量u，并将其单位化得： 
row row

row

   (0 010 0)= , =σ
↑

+

                                           

u e evec_in    (9) 

e =
uu
u

                (10) 

式中， u 为向量 u 的模值。 

3) 构造householder变换矩阵为： 
H H2 (2 division_factor)e e= I = I /− −H u u u u   (11) 

4) 向量变换为： 
= −vec_out vec_in  u          (12) 

 对于矩阵的householder变换，则需要逐行逐列

调用向量householder变换，并在式(11)用变换矩阵

H 右乘，更新其他行向量。对于 2 4n× 的复矩阵只

需进行行变换，将一般矩阵化简为形如式(13)的二对

角矩阵 kM ，并提取左上角非零复数 2 2× 矩阵 M ， 
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则有： 

kM = 1
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0
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          (13) 

对 M 进行改进型复数双边Jacobi运算，其计算

步骤如下： 
1) 将复数 2 2× 矩阵转成共轭对称复矩阵： 

1
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2) 将 sym (1,2)M 转成幅角形式： 
i

i

i e
i e

b

b

r i

r i

A b b A B
b b D B D

θ

θ

−

−

+ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (15) 

3) 将复矩阵化为实矩阵： 
i

i ii

1 0 1 0e
0 e 0 ee

b

b bb

A BA B
B DB D

θ

θ θθ
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− −−
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 (16) 

4) 计算双边Jacobi变换旋转角为： 
22 atan B=
D A

θ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ − ⎠

           (17) 

5) 双边Jacobi变换为： 

Tcos sin cos sin 0
sin cos sin cos 0

A B P
B D Q
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=  ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

(18) 
6) V 矩阵计算为： 

i

1 0 cos sin
0 e sin cosbθ

θ θ
θ θ−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

V       (19) 

2 8× CSVD的 svdV 矩阵计算：将 2 2× 复数V 矩

阵补充到8 8× 单位阵的1,2行列得到复酉矩阵 1V ，然

后将householder产生的 1H ， 2H 与 1V 矩阵相乘即得

到最终输出酉矩阵 svdV ，即 svd 1 2= × ×V H H V 。 

2  3种算法的比较与分析 
以2×4复矩阵为例，比较直接复数双边Jacobi(算

法1)，复转实双边Jacobi(算法2)和混合优化算法(算
法3)在硬件资源消耗、迭代次数、误差精度之间的

差异。 
表1给出了3种算法的性能比较，资源消耗为单

次迭代次数下的运算量。图2的精度比较结果是基于

MATLAB中CORDIC函数浮点仿真结果。 
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图2  复矩阵2×4在3种算法下平均绝对误差精度比较 

表1  复矩阵2×4奇异值分解3种算法性能比较 

  硬件资源 

  CORDIC单元 乘法器 

  rotate translate arctan sqrt 复数乘 实数乘 
除法 

迭代次数 
平均绝对 
误差精度 

算法1 32 14 3 0 4 16 0 9 图3 

算法2 2 0 2 0 16 100 0 28 图3 

算法3 4 2 2 4 9 26 4 0 图3 

 
更为一般地，对于 2 N× 或 2N × 的复长方矩阵，

算法2和算法3的复杂度比较如图3所示。 
在图3中将CORDIC单元、4个实数乘法统一等

效为复数乘法。算法3中双边Jacobi运算在算法一基

础上进行了优化，极大地减少硬件资源消耗。在单

次迭代的情况下，算法2的资源消耗略低于算法3，
通过硬件结构上的优化，可以使两种算法在资源消

耗上相当。但是增加迭代次数即增加了处理延时，
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导致矩阵吞吐率(单位时间处理矩阵个数)急剧下降。

且随着矩阵列数的增长，算法2和算法3之间的资源

消耗差异将立方增长。 
表1中迭代次数并不固定，理论上可由BLV方法 

总结公式得到，即 2(log 1)( 1)N + N − ，而复转实的方

法为 2(log (2 ) 1)(2 1)N + N − ， N为复方阵阶数。 
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     图3  算法2、算法3复杂度比较 

计算误差的方法如下：设 H=M USV ，消去U ，

有 H H H= −M M VS SVerror ，分别取误差矩阵 error
各元素的实部和虚部绝对值并取其平均。图2中算 
法1和算法3精度高于算法2。误差的产生主要取决于

CORDIC核，当增加迭代次数后，使得在对复数 2 2×
对角化时非对角元素极小，此时 bθ 应作 0 或 π处理。

而CORDIC核仍求两极小数的比值来计算角度，进 

而导致计算的角度 bθ 误差增大，最终导致输出V 矩

阵误差增大。特别是针对 2 4n× 的复矩阵，算法2需
要先取其共轭转置并与其本身相乘，再扩展为维度

为8 8n n× 的实矩阵，该矩阵至少包含8n个零元素。

在迭代过程中容易产生极小的非对角元素。当然可

以采取设置门限的方法，若非对角元素绝对值小于

某一常数，直接置零。由此，对于奇异值分解的各

种算法中迭代算法具有一定的不稳定性。 
对于相同维度的长方复矩阵，算法3在资源和精

度上要好于算法1和算法2，由于householder变换涉

及乘、除、开方，且步骤并不像其他两种算法规则。

算法3在实现的复杂度上要略高于其他两种算法。 

3  2×8 CSVD的硬件实现结构 
CSVD的硬件实现主要包括两个模块：向量

householder变换和改进型 2 2× 复数双边Jacobi模块。

这两个模块的计算是顺序的，因此可以设计为流水

线结构。根据具体FPGA芯片资源的多少，可以灵活

选择全流水或部分复用实现结构。 
3.1  向量householder变换的实现结构 

一方面充分考虑资源的可复用程度，合理调配

运算顺序；另一方面设计的结构应尽可能简单、模

块化。图4设计了一种全流水的行householder变换结

构，对于大型矩阵可以复用该模块。 
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图4  行householder变换流水线硬件框图 
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3.2  改进型2×2复数双边Jacobi的实现结构 
本文提出的复数 2 2× 双边Jacobi方法是在文献

[5,7]的基础上针对硬件结构提出的改进。文献[5,7]
方法对于一般复矩阵计算量偏大，特别是对于

FPGA、DSP等硬件平台。但如果在对角化之前，先

将复矩阵转换为共轭对阵矩阵，则计算量会大大减

小。额外的资源消耗仅仅是2个复数 2 2× 矩阵相乘。

图5的硬件框图相比于文献[5]的硬件框图更省资源。

由于不用迭代运算，在精度上可以考虑减少乘法、

CORDIC运算的位宽。如Xilinx平台下，一个实数乘

法用18 25× 的位宽，可以保证最大化利用乘法器。

其他运算以此为基准进行定点。图5中CORDIC的 
3种模式均通过Xilinx的CORDIC IP核实现，本文将

其设置为全并行模式，以保证整体流水线设计。 
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图5  复数2×2对角化流水线硬件框图 

3.3  基于FPGA的实现验证 
对于输出V 矩阵维度较大的复数奇异值分解，

会耗费更多的F P G A资源如乘法器、除法器和

CORDIC核。当DSP资源超过50%以后，布局布线后

的最高时钟频率较综合后的最高时钟频率会大幅下

降，主要原因在于乘法器核在布局布线过程中会产

生较大的线延时，可通过减小乘法器输入输出的扇

出解决，也可以通过更改综合工具设置。由布局布

线后的结果才能比较准确反映设计的准确性和可靠 

性。本文设计采用Xilinx的FPGA硬件实现方案，其

型号为xc6vlx240t-3ff1156，基本满足设计要求。表2
给出了算法2和算法3的资源占用比较，算法2实现平

台为Altera Stratix IV。算法2为迭代结构，时钟频率

为105 MHz，延时为3 800个时钟；而算法3为全并 
行，流水结构，布局布线后的最大时钟频率 
200.240 MHz，延时为330个时钟。算法3在资源和吞

吐率上均优于算法2。 

表2  复数2×8奇异值分解FPGA资源占用 

使用量 使用率/% 使用量 使用率/% 
逻辑资源使用情况 

算法2 算法3 

逻辑片寄存器的个数 153 418 36 85 815 28 

逻辑片查找表的个数 184 163 43 70 013 46 

存储器的位数 69 120 1 17 899 30 

RAMB36E1/FIFO36E1的个数 - - 7 1 

RAMB18E1/FIFO18E1的个数 - - 264 31 

DSP48E1的个数 512 50 579 75 

4  结 束 语 
本文提出了一种主要针对 2 4n× 或 4 2n× 的

CSVD混合优化算法，若矩阵维度为奇数，需要将矩

阵维度向上扩充至偶数。该算法通过对多种传统算

法的部分运算整合、改进，极大地减小了CORDIC
核的使用且不需要迭代。通过与传统算法对比，该

算法比传统算法至少在资源上节省26%，延时缩短

10倍，精度提高一个数量级。最后对 2 8× CSVD进

行FPGA实现，算法上的优势在硬件上得以体现。下

一步将对更高维度的长方阵CSVD作探讨。  
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