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周期场中片状束输运的非线性行为 
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【摘要】冷腔束流动力学问题是微波器件和太赫兹器件的基本问题。在经典物理学框架内把周期场中片状束的运动方程

化为Duffing型Mathieu方程。利用摄动法讨论了系统在ν =1共振线附近的运动行为，导出了系统频率响应和振幅响应，揭示了

系统的跳跃现象和不稳定性。对线性近似下得到的部分结果进行了修正。 
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Abstract  The beam dynamics problem for cold cavity is the basic problems of microwave devices and 
terahertz devices. The motion equation of the sheet-beam in the periodic field is reduced into Mathieu equation 
with Duffing-type in the classical physics framework. The motion behavior of the system in the vicinity of the v=1 
resonance is discussed by using perturbed method; the frequency response and the amplitude response for the 
system are derived; the jumping phenomenon and instability of the system are revealed. The partial results obtained 
in the linear approximation are modified. 
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随着片状束的广泛应用，冷腔束流动力学的稳

定性问题成为人们热点讨论。由于片状束具有电流

强度大、高频电场低、能量分散小和易小型化等优

点引起了广泛关注。强流技术的关键问题之一是空

间电荷效应。半个世纪前，人们就提出了片状束概

念，并试图利用这一概念把空间电荷效应减至 小。

但是，利用传统聚焦方法系统出现了Diocotron不稳

定性。采用周期永久磁场(PPM)使问题得到了消 
减[1-10]。美国洛斯阿拉莫斯国家实验室(Los Alamos 
National Laboratory)的研究小组对该问题进行了讨

论[1-5]，在线性近似下，把冷腔电子运动方程化为

Mathieu方程，并根据Mathieu方程的稳定性导出了系

统的临界条件。由于系统的非线性，本文进一步考

虑了运动阻尼和空间电荷的影响。在经典物理学框

架内和小振幅近似下，把电子运动方程化为广义

Mathieu方程。利用摄动法讨论了周期磁场中片状束

冷腔束流输运的动力学稳定性。特别是对电子在共

振线 1ν = 附近的行为进行了分析。导出了系统的频

率响应和振幅响应；揭示了系统的跳跃现象和不稳

定行为；分析了束流稳定传输的临界条件。 

1  运动方程 
引入直角坐标( , ,x y z )，假设 z 方向是束流运动

方向， x 方向位于水平面内，而 y 方向与水平面垂

直。在这个坐标系中，摆动场的磁感应强度 B可表

示为： 

mχ=B ∇                (1) 

其中磁势为： 

cosh( )cos( )

[ sinh( ) cosh( )]

w
m x z

z

y y

B
k x k z

k
a k y b k y

χ = ×

+
        

(2)
 

式中，波数 2π /zk d= ，且满足 2 2 2
z x yk k k= + ；d是磁

场周期。 1, 0a b= = 描述的是摆动场，而 0,a = 1b =
描述的是PPM场。假设高频(RF)场工作在TM模式

上，利用无源Maxwell方程，3个场分量可分别为： 
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[ sinh( ) cosh( )]
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B B k x k z
a k y b k y

= ×

+
        

(5)
 

当 0xk = 时， 0xB = ，三维场退化为二维场，且

,y zB B 与x无关，描写了垂直方向( y 方向)的平面聚 

焦情形； 0xk ≠ 时，描写了垂直方向和水平方向( x 方
向)二维聚焦情形。考虑到阻尼和空间电荷的影响，

对于平面聚焦情形，粒子的垂直运动方程为[1-2]： 
2 22

0
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式中， 0wB B= 是磁感应强度幅值； z yk k k= = 是“波

数”；ρ 是电荷密度； /e mη = 是电子的荷质比； ,x yr r

分别是椭圆片状束沿 x 方向和 y 方向的半长度和半

厚度。令 bkz kv tτ = = ( bv 是束流速度)，在小振幅近

似下，电子运动方程式(6)可进一步推导为： 
2

2 3
2

d d2 ( 2 cos 2 ) 0
d d

y y y yμ ν ε τ α
τ τ

+ + − − =    (7)  

 
其中，有： 

2
2 0

2 2 2 2
0

2 2
0 0 0

2 2 2

2

; ;
4 3 3

x

b b x y

b b b

r
k v k v r r

k v v v

ω ηρν
ε

ω ω μ
ε α μ

⎧
= −⎪ +⎪

⎨
⎪ = = − =⎪⎩

     (8) 

式中， 0
0

eB
m

ω = 是电子回旋频率。 

在弱激励(即ε 为小量)情形下，如果系统阻尼和

非线性也比较弱，用ξ 代替 y ，式(7)可改写为： 
2

2 3
2

d d( 2 cos 2 ) ( 2 )
d d

ξ ξν ε τ ξ ε μ αξ
τ τ

+ − = − −    (9) 

这是一个带有弱激励、弱阻尼和弱非线性的Duffing
型Mathieu 方程。 

2  线性近似与工作条件的选择 
在线性近似和无阻尼( 0α μ= = )情况下，式(9)

推导为标准的Mathieu 方程： 
2

2
2

d ( 2 cos 2 ) 0
d

ξ ν ε τ ξ
τ

+ − =        (10) 

在参数( 2 ,ν ε )平面上，系统出现了一系列稳定

和不稳定区[11-12]，如图1所示。当 0ε → 时，这些不

稳定区退化为一点，且全都落在 0ε = 的横轴上，这

些点由方程 2 2nν = ， 0,1,2,n = 给出，并分别称为

零阶、一阶和二阶等不稳定区。当 0,1,2,ν = 时，

系统存在整数共振，工程设计应当尽量远离这些共

振线。周期磁场中片状束的工作状态可能位于 1ν =

共振线附近。文献[1-2]指出，只有在零阶和一阶不

稳定区之间的三角形区域内，片状束稳定输运条件

才能满足，并当参数 2 0.66ν < 时，系统是稳定的。

考虑空间电荷效应，束流稳定传输条件可表示为

0 0.91ε≤ ≤ ， 0 1ν≤ ≤ ， 1.1 1ν ε− +≤ 。文献[7]
将这些条件具体化为： 

2
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图1  Mathieu方程的稳定与不稳定区(阴影区域) 

3  非线性近似与系统稳定性 
3.1  非线性近似 

线性方程描述了系统的基本特征， 0α μ= = 的

方程是线性方程，当 0ε ≠ (或 0, 0α μ≠ ≠ )时，由 
式(9)描述的非线性系统出现了一系列新的特征，其

中包括共振、分叉和混沌等。下面用摄动法讨论系

统在 1ν = 共振线附近的运动行为。 
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3.1.1  摄动解 
利用多尺度法[13-16]讨论非线性和参数激励对系

统振幅和相位的影响。令： 

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )T T T Tξ τ ε ξ εξ= + +     (14) 

式中， 0T τ= ； 1T ετ= 。将式(14)带入式(9)，令ε 的

同次幂系数相等，可得： 
2 2
0 0 0 0D ξ ν ξ+ =              (15) 

2 2
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 02 2 cos2 ( , )D D D T f Dξ ν ξ ξ ξ ξ ξ+ = − − +  

(16) 
其中，有： 

3
0 0 0

d( , ) 2
d

f D ξξ ξ μ αξ
τ

= − −         (17) 

式(15)的一般解为： 
*

0 1 0 1 0( )exp(i ) ( )exp( i )A T T A T Tξ ν ν= + −    (18) 

式(16)变为： 
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式中，字母右上角一撇表示对 1T 的微商。为了描写

粒子在共振线 1ν = 附近的行为，可通过关系

1ν εσ+ = ，引入解谐参数σ 。解谐参数σ 描写系统

接近共振线的程度。式(19)中的 0(2 )Tν− 可表示为： 

0 0 0 0 1(2 ) 2 2T T T T Tν ν εσ ν σ− = + = +  

消去式(19)中的久期项，并利用式(18)，可得： 
 2π /

*
1 0 0

 0
2i exp(2i ) exp( i ) d

2π
A A T f T T

ωνν σ ν′ = − + −∫  

令
1 exp(i )
2

A a β= ， 0Tφ ν β= + ，带入上式，并将实

部和虚部分开，可得： 
 2π

 0

1sin sin ( cos , sin )d
2 2π
aa f a aψ φ φ ν φ φ
ν ν

′ = − − −∫  

(20) 

 2π

 0

2 cos

1 cos ( cos , sin )d
π

aa a

f a a

ψ σ ψ
ν

φ φ ν φ φ
ν

′ = − +

−∫
      

(21)
 

式中， 12 2Tψ σ β= − 。系统的一次近似解可表示为： 

0cos( ) ( )a T Oξ ν β ε= + +  
式中，a和 β 由式(20)、式(21)和 12 2Tψ σ β= − 给出。

将式(17)代入式(20)和式(21)，完成积分可得： 

sin
2
aa aψ μ
ν

′ = − −           (22) 

332 cos
4

aa a aαψ σ ψ
ν ν

′ = − −          (23) 

3.1.2  静态解的稳定性 
从式(22)、式(23)和式(9)可以看出，问题已从一

个二阶微分方程简化为两个一阶微分方程。虽然降

阶了，由于方程右端依然是两个变量 a和ψ 的函数，

要把它积分到 终形式仍然困难。如果关心定常振

动，情况就较简单。对于定常振动，系统的振幅 a  
和相位ψ 为常数，即式(22)和式(23)中的 0a′ = ，

0ψ ′ = 。可简化为： 

2

sin 2
3cos 2
4

a

ψ νμ

ψ σν α

= −⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

         (24) 

因 1ν εσ= + ，在一级近似下，将式(24)平方相

加，消去三角函数，可得[16]： 

1/ 2
2 1/ 28 4 (1 4 )

3 3
a σ μ

α α
⎡ ⎤= ± −⎢ ⎥⎣ ⎦

       (25) 

引入新变数 σ̂ εσ= ， α̂ εα= ， μ̂ εμ= ，式(25)可改

写为： 
1/ 2

2 2 1/ 2ˆ8 4 ˆ( 4 )
ˆ ˆ3 3

a σ ε μ
α α

⎡ ⎤= ± −⎢ ⎥⎣ ⎦
     (26) 

式(25)和式(26)是振幅 a的二次方程，要静态解

存在振幅 a必须为实数，即 2 0a > 。这就要求 ˆ2μ ε<

和 2 2 1/ 2ˆ8 4 ˆ( 4 ) 0
ˆ ˆ3 3

σ ε μ
α α

± − > 。前者意味着只有激励振

幅大于衰减强度时，系统才可能存在稳定解；后者

意味着当 2 2 1/ 21ˆ ˆ( 4 )
2

σ ε μ> − 时，系统存在两个静态

解，而当 2 2 1/ 21ˆ ˆ( 4 )
2

σ ε μ< − 时，则只有一个静态解

存在。 
3.1.3  系统响应 

1) 频率响应。图2给出了系统振幅与频率之间

的关系(频率响应曲线或共振曲线)。实线和虚线分别

表示系统的稳定解和不稳定解。从图2可以看出，共

振曲线向右弯曲，当激励强度 ε 保持不变，激励频 
率 σ̂ 从小到大或从大到小变化时系统出现了跳跃现

象。当 σ̂ 从小到大位于点 1A 和点 2A 之间时，系统只

有一个(稳定的)平凡解存在；从点 2A 开始，系统存

在两个解(分叉)，一个是稳定的静态解，另一个是不

稳定的平凡解；当 σ̂ 增加时，系统将沿着曲线 2A 3A′

变化直到无穷。相反，当 σ̂ 从大到小变化时，系统

将沿着E 3A 变化，平凡解是稳定的。在 3A 点平凡解

变得不稳定，当 σ̂ 继续减小时系统发生突变，并从

3A 跳到 3A′；当 σ̂ 继续减小时，系统将沿曲线 3A′ 2A 变

化，直到 2A 点；当 σ̂ 再继续减小时，系统回到初始
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的平凡解状态。 
当系统通过分叉和跳跃回到原来状态的过程是

不可逆的。这种不可逆性正好揭示了系统的驰豫行

为。弛豫现象在自然界中普遍存在，在光电子技术

中也经常碰到，双稳态光电子器件便是典型例子。

对于微波器件跳跃应当尽量避免。因为跳跃就意味

着不稳定。文献[17]表明，系统从点 2A 开始出现倍

分叉，并通过级联分叉进入混沌状态。为了保证束

流的动力学稳定性，分叉和混沌是不允许存在的。

因系统的稳定性与参数有关，适当调整参数系统稳

定性就可得到改善。事实上，从式(25)和式(26)可以

看出，系统响应与系统阻尼、非线性大小、激励强

度和离开共振线的程度等因素有关，适当调节这些

参数，就可提高系统稳定性。 
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图2  Duffing型参数激励系统的频率响应曲线 
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 图3  Duffing型参数激励系统的振幅响应曲线示意图 

2) 振幅响应。图3给出了系统的振幅响应曲线。

从图3可以看出系统存在多值(分叉)和跳跃现象。当

ε 从小到大变化，状态位于 1B 和 2B 之间时，系统只

有稳定的平凡解存在；在 2B 和 3B 之间时，除了稳定

的平凡解外，还存在两个静态解(分叉)，振幅较大的

一个稳定(实线)，较小的一个不稳定(虚线)。离开 3B
平凡解变得不稳定，系统只存在一个稳定的静态解。

当 ε 继续增加，状态发生突变(从 3B 跳到 3B′ )，并将

沿着曲线 3B′ D 继续变化，直至无穷。相反，当ε 从

大到小变化时，系统将沿着 D 3B′ C 变化，直到C 点；

当 ε 继续减小时，系统发生突变(从 C 点跳跃到 2B
点)，且沿着 2B 1B 继续变化。系统回到初始的平凡

解状态。 
以上分析表明，当激励振幅(强度)从小到大和从

大到小变化时，系统将通过分叉和跳跃回到原来状

态，但过程不可逆。这种不可逆也正好揭示了系统

振幅与激励强度之间的驰豫行为。图3给出了 
2 1/ 21 (1 4 )

2
σ μ= − 时的响应曲线。当 σ 增加时，C 点 

向 3B 点靠近，多值区域减小，跳跃现象消失，即随
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着 σ 值增加，系统越来越远离共振区域，非线性影

响变弱，系统回到线性状态。 
3.2  工作条件的选择 

考虑到激励强度、运动阻尼和非线性时，系统

的稳定性与片状束工作点离开 1ν = 共振线的距离

σ̂ 有关，有： 
2 2 1/ 2

2 2 1/ 2

2 2 1/ 2

1 ˆ( 4 )
2
1ˆ ˆ( 4 )
2
1 ˆ( 4 )
2

ε μ

σ ε μ

ε μ

⎧> −⎪
⎪
⎪= = −⎨
⎪
⎪

< −⎪⎩

稳定

临界

不稳定

    (27) 

式(27)表明，仅当 2 2 1/ 21ˆ ˆ( 4 )
2

σ ε μ> − 时，系统才 

是稳定的。于是，周期场中片状束稳定传输条件式

(12)和式(13)修改为： 
2

2 2 1/ 20
2 2 2 2

0

10 1 ( 4 )
2 2

x

b b x y

r
k v k v r r
ω ηρ ε μ

ε
− − −

+
≤ ≤  (28) 

2
2 2 1/ 20

2 2 2 2
0

3.1 11 ( 4 )
4 2

x

b b x y

r
k v k v r r

ω ηρ ε μ
ε

− − −
+

≤    (29) 

文献[6]指出，要保证片状束的稳定输运，它的

Betatron振动频率ν 可以位于 0 1ν≤ ≤ 范围内，即可

选择 0ν = 或 1ν = 。本文指出不管系统是线性还是非

线性，ν 都不能等于零或1。因为 0ν = 的系统是聚

焦为零的系统，而 1ν = 的系统是处于共振状态的系

统。本文分析表明，仅当条件式(28)和式(29)满足时，

系统才是稳定的。 

4  结  论 
在经典物理学框架内和小振幅近似下，考虑到

电子的运动阻尼和系统非线性，把周期场中片状束

的电子运动方程化为Duffing型的Mathieu方程。用摄

动法分析了电子在 1ν = 共振线附近的运动行为。结

果表明，系统的频率响应和振幅响应存在分叉和跳

跃，揭示了系统的不可逆性、不稳定性和弛豫特征；

导出了片状束稳定传输的临界条件；修正了线性近

似下得到的部分结果；指出了只需适当调节参数，

系统的稳定性在原则上可以得到保证。 
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