
  第 44 卷  第 4 期                          电 子 科 技 大 学 学 报                             Vol.44  No.4   
    2015年7月             Journal of University of Electronic Science and Technology of China                 Jul. 2015 

 

基于WENO重构的时域无网格算法及其应用研究 

高煜堃，陈红全  
(南京航空航天大学航空宇航学院  南京  210016) 

 
【摘要】研究了用于求解电磁散射问题的WENO重构时域无网格算法。基于无网格点云结构，引入沿点云中心点和卫星

点连线方向的局部一维坐标，并结合虚拟点的设置，构成在点云中实施三阶WENO重构所要求的模板，以便利用WENO重构

计算中心点与卫星点连线中点处物理量的左右状态值，供通量运算。设置的虚拟点上的物理量则利用点云中已有的最近点插

值系数直接插值确定。用发展的算法对典型的一维和二维电磁散射问题进行数值模拟，并与理论解和传统的基于线性重构的

计算结果进行比较，验证了WENO重构获得的数值解比线性重构更接近理论解。给出了多体干扰电磁散射场算例，展示出用

发展的算法处理复杂多体干扰情形的效果。 
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Study of a WENO Reconstruction Based Meshless  

Time-Domain Algorithm and Its Applications 
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Abstract  A meshless time-domain algorithm based on weighted essentially non-oscillatory (WENO) 

reconstruction for solving the electromagnetic scattering problems is studied. The stencil required for implementing 
third-order WENO reconstruction in the gridless cloud is obtained by setting a local coordinate in the direction of 
each satellite point and introducing a virtual point so as to use WENO reconstruction to approximate the physical 
quantities at the midpoint between the central and satellite points of the gridless cloud. Additionally, physical 
quantities at the virtual point are determined by direct interpolation based on available interpolation coefficients of 
the nearest point. Then, approximate Riemann solver is introduced in dealing with the computation of the flux 
related to the governing equations, and an explicit four-stage Runge-Kutta scheme is employed in time-marching. 
After that, based on the developed algorithm, typical 1-D and 2-D cases for solving the electromagnetic fields are 
simulated. The simulation results verify that the numerical results calculated by using WENO reconstruction are 
closer to the theoretical solutions than that based on linear function reconstruction. The paper ends with the 
presentation of the electromagnetic scattering fields with multi-bodies, which show the developed algorithm has the 
ability to accommodate complex geometries. 

Key words  cloud of points;  electromagnetic scattering field;  meshless time-domain method;  
multi-bodies;  WENO reconstruction  
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无网格方法是继网格方法之后出现的一种新型

数值方法。计算区域的离散只涉及布点填充，既可

以采用网格点，也可以打破传统的网格方法[1]中网

格拓扑的约束而根据需要直接布点，因此，该方法

在对复杂外形的处理上更加灵活[2]。近年来，无网

格方法已在计算电磁学(computational electromagnetics, 
CEM)领域得到了应用和发展，用于求解电磁场问题

的代表性方法有局部弱式Petrov-Galerkin无网格法

和径向基点插值无网格法等[3-5]。这些方法通常会涉

及形函数(或基函数)的选取。形函数的选择不仅会影

响矩阵的质量[6]，还会影响到边界条件的施加，有

时边界条件需要采用特殊的方法强制给定[7]。在计

算流体力学(computational fluid dynamics, CFD)领
域，近年来也出现了与CEM中做法不同的无网格方

法。无网格点上的空间导数可基于局部点云结构通

过极小曲面逼近得到。空间离散涉及的通量运算常

采用近似黎曼解处理。该类无网格方法已成功应用

于求解Euler方程，能模拟出复杂外形的绕流[2]。 
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鉴于所研究的麦克斯韦方程和流体力学中的

Euler方程具有双曲型等相同的数学特性，本文意在

借鉴上述CFD中的无网格算法，发展基于加权本质

无振荡(weighted essentially non-oscillatory, WENO)
重构的时域无网格算法，用于求解麦克斯韦方程。

CFD中的WENO重构是在本质无振荡 (essentially 
non-oscillatory，ENO)重构方法[8]的基础上发展而来

的高阶重构方法，大多用于结构网格[9]。本文基于

无网格点云和局部一维坐标，给出了WENO重构实

施所要求模板的构造方法。通量运算涉及的无网格

点云中心点与卫星点连线中点处物理量的左右状态

值，改用三阶WENO重构计算，以替代通常的线性

重构。空间离散涉及的通量运算采用基于点云结构

的近似黎曼解方法确定，时间离散则按照四步

Runge-Kutta法推进求解。然后结合算例分析，验证

了本文基于WENO重构的数值解比通常的线性重构

结果更接近理论解。 后，本文研究了双NACA0012
翼型及飞机投弹模拟的多体干扰电磁散射特性，在

一定程度上展示了算法处理多体干扰等复杂情形的

能力。 

1  时域麦克斯韦方程 
对于横磁(transverse magnetic, TM)波，在直角坐

标系中守恒型无量纲时域麦克斯韦方程可写为： 

1 2

t x y
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S ； xH 和 yH 分别为磁场强度 H  

在 x 和 y 方向上的分量； zE 为电场强度 E在 z 方向

上的分量； ε 为介电常数；σ 为电导率； μ 为磁导

率； mσ 为磁阻率。 

2  时域麦克斯韦方程的无网格离散求解 
2.1  计算区域布点离散及点云生成 

无网格算法计算区域的离散只涉及布点填充，

既可以方便地选取结构网格或非结构网格点，也可

以打破传统的网格拓扑约束，按要求直接布点。计

算区域布点填充后，在点的局部需构成无网格算法

实施所要求的点云结构。以点云 iC 为例，如图1所示，

中心点 i 自然纳入点云 iC 中，再合理选取一定数目

的卫星点。本文以中心点 i 为圆心， ir 为半径画圆，

将圆内除中心点 i 以外的点(1、2、3、4、5和6)视为

卫星点一并纳入点云 iC 中。其中圆半径 ir 与点云当

地点与点之间的距离相关，通常可通过扩大或缩小

ir 来选取合适数目的卫星点。 
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图1  无网格点云 iC 示意图 

2.2  空间导数逼近 
当点云生成后，在点云 iC 上假定中心点 i 附近

的函数值分布满足函数 ( , )f f x y= 。那么，沿用文

献[10]的方法， f 的二次逼近函数可写为： 
2 2

1 2 3 4 50.5 0.5if f a h a l a h a l a h l= + + + + +    (2) 
式 中 ， ( , )i i if f x y= ； ih x x= − ； il y y= − ；

( 1,2, ,5)ia i = 为待定系数，表示在中心点 i 处相应

的 各 阶 偏 导 数 。 在 点 云 iC 上 ， 记 卫 星 点

k ( 1,2, , )k M= 处的函数值为 kf ，则定义函数逼近

的总体误差为： 

2

1

1 ( )
2

M

k k
k

G f f
=

= −∑           (3) 

基于总体误差G 极小，逼近函数可整理为[10]： 
( , ) ( ) ( )i k k i k k if x y f f f h f f lα β= + − + − +∑ ∑  

2 20.5 ( ) 0.5 ( )k k i k k if f h f f lγ η− + − +∑ ∑  

( )k k if f hlζ −∑               (4) 

式中，系数 kα 、 kβ 、 kγ 、 kη 和 kζ 仅与离散点的坐

标相关，可在迭代计算前一次计算得到。函数 f 在

中心点 i 处的空间导数 ( 1,2, ,5)ia i = 可表示为： 

1 ( )k k ia f fα= −∑ ， 2 ( )k k ia f fβ= −∑ ， 

3 ( )k k ia f fγ= −∑ ， 4 ( )k k ia f fη= −∑ ， 

5 ( )k k ia f fζ= −∑              (5) 

同样地，也可以用中心点与卫星点连线中点 ik 处的

函数值 ikf 进行表示： 

1 ( )ik ik ia f fα= −∑ ， 2 ( )ik ik ia f fβ= −∑ ， 

3 ( )ik ik ia f fγ= −∑ ， 4 ( )ik ik ia f fη= −∑ ， 

5 ( )ik ik ia f fζ= −∑             (6) 
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式中，整理得到的系数 ikα 、 ikβ 、 ikγ 、 ikη 和 ikζ 也

仅与离散点的坐标相关，可在迭代计算前一次计算

得到。本文将根据式(6)处理下面空间离散涉及的通

量运算。 
2.3  基于无网格点云的WENO重构 

为了提高时域无网格算法的计算精度，本文借

鉴CFD中三阶WENO重构的有限差分方法[11]构造在

点云中实施WENO重构所要求的模板。为此，基于

点云结构，在点云 iC 上以中心点 i 和卫星点 k 为例，

建立局部一维坐标，如图2所示。图中点 ii 是点 i 关
于点 k 的对称点(虚拟点)，点 kk 是点 k 关于点 i 的对

称点。记点 i 和点 k 处的函数值分别为 if 和 kf ，虚

拟点 ii 和 kk 处的函数值分别记为 iif 和 kkf ，则点 i 和
点 k 的中点 ik 处的函数值 Likf 和 Rikf 可按照下式

WENO重构进行计算： 
1 2

1 2

( 0.5 1.5 ) (0.5 0.5 )
( 0.5 1.5 ) (0.5 0.5 )

Lik kk i i k

Rik ii k k i

f f f f f
f f f f f

ξ ξ
ξ ξ

= − + + +⎧
⎨ = − + + +⎩

  (7) 

式中，加权因子 1 1/ 3ξ = ； 2 2 / 3ξ = 。于是式(7)可进

一步整理为： 
( 5 2 ) / 6
( 5 2 ) / 6

Lik kk i k

Rik ii k i

f f f f
f f f f

= − + +⎧
⎨ = − + +⎩

         (8) 

只要虚拟点上的函数值 iif 和 kkf 能够计算得到，

就可按照式(8)WENO重构计算出中点 ik 处的函数

值 Likf 和 Rikf ，以备进行通量运算。 
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图2  基于无网格点云的WENO重构模板示意图 
对于虚拟点上的函数值， 直接的做法是针对

虚拟点，逐一选点并构造插值模板，再按照插值方

法确定。但是，要逐一搜索插值点，且在计算插值

系数的过程中还会涉及矩阵求逆，都需要花费较多

的计算时间。为了减小不必要的计算量，本文利用

已知的离虚拟点 近的点云结构及其空间导数信

息，通过采用形如式(4)的二次函数逼近来插值计算

出虚拟点上的函数值。 

2.4  通量运算 
在 iC 上，应用式(6)近似中心点 i 处的通量为： 
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1 2 1 2( ) ( )ik ik ik ik ik i ik iα β α β+ − +∑ ∑F F F F    (9) 

式中， 1 2( )ik i ik iα β+∑ F F 仅与点云中心点处的计算

值相关，因此，迭代计算时此项如同已知项可直接

利用当前计算点的值计算确定；而 1( ik ikα +∑ F  

2 )ik ikβ F 要用到点云中心点 i 与卫星点 k 连线中点处

的值，为此，定义数值通量为： 
1 2ik ik ik ik ikm n= +Q F F           (10) 

式中， 2 2/ik ik ik ikm α α β= + ； 2 2/ik ik ik ikn β α β= + 。

定义矢量 ( , )ik ik ikα β=d ，则式(9)可简写为： 

1 2
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M M
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再采用近似黎曼解确定数值通量 ikQ ，即： 
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  (12) 

式中， ˆ ( , )ik ik ikm n=d 是 ikd 的单位矢量； LH 、 LE 、

RH 和 RE 均按本文WENO重构进行计算。 

2.5  时间离散 
采用无网格方法对麦克斯韦方程进行空间离散

后，在点云 iC 上，可以得到其半离散形式为： 

1 2
1 1

( )
M M

ik ik ik i ik i ii
i k kt

α β
= =

∂
= − + + + ≡ −

∂ ∑ ∑W Q d F F S R  

 (13)  
式中， iR 为点云中心点，即计算点上的残差。本文

利用式(13)按照4步Runge-Kutta格式[10]进行时间推

进求解。迭代计算时，如式(9)～式(12)所示，残差

计算涉及的各空间离散项则利用当前计算值计算确

定。对于计算涉及的边界条件，本文在物面应用良

导体边界条件，而在计算域的截断位置则采用完全

匹配层边界条件，具体公式及参数取值详见文献[10]。 

3  算例与分析 
本文按上述方法研制了对应的计算程序，现结

合算例进行电磁散射模拟。算例涉及的计算域中 x 、
y 坐标均为以入射波波长 λ 为特征长度、无量纲化
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后的空间位置。如图3所示，TM平面波沿 k 方向照

射目标，并定义 k 轴与 x 轴之间的夹角为入射角ϕ ，

那么归一化后的入射波分量可表示为： 
cos[2 ( )]

sin cos[2 ( )]

cos cos[2 ( )]

i
z

i
x

i
y

E k t

H k t

H k t

ϕ

ϕ

⎧ = π −
⎪

= × π −⎨
⎪ = − × π −⎩

       (14) 

式中， cos sink x yϕ ϕ= + ； t 为无量纲参数。 
 

x 

k y 

ϕ 

O 

 
图3  TM平面波 

3.1  一维电磁波传播数值模拟 
本文先选用具有解析解的一维电磁波传播问题

对发展的WENO重构算法进行考核。假定电磁波沿

x 方向传播，那么式(1)的麦克斯韦方程可简化为： 
1D 1D 0
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
W F

          (15) 

式中， 1D
z

y

E
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W ； 1D
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H
E

−⎡ ⎤
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F 。数值模拟时采

用周期性边界条件，计算域取从 5x λ= − 至 5x λ= ，

初场设置为： 
0 cos 2πz tE x= = ， 0 cos 2πy tH x= = −      (16) 

对应的解析解为： 
,th cos[2 ( )]zE x t= π − ， ,th cos[2 ( )]yH x t= − π −   (17) 

在 10t = 时刻提取相应的电场信息进行研究。定

义计算误差为： 

2
,cal ,th

1

1error ( )
n

z z
i

E E
n =

= −∑       (18) 

式中， ,calzE 为计算值。 
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图4  计算误差与布点密度的关系 

图4给出了计算误差与布点密度的关系。整体上

看，不论基于WENO重构还是线性重构， error 随

dom 的增加而减小； dom 一定时，本文数值解的

error 显著小于线性重构的结果，计算得到的电场幅

值和相位均与理论解更加接近。 
3.2  二维圆柱散射数值模拟 

本文选用有级数解[12]可供比较的金属圆柱算例

进行电磁散射模拟。先采用如图5a所示的均匀布点

方式，布点密度 dom 20= 。数值模拟时，圆柱半径

为 2.0λ ，计算域设置为12 12λ λ× ，总点数为60 698，
TM波入射角 0ϕ = °。计算得到的圆柱散射场和双站

雷达散射截面(radar cross section, RCS)分布分别如

图6和图7所示，图7给出了级数解比较。从图7不难

看出，本文基于WENO重构计算得到的双站RCS和
传统基于线性重构的计算结果，其峰值及其在整个

双站角范围内的分布整体上都能与级数解一致；但

是在各极值点处，本文结果与级数解吻合更好，如

图7b所示。 

  
a. 均匀布点                   b. 非均匀布点 

图5  圆柱计算点云示意图 
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    a. 圆柱的双站RCS分布图 
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  b. 局部放大图 

图7  圆柱的双站RCS分布及局部放大图 
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    a. 双站RCS分布图 
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  b. 局部放大图 

图8  不同布点密度对应的圆柱双站RCS分布及局部放大图 

本例均匀布点方式离散计算区域总点数达 
60 698，计算量较大。考虑到本文在物面处引入入

射波及提取时域信息，因此物面附近的布点密度应

予以保证，而对于截断边界附近，布点密度适当放

宽。改用如图5b所示的非均匀布点方式重新计算圆

柱散射场，其他条件设置同图5a，计算得到的双站

RCS分布如图8所示。从图中不难看出，当 dom 10=
时，计算得到的双站RCS分布与均匀布点的结果基

本吻合；当 dom 8= 时，除个别极值点处数值有差异

外，计算值大体上也能与均匀布点情形一致；当

dom 5= 时，计算值与均匀布点的结果存在明显差

异，如图8b所示。当 dom 10= 时，总点数由均匀布

点的60 698下降到16 380，计算量显著减小，而计算

结果几乎不受影响。 
3.3  双NACA0012翼型散射场数值模拟 

选用双NACA0012翼型算例[13]验证本文算法处

理多体干扰问题的能力。沿用文献[13]的做法，取

NACA0012翼型弦长为 4λ ，双翼型弦线之间的距离

为 λ 。计算域取12 12λ λ× ，电磁波入射角分别取

0ϕ = ° , 45°，对应计算得到的双NACA0012翼型的散

射场等值线分布如图9所示，基本与文献[13]的精确

控制法结果一致。从图9可以看到，在双翼型之间的

区域，散射波叠加作用显著，电磁干扰较强；而且

随着入射角的改变，干扰作用的效果也存在差异。 

2
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2 0 
x 

−2
 

       a. 0ϕ = °  
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y 0
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2 0 
x 

−2
 

       b. 45ϕ = °  

    图9  双NACA0012翼型散射场等值线分布 

3.4  飞机投弹多体散射场数值模拟 
为了进一步验证本文算法处理多体干扰问题的

能力，给出飞机投弹时出现的复杂多体干扰电磁散

射场算例。飞机模型源自文献[14]，机体长取为8λ ，

通过对飞机下表面修形来模拟弹舱，炸弹用椭圆体

表示。计算域为 20 20λ λ× ，电磁波入射角取

135ϕ = ° ，对应电磁波从飞机前下方照射，计算得

到的散射场等值线分布如图10所示。从图中可以看

出飞机投弹与不投弹时的散射场多体干扰情况。不

投弹时，只在飞机前部的下方位置附近，由于机头

与机身的干扰，局部存在散射场的叠加效应外，其

他地方的散射场大体上呈现出均匀的环绕分布，强

散射方向出现在双站角135° 方向和 225° 方向；当飞
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机弹舱打开，进行投弹时，在飞机下方，除了飞机

自身各个部件的干扰以外，炸弹与飞机之间也存在

强烈的电磁散射干扰，散射场方向发生改变， 强

散射仅出现在双站角135° 方向。 

 

2 

y 

0 

−2 

4 0 
x

−4 2 −2−6 −8 

4 

−4 

−6 

 
     a. 飞机不投弹时 
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     b. 飞机投弹时 

    图10  飞机投弹与不投弹时的散射场分布 

4  结 束 语 
本文研究和发展了求解电磁散射问题的基于

WENO重构的时域无网格算法。算例表明：本文算

法相较于通常的线性重构算法，计算得到的数值解

能更接近理论解。由于该算法是基于无网格点云发

展的，计算区域的离散只涉及布点，适合处理多体

干扰等复杂情形。 
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