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基于代数方法的一类不确定系统的滑模观测器设计 
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【摘要】在不满足观测器匹配条件的情况下，针对伴有未知输入的一类线性时不变系统，研究了滑模观测器的设计。首

先，将未知输入划分为匹配未知输入和不匹配未知输入两部分，通过使用代数方法，不匹配未知输入可以表述为一个动态系

统，从而可得一个满足匹配条件，由原系统和不匹配未知输入系统构成的增广系统。针对该增广系统设计滑模观测器，可以

渐近跟踪原系统的状态。针对一类伴有未知扰动的柔性关节机器人系统，使用该文方法设计滑模观测器，仿真结果表明该方

法是有效的。 
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Abstract  This paper considers the problem of designing sliding-mode observers for linear invariant systems 

with unknown inputs when the observer matching condition is not satisfied. The unknown inputs can be divided 
into two parts, one is matched unknown inputs and the other is unmatched unknown inputs. Using an algebraic 
unknown inputs modelling technique, the mismatched part can be expressed as a dynamical system. Therefore, an 
augmented system consisting of the original system model and the unmatched unknown inputs model is constructed 
such that the observer matching condition can be satisfied. For the augmented system, a sliding-mode observer is 
designed which is able to asymptotically track the original states. The simulation results to a single flexible joint 
robot link model demonstrate the effectiveness of the proposed approach. 
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输入未知情况下的观测器设计是控制界学者广

泛关注的问题之一。针对未知输入系统，文献[1-2]
给出了全维观测器的设计方法，文献[3-4]给出了降

维观测器设计方法，文献[5-6]提出了滑模观测器，

文献[7-8]提出了自适应观测器。在许多工业系统中，

未知输入可以是未知扰动或故障。因此，未知输入

观测器在动态系统的故障检测领域有着广泛的应

用[9-13]。 
未知输入系统设计以上观测器的充分必要条件

之一是系统满足未知输入和可测输出之间的秩条件

(也称为观测器匹配条件)。但是，许多系统不满足匹

配条件。最近，针对不满足匹配条件的系统，文献

[14-16]提出了基于辅助输出的未知输入观测器设计

方法。该方法通过引入辅助输出使得匹配条件得以

满足，但是由于辅助输出不可测，所以需要用高增

益近似微分器或者高阶滑模精确微分器进行估计，

然后，使用这些估计值设计未知输入观测器，这使

得观测器设计过程繁琐复杂。针对不满足匹配条件

的系统，为了能够得到比较简单的观测器设计方法，

文献[17]将未知输入分解成匹配未知输入和不匹配

未知输入两部分，并假设不匹配部分可以表述为虚

构的自治动态系统的响应。这样，可以得到一个同

时包含原系统和不匹配未知输入建模系统的增广系

统，使得匹配条件得以满足，然后设计降维观测器。 
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针对伴有未知输入的线性时不变系统，本文基

于未知输入建模的思想，提出了一种在系统不满足

观测器匹配条件的情况下Wolcott-Zak型滑模观测器

的设计方法。相比于文献[17]的降维观测器，本文的

方法有以下优点：1) 滑模观测器可以观测全状态，

提高了设计的自由度和误差收敛速度；2) 可以利用

滑模观测器中的输出注入信号重构未知输入。 

1  系统描述和背景知识 
1.1  系统描述 

本文考虑以下线性时不变系统： 
= + +⎧

⎨ =⎩

x Ax Bu Dd
y Cx

          (1) 

式中， n∈x R 、 m∈u R 和 p∈y R 分别为状态向量、

输入向量和输出向量； l∈d R 表示未知输入；
n n×∈A R 、 n m×∈B R 、 n l×∈D R 和 p n×∈C R 均为已知

恒矩阵。如文献[1-17]所示，不失一般性，假设

rank( ) l=D ， rank( ) p=C 且 l p n≤ ≤ 。 

系统(1)设计传统的未知输入观测器[1-3,5-8]，必须

满足以下条件： 
1) { , , }A C D 的不变零点位于复平面的左半开

平面；2) rank( ) rank( )=D CD 。 
当系统满足条件2)时，称系统(1)满足观测器匹

配条件[18]。当系统满足观测器匹配条件时，文献

[1-3,5-9,11,13,19-20]提出了未知输入观测器设计方

法。下面介绍一个关于设计Wolcott-Zak型滑模观测

器的引理。 
引理 1[19]  当系统同时满足条件1)和条件2)时， 

对于某些正定阵 n n×∈Q R ，存在矩阵 n p×∈L R 、
q p×∈F R 以及正定阵 n n×∈P R ，使得： 

T

T

( ) ( )⎧ − + − = −
⎨

=⎩

A LC P P A LC Q
D P FC

 

成立。 
当系统(1)在满足条件1)，但是不满足条件2)时，

基于辅助输出的估计值，文献[14-15]提出了滑模观

测器设计方法，文献[3,16]提出了降维观测器设计方

法。但是，获得辅助输出估计值的过程比较复杂，

文献[17]提出了一种简单易行的基于未知输入建模

的降维观测器设计方法。本文希望当系统(1)在满足

上述条件1)，但是不满足条件2)的情况下设计

Wolcott-Zak型滑模观测器，所以作出如下假设： 
假设1  系统(1)满足条件1)，但是不满足条件

2)，即 rank( ) rank( )≠D CD 。  
当系统(1)同时满足条件1)和条件2)时，可以使

用文献[6]中介绍的方法设计Wolcott-Zak型滑模观测

器。本文希望基于对未知输入代数建模的方法，解

决系统(1)不满足匹配条件的情况下设计Wolcott- 
Zak型滑模观测器的问题。 
1.2  不匹配未知输入 d2 建模 

当系统(1)在不满足观测器匹配条件时，文献[17]
将未知输入矩阵 D分解成 1D 和 2D ，未知输入 d 分
解成 1d 和 2d ，有： 

1 2[ ]=D D D ， 1

2

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

d
d

d
  

式中， 1
1

l∈d R 为匹配未知输入，是范数有界的，即

存在 0ρ > ，使得 1 ρd ≤ ； 2d 为不匹配未知输入。

未 知 输 入 矩 阵 D 的 划 分 满 足 1rank( ) =D  

1 1rank( ) l=CD 。 

系统(1)可以描述为： 
1 1 2 2= + + +⎧

⎨ =⎩

x Ax Bu D d D d
y Cx

        (2) 

为了处理不匹配未知输入 2d ，作如下假设： 
假设2  不匹配未知输入 2d 可以表述为自治动

态系统的响应。 
基于假设2，使用文献[21]中的代数建模方法， 

通过选择合适的矩阵 2
i i

i
δ δ×∈E R 和 1

2
i

i
δ×∈H R ，得： 

2 2 2

2 2 2

i i i

i i i

z z
d z

=⎧
⎨ =⎩

E
H

    11,2, ,i l l= −     (3) 

式中， 2id 为 2d 的第 i个分量。由式(3)，不匹配未知

输入为： 
2 2 2

2 2 2

=⎧
⎨ =⎩

z E z
d H z

              (4) 

式中， 

( )1

21

2

2 l l

E

E −

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

E  

1

1

l l

i
i

δ δ
−

=

= ∑ 。 

由系统方程(2)和未知输入模型(4)可得： 
1a a a a a

a a

= + +⎧
⎨ =⎩

x A x B u D d
y C x

        (5) 

式 中 ，
2

n
a

δ+⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥

⎣ ⎦

x
x R

z
； 2 2

20a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A D H
A

E
；

0a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

B
B ； 1

0a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

D
D ； [ ]0a =C C 。 

不难验证，有 1rank( ) rank( )a a l= =D CD 成立，所
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以，增广系统(5)满足观测器匹配条件。 

2  滑模观测器的设计 
本文希望系统(1)在不满足观测器匹配条件的情

况下，可以设计Wolcott-Zak型滑模观测器。近来，

文献[3,14-16,22]提出了观测器的设计方法，可以规

避匹配条件的限制，但是，大都是基于辅助输出的

估计值。在系统(1)不满足匹配条件的情况下，文献

[17]设计了基于代数方法的降维观测器。本文的主要

目的是当系统(1)不满足匹配条件时，基于代数建模

方法设计Wolcott-Zak型滑模观测器，相比于文献[17]
提出的降维观测器，具有设计自由度高、鲁棒性强

等优点。 
引理  2[17]  系统 { , , }A C D 的不变零点和

{ }, ,a a aA C D 的不变零点相同。 
引理2表明，当假设1成立时，{ }, ,a a aA C D 的不 

变零点依然位于复平面的左半开平面，再根据引理

1，可得以下定理。 
定理 1  对于某些正定阵 ( ) ( )n n

a
δ δ+ × +∈Q R ，存在

矩 阵 ( )n p
a

δ+ ×∈L R q p
a

×∈F R 以 及 正 定 阵
( ) ( )n n

a
δ δ+ × +∈P R ，使得： 

T

T

( ) ( )a a a a a a a a a

a a a a

⎧ − + − = −⎪
⎨

=⎪⎩

A L C P P A L C Q
D P F C

 (6) 

成立。 
定 理 1 中 的 Lyapunov 方 程 (6) 成 立 是 设 计

Wolcott-Zak型滑模观测器的充分必要条件，所以对

系统(5)，设计Wolcott-Zak型滑模观测器为： 

[ ]

ˆ ˆ ˆ ˆ = + ( ) ( , , )
ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a a a a

a a

n n aδ

η

×

⎧ + − +
⎪

=⎨
⎪ =⎩

x Ax B u L y y D E y y
y C x
x I x0

  (7) 

式中， 
ˆ( ) ˆ( ) 0
ˆ( )ˆ( , , )

ˆ0 ( ) 0

a
a a

aa a

a

η
η

−⎧ − ≠⎪ −= ⎨
⎪ − =⎩

F y y
F y y

F y yE y y
F y y

  (8) 

式中，参数矩阵 aL 和 aF 已于定理1中定义。  

由式(5)和式(7)可得： 
1 ˆ( ) ( , , )a a a a a a a a aη= − + −e A L C e D d D E y y    (9) 

式中， ˆa a a= −e x x 。 

受文献[6]的启发，给出以下定理。 
定理 2  基于假设1和假设2，当 aη ρ> 时，状

态估计误差 ae 可以渐近跟踪系统(5)的状态。 
证明：考虑Lyapunov方程 T

a a a=V e P e ，沿误差方

程(9)对V 求导得： 

T T( ) ( )a a a a a a a a a a⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦V e A L C P P A L C e  
T T

1 ˆ2 2 ( , , )a a a a a a a aη−e P D d e P D E y y  

由式(6)的第1个方程，可得： 
T T T

1 ˆ2 2 ( , , )a a a a a a a a a a aη= − + −V e Q e e P D d e P D E y y  (10) 

由式(6)的第2个方程，有： 
T T

1 12 2 2a a a a a a a a aρe P D d d D P e F C e≤ ≤    (11) 

由式(6)的第2个方程和式(8)，有： 
T

T ˆ2 ( , , ) 2 a a a a a a
a a a a a a

a a a

η η= =
e P D F C e

e P D E y y
F C e

 

T T( ) ( )
2 2a a a a a a

a a a a a
a a a

η η
F C e D P e

F C e
F C e

≤   (12) 

将式(11)和式(12)代入式(10)，可得： 
T 2( 2 )a a a a a a aη ρ= − − −V e Q e F C e  

当 aη ρ> 时， 0<V ，从而有 lim 0at→∞
=e 。 

为了减轻滑模过程中的抖振现象，通常在实际

操作过程中，使用以下滑模控制率： 

1

ˆ( ) ˆ( ) 0
ˆ( )ˆ( , , )

ˆ0 ( ) 0

a
a a

aa a

a

η
εη

−⎧ − ≠⎪ − += ⎨
⎪ − =⎩

F y y
F y y

F y yE y y
F y y

 

(13) 
式中， 1 0ε > 。 

由文献[6]可知，可以在有限时间里到达滑模面 
{ }: 0a a a aσ = =e F C e ，且在状态误差空间里保持不 

变，从而有： 
1( )a a a a a a a a aσ = − + −F C A L C e F C D d  

ˆ( , , ) 0a a a a aη =F C D E y y          (14) 
因为 lim 0at→∞

=e ，当 t → ∞ 时，由式(14)有： 

1 ˆ( , , )a a a a a a a aη=F C D d F C D E y y        (15) 

由式(6)的第2个方程，可得： 
T T

1 ˆ( , , )a a a a a a a aη=D P D d D P D E y y        (16) 
因为 T

a a aD P D 是可逆的，从而有： 
T

1 ˆ( , , )a a a a aη=d D P D E y y     t → ∞      (17) 

当系统(1)不满足匹配条件时，基于未知输入建

模的方法，文献[17]给出了一种降维观测器的设计，

本文则给出了Wolcott-Zak型滑模观测器的设计。可

以看出，滑模观测器式(7)和式(8)不仅可以渐近跟踪

系统的状态，还可以重构部分未知输入信号，弥补

了文献[17]方法的不足。 

3  仿  真 
将本文提出的Wolcott-Zak型滑模观测器设计方

法用于如下由直流电机驱动的一个机械手链接环节
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的标称模型[17]，有： 

( )

( ) sin

m m

t r
m l m m

m m m

l l

pt
l l m l

l l

k KB u
J J J

m ghk
J J

τ

θ ω

ω θ θ ω

θ ω

ω θ θ θ

⎧ =
⎪
⎪ = − − +⎪⎪
⎨

=⎪
⎪
⎪ = − −
⎪⎩

 

式中， mθ 为角位移； mω 为电机角速度； lθ 为角位

置； lω 为链接角速度； mJ 为电机惯性； lJ 为链接惯

性； tk 为扭转弹性系数； rB 为粘滞摩擦系数；Kτ 为

放大器增益； pm 为指针质量； g为重力常数； h为
连体长度，且 mθ 、 mω 和 lθ 是可测的。则相应的状

态空间方程为： 
( ) ξ= + + +⎧

⎨ =⎩

x Ax Bu Φ x Δ
y Cx

 

式中， 
m

m

l

l

θ
ω
θ
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

x ；

0 1 0 0
48.6 1.25 48.6 0
0 0 0 1

1.95 0 1.95 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

A ；

0
21.6

0
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B ；

0
0

( )
0

3.333sin lθ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

xΦ ；

1
0
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Δ ；

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C 。 

非线性项 ( )xΦ 可以表示为 ( ) v=x RΦ ，其中，
T[0 0 0 0.333]= −R , sin lv θ= 。则原系统可以重

写为： 
= + +⎧

⎨ =⎩

x Ax Bu Dd
y Cx

 

式中， [ ]=D RΔ ；
v
ξ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

d 。 

容易验证 rank( ) rank( )≠CD D ，则传统的滑模观

测器设计方法将不再适用。因为 rank( ) =CΔ  
rank( ) 1=Δ ， 0=CE ，所以可取 1d ξ= , 1 =D Δ , 

2d v= ， 2 =D R，从而有 1 1rank( ) rank( ) 1= =CD D 。

假设 2d 为正弦信号，由文献[21]可得: 

2 2

0 1
(2π) 0

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

E ， 2 [1 0]=H  

使用LMI工具箱，可得： 

810 [0.994 2 0.0131 1.543 4]a = × −F  
0.949 8 2.157 1 1.127 9
17.066 1 5.539 2 24.479 5
0.071 8 1.543 5 0.901 2
1.735 3 1.010 2 1.314 4
0.977 7 0.266 6 1.250 2
4.136 3 10.292 8 1.085 7

a

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

L   

增广系统的状态和滑模观测器的状态初始值分

别 设 为 T(0) [ 10 1 1 3]= − − − −x ， ˆ (0)a =x  
T[0 0 0 0 0 0] 。 系 统 不 确 定 性 为 ξ =  

0.25sin(6π )t 。 

3.1  仿真结果 
图1～图4给出了系统状态及其观测值，图5给出

了系统的匹配未知输入 1d 及其重构值。从仿真结果

可以看出，本文的Wolcott-Zak型滑模观测器可以很

好地跟踪原系统的状态和重构未知扰动信号。 
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  图5  1d 及其估计 

4  结  论 
本文针对一类线性时不变系统，在观测器匹配

条件不满足的情况下，探讨了Wolcott-Zak型滑模观

测器的设计。基于对未知输入的代数建模方法，得

到一类满足匹配条件的增广系统，并证明可以对该

增广系统设计Wolcott-Zak型滑模观测器。将本文方

法应用于一类柔性机器人系统，从仿真结果可以看

出该方法是有效的。 
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