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基于社群联盟的冲突消解原则求解图着色问题 
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【摘要】该文提出了一种基于群体协作的计算模型。该模型首先将输入的数据单元建模成微观个体，然后基于求解目标

设计个体间的协作规则，最后通过个体在协作过程中涌现出的宏观现象来得到全局最优解。通过运用群体协作模型求解具有

NP-完全复杂度的最优图着色问题，结果表明该模型的性能优于若干启发式方法，并且得到如下结论：1) 如果算法的动力学

特征类似于混沌边缘现象，则算法能够在线性或亚线性时间复杂度求解问题。2) 如果算法的动力学特征呈现出完全随机性或

强收敛性，则算法将退化成蛮力搜索。 
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Abstract  This study proposes a computing model based on group cooperation. The data unit of the input is 

first modeled as group individual, the cooperation rules between individuals are then designed based on the target 
of the problem. Finally, the problem’s global optimal solution is obtained through the emergence phenomenon of 
individuals’ cooperation process. By applying group cooperation model to solve graph coloring problem which has 
NP-complete complexity, it shows that the proposed model works better than several heuristic methods. 
Experimental results illustrate that: 1) if the algorithm’s dynamics exhibits the edge of chaos phenomenon, the 
algorithm can solve the problem in linear or sub linear time complexity; 2) if the algorithm’s dynamics is 
completely random or exhibits strong convergence, the algorithm degenerates into brutal force search. 
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群体计算是目前研究界和产业界关注的热点。

很多社会学和生物学方面的发现都证实了群体计算

的巨大潜力。著名的荷兰崔克坦市交通实验[1]显示

了在没有宏观交通管理机制的情况下，个体机动车

辆能够通过相互协作来保持良好的交通状况。维基

百科网站的迅速发展显示了在松散管理机制下互联

网个体进行大规模协作的潜力[2]。另一方面，计算

理论研究者正尝试通过群体协作机制来解决计算机

科学领域的难题。如MIT尝试通过大量肥皂泡之间

的自组织来求解Steiner树问题[3]。基于群体参与的互

联网游戏Foldit基于大量游戏者的相互协作来设计 

蛋白质折叠结构，结果通过互联网游戏所设计出的

蛋白质结构有效性超过了生物专家的设计结果[4]。 
本文通过对图着色问题的求解设计基于群体协

作规则的算法，并进一步探索在不同协作规则指导

下所产生的微观个体动力学特征与整个群体宏观特

征之间的内在联系，以及不同的微观，宏观特征与

算法复杂度之间的内在联系。 

1  问题归约 
1.1  为什么将图着色问题归约成社群联盟问题 

计算理论中可归约性理论已经证明，如果问题A
可归约到问题B，且B是可判定的，那么A也是可判
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定的。当问题A具有NP-难或NP-完全计算复杂度，

而问题B具有线性或亚线性复杂度，如果能够将问题

A很好的归约成问题B，那么问题A的复杂度就可大

大降低。 
所以，基于上述归约思路来解决问题A不是设计

出直接针对问题A特性的协作规则，而是需要首先找

到与问题A相似的问题B，通过归约问题B的求解过

程来解决问题A。这里存在以下两个难点。首先，需

要找到社会或生物界中与问题A相似的问题B；其

次，问题B的计算复杂度应当是已知的，并且远远小

于A的计算复杂度。 
下面的几个小节首先阐述了图着色问题和社群

联盟问题的相似性，然后给出了恰当的协作规则能

够快速求解社群联盟问题的理论依据，最后阐述了

将图着色问题归约成社群联盟问题的宏观过程。 
1.2  图着色问题和社群联盟问题的相似性 

最优图着色问题：设G(V,E)是一个无向图，V是
G的节点集合，E是G的边集合。图着色问题是将G
中的每个节点都着上颜色，使得任意相邻的两个节

点的颜色不同，最优图着色问题是使图的着色数最小。 
最优社群联盟问题：为了保存自身或抗衡外部，

社会中各个行动者(行动者可以是一个企业、集团、

国家等)根据彼此之间的友好或敌对关系形成联盟。

最优社群联盟的目标是使得最终形成的联盟结构是

纳什均衡的，并使得整个联盟的负能量最小。纳什

均衡联盟结构指社群联盟中没有任何单个行动者有

动机从当前所在联盟转到另一个联盟。联盟负能量

是根据联盟中成员之间的敌对关系来决定的。如果

一个联盟中两个行动者彼此敌对，那么联盟中的负

能量大。 
首先，两个问题具有相似数据结构。两个问题

中的基本元素都是单个的个体，图着色问题中的节

点可以看成社群联盟问题中的单个社群，图着色问

题中节点之间关系可以看成社群联盟问题中社群之

间的关系，如可以将存在连边的两个节点看作具有

敌对关系的两个社群，这两个节点不能着一种颜色

类比于两个敌对社群不能存在于同一个社群联盟。 
其次，两个问题具有相似的最优化目标。最优

图着色问题旨在形成不同的颜色团，并且颜色团中

任意一个或多个节点无法变更到其他颜色团以使得

颜色团的数量进一步减小，该目标可以类比于最优

社群联盟问题旨在形成具有纳什均衡的社群联盟，

使得联盟中没有单个或多个行动者有动机从当前所

在联盟转到另一个联盟去，并且联盟的负能量最小。

所以，最优图着色问题中达到图着色数最小的目标

可以类比于最优社群联盟问题中达到联盟负能量最

小的目标。 
1.3  社群联盟问题能够被快速求解的依据 

文献[5]详细分析了为什么在纷繁的社会生活中

个体的行为无法预知，但当个体数量达到一定程度

时，群体的行为反而表现得有章可循，于杂乱中显

现秩序和稳定。其中，提出了若干达到最优社群联

盟的协作规则，如果社群个体按照规则进行协作，

那么会在较短的时间步长内形成具有纳什均衡，并

且负能量最小的联盟格局。 
1.4  将图着色问题归约成社群联盟问题的过程 

首先是两个问题数据结构的归约：将图的节点

集合看成进行协作的社群，将图的单个节点和边看

作群体中的个体和个体之间的关系。 
其次是传统搜索算法向群体协作算法的归约：

传统搜索算法将问题的解看成一个巨大的搜索空

间，通过设计不同搜索算法在解空间上进行各种遍

历来得到问题的解。基于群体协作的算法不设计搜

索过程，而是设计协作规则。具有不同颜色的节点

群体可通过协作规则自由合并或拆分，最终获得解

的过程不是通过搜索得到，而是通过群体中的个

体根据协作规则进行交互所涌现出的自组织现象

得到。 
设要对图1进行最优图着色，例1描述了一个简

单的基于群体协作来求解图1的图着色问题的过程。 
例1：首先是数据归约：对G进行初始化着色，

图1中的节点1、5、8着色第一种颜色；节点2、6、9
着色第二种颜色；节点3、7着色为第三种颜色；节

点4、10着第四种颜色。故节点分成了4个不同的群

体，每个节点群体中的节点着相同颜色，且互不相

邻。颜色团1～4可以看成4个不同的社群联盟。 
其次，是将得到最优社群联盟的协作规则转化

成图着色问题中各个节点的协作规则。文献[5]提到，

要形成具有最小负能量的联盟，不一定需要高瞻远

瞩的理性决策，只需要每个参与者从获得局部改善

的角度出发，便可以实现同一过程。 
根据上述原则，本文设计如下的图节点之间的

简单协作规则：1) 考虑单个节点能否在颜色团之间

移动，设计规则为当一个颜色团中不包含该节点的

邻居时，则将该节点移动到这个颜色团中；2) 考虑

两个节点能否在颜色团之间移动，设计规则为当两

个节点各自所在的颜色团中不包含对方节点的邻居

时，则将该这两个节点在两个颜色团中对调。 
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基于规则1和规则2的求解图的最优着色数可以

通过对节点及其所在颜色团反复运行上述协作规则

来得到，具体如下：1) 运用规则1将颜色团4中的节

点4移动到颜色团1，颜色团4中的节点10移动到颜色

团2，得到着色格局2；2) 运用规则2将颜色团1中的

节点1和颜色团3中的节点3对调，运用规则2将颜色

团2中的节点9和颜色团3中的节点7对调，得到着色

格局3；3) 运用规则2将颜色团1中的节点8和颜色团3
中的节点9对调，运用规则2将颜色团2中的节点2和
颜色团3中的节点1对调，得到着色格局4；4) 运用

规则1将颜色团3中的节点2移动到颜色团1，颜色团3
中的节点8移动到颜色团2，得到着色格局5。此时，

得到图的最优着色数为2。 
1.5  群体协作模型与启发式模型的区别 

如果将算法本身看作是一个动力学系统，对于

图着色问题，该动力学系统就是不断地选择不同的

节点尝试改变其颜色。虽然群体协作算法模型与启

发式算法模型中都有规则的概念，这使得二者具有

一定的相似性，但二者对图中节点所产生的动力学

效果却非常不同。在5.2节中详细分析了启发式规则

与群体协作规则在指导节点改变颜色的过程中所形

成的完全不同的动力学过程，正是由于二者对个体

节点在微观上造成的不同动力学过程，导致了协作

算法模型与启发式算法在宏观上非常不同的求解

速度。 

2  相关工作 
本节将从群体协作的实际效果，群体协作如何

被运用到计算机科学问题的求解以及图着色问题研

究现状三方面介绍相关的研究成果。 
大规模协作现象广泛存在于人类社会生产生活

的各个方面，许多研究者认为具有协作功能的群体

比不具有协作功能的群体能够更好地解决问题。文

献[6]认为如果社群之间的沟通能力能够发挥到极

致，那么人类将变得聪明许多，因此提出了思想的

梅特卡夫定律。文献[7]认为具有协作关系的社群更

能适应城市生存和具有复杂社会网络等现代化特征

的社会生活。文献[8]认为通过群体协商所作出的决

策往往优于每一个成员单独作出的决策，并且认为

只有集体智慧才能塑造成功的商业、经济、社会与

民族。文献[9]认为人群之间的合作可以在彼此没有

任何朋友关系，甚至在具有敌对关系的群体中产生，

而具有协作关系的群体的生存能力要优于存在激烈

竞争的群体。文献[10]认为具有协作关系的群体在响

应速度、应急处理等方面要优于基于集中独裁式管

理机制的群体。文献[11-12]发现对社群进行宏观干

预会影响社群中个体的生产效率。文献[13-15]提出

了收集社群中个体所产生的海量数据的方法。文

献[16-18]研究了社群中的个体之间在电话、短信等

方面的交互模式，发现社群中的大量个体会重复若

干简单的交互模式。 
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图1  将图着色问题归约成社群联盟问题 

由于传统搜索算法很难克服数据规模增长所带

来的“组合爆炸”问题，很多研究者尝试将原问题

归约成群体协作问题，通过群体协作产生的涌现现

象来得到问题的解。文献[19]通过基于自组织协作的

方法来解决N-皇后问题，取得了很好的效果。文献[3]
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通过大量肥皂泡之间符合物理规律的协作过程来解

决Steiner tree问题，该问题具有NP-难复杂度。文献[4]
通过设计出一款名为Foldit的游戏来让游戏玩家协

作探索蛋白质的折叠结构，并且得到了生物学专家

都难以得到的好结果。维基百科等大规模协作网站

及伴随其涌现出的高级群体智能，促进了包括“人

类认知组”计划在内的对于社群大规模认知规律的

研究及应用。文献[20]从维基百科中人们对词条的协

作编辑规律来训练计算语言学模型。 
图着色问题在调度排产、教室安排等许多方面

有广泛应用，但由于图着色是具有NP-难复杂度的

组合优化问题，目前多数算法不是找出它的精确最

优解，而是力求快速找到问题的近似最优解。所以，

多数算法采用了基于启发式规则的方法来搜索问题

的解。增强SEQ算法和DSATUR算法是两种传统的

直接启发式方法[21-22]。增强SEQ算法的基本思想是

按照图中结点度由大到小的次序逐个给结点着色，

着色时使用的颜色是编号最小的可用颜色。

DSATUR算法的基本思路是每次挑选那个其邻域内

已用颜色数目最多的结点进行着色，着色时使用的

颜色是编号最小的可用颜色。在此基础上又提出了

一些较为复杂的启发式方法，如禁忌搜索[23]、模拟

退火[24]及遗传算法[25]等。 

3  图着色节点移动规则 
3.1  节点移动规则 

例1给出了如何将群体协作原则过程归约成图

着色问题中个体节点的移动规则，本节设计了5种节

点移动规则，并且在本节的最后总结了这5种规则是

如何从群体协作原则归约而来的。 
为了清楚地描述协作规则，表1给出了必要的符

号及其解释。本文把将节点颜色变成另一个节点颜

色的操作称为将节点从其原来所在的颜色团移动到

另一个颜色团；把将节点颜色变成一种新的颜色的

操作称为增加一个新的颜色团，并将节点移动到这

个新的颜色团中。 
规则 1  颜色团中单个节点的移动规则 
规则1设整个图的着色数为K，如果Node i的邻

居 集 合 Neighbors(i) 的 着 色 数 |Color_Set 
(Neighbors(i))|<K−1，那么就可以将Node i移动到不

包含其邻居节点的颜色团中。规则1的算法形式如下。 
规则1：Rule1(Node i) 
输入：图G(V,E)，每个节点的颜色 
输出：Node i的新颜色 

1 If (|Color_Set(Neighbors(i))|< K−1 ) 
2 { 
3   Candidate_color_set=Color_Set(V) − 
   Color_Set(Neighbors(i))−Color(i); 
4   Color = one−of (Candidate_color_set); 
5   set_color( node(i), color ); 
6 } 
如果Node i的邻居节点没有分布于所有其他颜

色 团 中 ( 第 1 行 ) ， 则 首 先 找 出 候 选 颜 色 集

Candidate_color_set (第3行)，候选颜色集是指不包含

节点i所有邻居节点的颜色，也不包含节点i自身颜色

的所有其他颜色集合，然后将 Node i 着色为

Candidate_color_set中的任意一种颜色(第5行)。下面

通过例2来对规则1进行说明。 

表1  符号描述 

符号 含义 

G(V,E) 无向图G，V是节点集合，E是边集合 

e(i,j) e(i,j)=1，如果i，j相邻，否则e(i,j)=0 

Color(i) 节点i所着的颜色 

Color_Set(V) 节点集合V中所有节点所着颜色的集

合，Color_Set(V)={Color(i)|i∈V} 

Node_Set(k) 着 第 k 种 颜 色 的 节 点 集 合 ，

Node_Set(k)={i|i∈V并且Color(i)=k} 

Neighbors(i) 
节点i的邻居节点集合 
Neighbors(i) ={j|e(i,j)=1} 

Neighbors(i,k) 
节点i的邻居节点中所有着第k种颜色的节

点 集 合 ， Neighbors(i,k)={j|e(i,j)=1 and 
Color(j)= k} 

Color_Set(Neighbors(i)) 
节点i的邻居节点集合所着颜色的集合，
Color_Set(Neighbors(i))={Color(j)|e(i,j)=
1} 

Neighbors(Node_Set(k)) 
着第k种颜色的节点集合的邻居集合，

Neighbors(Node_Set(k))={j|e(i,j)=1并且 i
∈Node_Set(k) } 

 
例2：设图1中图G的节点初始着色格局如图2所

示，即颜色团1={1,5,8}，颜色团2={2,6,9}，颜色团

3={3,7}，颜色团4={4,10}。图2描述了使用规则1对
颜色团1中的节点5和节点8进行移动的过程。因为颜

色团3，4不含节点8的邻居节点，颜色团4不含节点5
的邻居节点，此时可以将节点8移动到颜色团3，将

节点5移动到颜色团4。 
规则 2  颜色团中所有节点的整体移动规则 
规则2和规则1类似，但使用条件更加严格。规

则1只移动单个节点到其他颜色团，规则2要求只有

当给定颜色团中所有节点都能移动到其他颜色团时

才能使用，所以使用一次规则2就能使图的着色数减

少1，下面给出了规则2的算法形式。 
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图2   对颜色团1中的节点5,8分别使用规则1 

 
规则2：Rule2(Node_Set(k)) 
输入：图G(V,E)，每个节点的颜色 
输出：Node_Set(k)中的各节点的新颜色 
1 Foreach node i in Node_Set(k) 
2 { 
3    Rule1(Node i); 
4 } 
5 If (Node_set(k)所有节点都能使用Rule1) 
6     Do Nothing; 
7 Else Rollback; 
第1～4行表示对Node_Set中所有节点依次执行

Rule1。第5～7行表示行表示规则2是对颜色团进行

整体移动，即要么将颜色团中的所有节点都移动到

其他颜色团，要么颜色团中的所有节点都不移动，

如果其中有一个节点无法按照规则1进行移动，则对

已经进行移动的其他节点进行回滚操作，使得该颜

色团中已经被使用了规则1的节点的颜色变成使用

规则1之前的颜色。 
规则 3  颜色团中单个节点与其邻居节点集合

的协作移动规则 
图2中颜色团分布情况为颜色团1={1}，颜色团

2={2,6,9}，颜色团3={3,7,8}，颜色团4={4,5,10}。在

这种着色格局下，无法使用规则1或规则2对颜色团1
进行压缩， 因为节点1的邻居集合{2,3,4}分别分布

在除了颜色团1之外的所有其他颜色团中。此时可以

考虑使用规则3来移动节点1。 
规则3对Node i，如果能够直接对其使用规则1，

则对Node i使用规则1；如果无法对Node i使用规

则1，也即Color_Set(Neighbors(i))等于K−1，此时无

法直接移动该节点到其他颜色团，此时可以先压缩

该节点的邻居节点集合，然后再将该节点移动到

不包含其邻居节点的颜色团中。规则3的算法形式

如下。 
规则3：Rule3(Node i) 
输入：图G(V,E)，每个节点的颜色 
输出：Node i及Neighbors(i)的颜色 
1 If (能够对Node i使用Rule 1) Rule1(Node i); 
2 Else 
3 {  
4   Foreach Color j in Color_Set(Neighbors(i))  
5   { If (能够对Neighbors(i,j)使用Rule2)  
6     { 
7        Rule2(Neighbors(i,j)); 
8        将Node i移动到颜色团j中; 
9        Break; 
10      }  } } 
第1行表示如果节点能够直接移动到其他颜色

团中，则直接移动该节点，第2～10行表示如果节点

不能直接移动到其他颜色团中，则尝试先使用规则2
压缩该节点的邻居节点集合，然后将该节点移动到

不包含其邻居节点的颜色团中。4～10行表示依次压

缩Node i邻居节点集合中着同一种颜色j的节点集合

Neighbors(i,j)，如果Neighbors(i,j)是可压缩的，则压

缩Neighbors(i,j)并将Node i移动到不包含的颜色团j
中，因为此时颜色团j中已经没有Node i的邻居节点。 

例3：图2中图G的最终着色格局为颜色团

1={1}，颜色团2={2,6,9}，颜色团3={3,7,8}，颜色团

4={4,5,10}。此时，继续采用规则1无法将颜色团中

的节点1移动到其他任意一个颜色团中，可以采用规

则3移动颜色团1中的节点1，如图3所示。首先，压

缩节点1着第2种颜色的邻居集合，即节点集合{2}，
将节点2移到颜色团3中，此时节点1的邻居集合就只

分布在颜色团3和4中；然后，将节点1移动到颜色团2
中。如图3所示，当节点1移动到颜色团2中后，颜色

团1就消失了，图的着色数从4降低到3。 
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图3  对颜色团1中的节点1使用规则3 

规则 4  颜色团中所有节点与其邻居节点集合

的协作移动规则 
规则4和规则3类似，但使用条件更加严格。规

则3只移动单个节点到其他颜色团，规则4则要求当

给定颜色团中所有节点都可以移动到其他颜色团时

才使用，所以使用一次规则4一定能使图的着色数减

少1，下面给出了规则4的算法形式。 
规则4与规则2很相似，与规则2不同之处在于，

规则4使用规则3来移动给定颜色团中的每个节点，

而规则2使用规则1来移动给定颜色团中的每个节

点。第5～6行表示如果Node_Set中的所有节点都能

使用规则4，则不进行任何后续操作，如果Node_Set
中存在至少 1个节点不能使用规则 4，所有对

Node_Set中其他节点进行的移动操作都会被撤销。 
规则4：Rule4(Node_Set(k)) 
输入：图G(V,E)，每个节点的颜色 
输 出 ： 颜 色 团 Node_Set(k) 的 节 点 颜 色 及

Node_Set(k)的邻居节点集合Neighbors (Node_Set(k))
的节点颜色 

1 Foreach node i in Node_Set(k) 
2 { 
3    Rule3(Node i); 
4 } 
5 If (Node_set(k)所有节点都能使用Rule3) 
6     Do Nothing; 
7 Else 
8     Rollback; 
规则 5  随机拆分颜色团规则 
规则5对给定的颜色团进行拆分，即随机地对颜

色团中的节点着上新的颜色，故当运行规则5之后，

整个图的着色数会增加。其主要目的是与规则2、4
配合使用，因为当图的着色数越少时，能够对颜色

团或颜色团中的节点继续使用规则2、4的机会就越

小，为了避免图着色格局陷入了局部最优，可以采

用规则5来重新调整图的颜色团的分布情况，使得规

则2、4可以继续使用。下面给出了规则5的算法形式。 
规则5：Rule5(Node_set(k)) 
输入：图G(V,E)，Node_Set(k)中每个节点的

颜色 
输出：使用规则5后Node_Set(k)中每个节点的颜色 
1 Foreach node i in Node_Set(k) 
2 {   Max_color = Max(Color_Set(V)); 
3    Rand = random(0,1); 
4    If(Rand < T) 
5    {    set_color( node(i), Max_color + 1); 
6    } } 
第2行表示取得整个图的颜色标号中的最大值，

第4行中的T是一个阈值，当所产生的随机数Rand小
于该阈值时，规则5将Node i着上新的颜色，新的颜

色的标号是当前颜色标号中的最大值加1。T越大，

将会有越多的节点被着上新的颜色，也即整个图的

着色数或颜色团数量将越多。例6对规则5进行了

举例说明。 
例4：设图G中节点的着色格局如图4所示，即

颜色团颜色团2={1,6,9}，颜色团3={2,3,7,8}，颜色

团4={4,5,10}。当采用规则5来对图G的节点随机重

新着色后，图的着色格局就变为6个颜色团。 
3.2  节点移动规则与社群联盟规则的关系 

上面给出了5种求解最优图着色的节点协作规

则，下面将进一步分析规则1～4与社群联盟协作原

则之间的关系。 
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社会学研究表明，如果社群成员能够按照恰当

的协作规则行动，那么会在较短的时间步长内形成

具有纳什均衡特征，并且负能量最小的联盟格局。

而具有最小负能量的联盟格局正好可以对应图着色

问题中的具有最少颜色数的着色格局。文献[5]给出

了两条社群联盟中个体见的协作原则：1) 实现负的

下降，不一定需要高瞻远瞩的理性决策，只需要每

个参与者从获得局部改善的角度出发，便可以实现

同一过程；2) 对联盟进行的调整是通过各个参与者

的渐近行动来实现，各个参与者不会联合起来去改

变现有的联盟格局。其中，原则1指出联盟中的个体

仅根据自身当前的局部信息行动，便可以从宏观上

达到降低联盟负能量的作用。 
 

颜色团 2 

1 
6 

颜色团 3 颜色团 5 

2 
3 

9 

初始颜色团 

对颜色团 2,3 使用规则 5:将节点 6,7 着上

新的颜色，也即将颜色团 2,3 分别拆分成 2
个颜色团 

颜色团 6 

7 

颜色团 7 

8 

颜色团 2 

1 
6 
9 

颜色团 3 

2 
3 
7 
8 

颜色团 4 

4 
5 

10 

颜色团 4

4
5

10

 

图4  对颜色团2,3使用规则5 

根据原则1设计出了图着色问题中个体间的协

作规则1和3，两条规则都是让图中的节点根据自身

当前的局部信息来进行移动，规则1和3的不同之处

在于规则1中个体完全是基于自身状态行动，而规则

3中个体会考虑其邻居节点的状态来行动。 
原则2指出联盟中的个体应当回避多个个体共

同行动的行为方式。由于原则2是一种回避性准则，

无法设计出与之直接相对应规则。所以，为了将原

则2转换成可以直接运行的节点移动规则，本文设计

出与原则2相反的图着色的协作规则2和4，这两条规

则严格要求一个颜色团中的所有个体共同行动。设

计这两条规则的目的在于考察如果不按照社群联盟

协作原则来设计图着色问题的协作规则，基于该规

则进行协作的群体效率是否会有所下降，在第5节的

实验中证实了这个结论。 

4  基于协作规则的演化算法 
4.1  算法框架 

输入：无向图G(V,E) ，使用的协作规则Rule 
输出：图G的着色数K 
1   Color_Set = Initialize(G) ; 
2   K = | Color_Set |; 
3   while( K > 图G的最优着色数) 
4        Evolution(Rule);   
5  End While 
6  stop   
第1行表示对图G的颜色团进行初始化，初始化

方法就是对每个节点着一种颜色，故最初K=|V|。
行3～行5表示当图的着色数K大于最优着色数时，对

G中的各个颜色团或颜色团中的各个节点循环执行

不同的协作规则，直到找到最优解。第 4 行

Evolution(Rule)中的Rule表示第3节中的规则1～规

则4，其中规则2、4需要配合规则5来使用，下面给

出了Evolution函数中4种规则的运行过程。 
Evolution(Rule 1) 
1 Foreach  Color in Color_Set(V) 
2     Foreach Node i in Node_Set(G, Color) 
3         Rule 1( Node i)//对每个颜色团中的 
                 // 每个节点依次执行规则1 
4     End For 
5 End For 

 
Evolution(Rule 2) 
1 Foreach  Color in Color_Set(V) 
2     Rule 2(Node_Set(G, Color)) 
      //对每个颜色团的节点集合执行规则2 
3     Rule 5(Node_Set(G, Color)) 
      //对每个颜色团的节点集合执行规则5 
4      End For 
5 End For 

 
Evolution(Rule 3) 
1 Foreach  Color in Color_Set(V) 
2     Foreach Node i in Node_Set(G, Color) 
3          Rule 3(Node i)//对每个颜色团中的 
                // 每个节点依次执行规则3 
4     End For 
5 End For 
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Evolution(Rule 4) 
1 Foreach  Color in Color_Set(V) 
2     Rule 4(Node_Set(G, Color)) 
       //对每个颜色团的节点集合执行规则4 
3     Rule 5(Node_Set(G, Color)) 
       //对每个颜色团的节点集合执行规则5 
4      End For 
5 End For 

4.2  理论分析 
本小节理论分析的目的旨在证明按照社群联盟

协作原则所设计出的节点移动规则能够高效求解出

对应的计算机问题，而没有按照社群联盟协作原则

所设计出的群体协作规则无法高效求解问题。 
3.1节中的规则1、3是社群联盟协作原则1所鼓

励的个体行为模式，3.1节中的规则2、4是社群联盟

协作原则1所回避的个体行为模式。下面的理论分析

证明了在规则1、3指导下得到图最优着色数的概率

要优于规则2，4。 
引理 1  设有无向图G(V,E)，node i和node j是G

中 的 任 意 两 个 节 点 ， 设 Neighbors(node i) 和

Neighbors(node j) 是两个节点的邻居集合，且

Neighbors(node i) 和Neighbors(node j)的着色数都是

可压缩的，设Δ是对Neighbors(node i)的着色数进行

压缩后，仍然可以对Neighbors(node j)的着色数进行

压缩的概率，则Δ正比于图G中所有节点度的平均值。 
证明：设图 5 的左右两个椭圆区域表示

Neighbors(node i)和Neighbors(node j)，其中区域Ⅱ表

示Neighbors(node i)和Neighbors(node j)的交集。对

Neighbors(node i)的着色数进行压缩实际上是将着

不同颜色的多个节点变成只着一种颜色。不失一般

性，设node a和node b是Neighbors(node i)中的任意两

个节点，a和b着不同的颜色，对Neighbors(node i)的
着色数进行压缩包含如下4种情况：1) a、b都属于区

域Ⅰ，此时，将node a的颜色变成node b的颜色不会

影响对Neighbors(node j)着色数的压缩；2) a属于区

域 Ⅰ ， b 属 于 区 域 Ⅱ ， 因 为 node b 也 属 于

Neighbors(node j)，将node b的颜色变成node a的颜色

只可能使Neighbors(node j)的着色数不变或增加，从

而造成Neighbors(node j)着色数无法继续压缩；3) a
属于区域Ⅱ，b属于区域Ⅰ，因为node b不属于

Neighbors(node j)，故将node b的颜色变成node a的颜

色不会影响对Neighbors(node j)着色数的压缩；4) a、
b都属于区域Ⅱ，所以a、b也属于Neighbors(node j)，

将node b的颜色变成node a的颜色只可能会使

Neighbors(node j)的着色数不变或减小，所以这种情

况不会影响对Neighbors(node j)着色数压缩。 
所以，只有情况2)可能会影响node j的邻居集合

着色数的压缩，且易知a、b属于区域Ⅰ或Ⅱ的概率

正比于两个区域的面积，设b属于区域Ⅱ的概率为p，
则a属于区域Ⅰ的概率为1−p，故二者的联合概率为

p×(1−p) ， 而 区 域 Ⅱ 表 示 Neighbors(node i) 和
Neighbors(node j)的交集，易知p正比于图G节点平均

度。当对Neighbors(node i)的着色数进行压缩后，仍

然可以继续对Neighbors(node j)着色数进行压缩的

概率为(1−p× (1−p))，该多项式与p正比。证毕。 
设图G当前着色数为K，P(K−1，Rule i | K，Rule 

i)表示当使用规则i(1≤i≤4)将图着色数从K+1降低

到K后，再使用规则i(1≤i≤4)将图着色数从K降低到

K−1的概率。定理1，2证明了规则1、3优于规则2、4。 
定理 1  P(K−1, Rule 3 | K, Rule 3) > P(K−1, 

Rule 4 | K, Rule 4) 
证明：设m是颜色团中的节点数量，m正比于图

G各个颜色团的平均节点数量，Δ的含义与引理1中
相同。不失一般性，设节点集合{a,b,c,…,k}是图G的

其中一个颜色团i，按照规则4，如果要压缩颜色团i，
需要满足如下的连续压缩条件，即对Neighbors(node 
a)的着色数进行压缩后，仍可以对Neighbors(node b)
的着色数进行压缩；对Neighbors(node b)的着色数进

行压缩后，仍可对Neighbors(node c)着色数进行压

缩，依次类推。根据引理1，P(K−1, Rule 4 | K, Rule 4)
正比于Δm。 

 Neighbors(node j)Neighbors(node i)

Ⅱ Ⅲ Ⅰ

 

图5 节点i和节点j的邻居集合分布情况 

设图中节点的平均度为d，当前着色数为K，每

个颜色团的节点数为m，根据规则3，颜色团中的单

个节点能够在没有其邻居颜色团中自由移动，如果

对每个颜色团中的每个节点都运行一次规则3，则可

以生成不同K−颜色团的数量正比于d×m×K，只要其
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中有一种颜色团分布能够降低着色数，那么整个图

的着色数就会从K降低到K−1，所以P(K−1, Rule 4 | K, 
Rule 4)正比于 md m K Δ× × × ，证毕。 

将 定 理 1 结 论 应 用 到 适 应 性 地 形 (fitness 
landscape)理论，在规则4指导下群体只能从一个局

部高峰跳到另外若干个局部高峰，且当每个颜色团

的节点数m越来越大时，可以继续降低着色数的概

率正比于Δm，群体会迅速收敛于很少几个局部高峰。

而在规则3 指导下，可继续降低着色数的概率正比 
于 ( )m Δ m

N NC C Δ− ，群体始终拥有一定数量局部高峰 
可选择，使群体既不会迅速收敛到少数局部高峰也

不会在大量低矮地形中随机徘徊。 
实验5.2节中对不同规则所形成的节点动力学

行为进行了分析，发现在规则4的指导下，节点的时

间序列会迅速收敛到少数几个节点，而在规则3的指

导下，节点的时间序列会呈现出混沌边缘现象，即

在随机序列中，总会有一些有秩序和模式的节点序

列不断地涌现出来，这与定理1及上述基于适应性地

形的分析在本质上是一致的。 
定理 2  P(K−1, Rule 1 | K, Rule 1) > P(K−1, 

Rule 2 | K, Rule 2) 
定理2的证明与定理1类似，这里不再赘述。 

5  实验结果及分析 

实验均在 dual-core 3.0 GHz Pentium IV ， 
windows XP， 2 G内存的环境下进行。 协作规则和

进化算法基于Netlogo仿真平台完成。Netlogo[26] 平

台是一个多主体(multi-agent)可编程模型环境，能够

对图中的每个节点设置节点之间的协作规则。实验

数据是从文献[27]获得的真实数据，如表2所示。 

表2  实验数据集 

图编号 图名称 节点数 边数 最优着色数 

1 Anna.col 138 986 11 

2 mulsol.i.2.col 188 3 885 31 

3 zeroin.i.1.col 211 4 100 49 

4 fpsol2.i.1.col 496 11 654 65 

5 inithx.i.1.col 864 18 707 54 

6 le450_5a.col 450 5 714 5 

7 le450_5b.col 450 5 734 5 

8 le450_5c.col 450 9 803 5 

9 le450_5d.col 450 9 757 5 

5.1  实验结果 
表3给出了4种协作规则求解表2中图数据的实

验结果，以及采用启发式方法的求解结果，其中基

于禁忌搜索的源码来自文献[28]，基于DSATUR搜索

的源码来自文献[29]。在下面的分析中，本文认为如

果算法的迭代次数与图的节点个数相似，则算法具

有线性时间复杂度，如果算法的迭代次数远大于图

的节点个数，则算法具有指数时间复杂度。 
1) 社群协作规则与传统启发式规则进行比较 
社群协作规则优于传统启发式规则。在4种协作

规则中Rule3得到了所有图的最优着色数，而两种启

发式规则都只得到了部分图的最优着色数，表3c中，

禁忌搜索算法只找到图1的最优着色数，而其他几个

图都存在冲突节点。 DSATUR算法未找到图2、5、
6、7的最优着色数。 

2) 不同社群协作规则彼此之间的比较 
首先，对于相同的数据，不同的协作规则可以

有不同的时间复杂度，如对表2中的图2，采用规则

1～3求解能够达到线性复杂度，而采用规则4求解则

需要指数复杂度；其次，对于相同的协作规则，不

同的数据需要不同的时间复杂度进行求解，如规则3
对表2中的图1～图5需要线性时间复杂度进行求解，

而规则3对表2中的图6～图9需要指数时间复杂度

进行求解。 
表3a  实验结果 

Rule1 Rule2 
图编号

着色数 迭代次数 时间/s 着色数 迭代次数 时间/s

1 11 150 1 11 319 1 

2 31 193 1 31 157 1 

3 49 229 1 50 199 1 

4 65 477 1 65 5 957 1 

5 54 848 1 54 2 509 2 

6 12 6 300 270 13 2 022 15 

7 13 5 857 248 13 2 100 15 

8 11 6 519 280 11 1 310 9 

9 13 6 776 290 13 660 5 

表3b  实验结果 

Rule3 Rule4 
图编号

着色数 迭代次数 时间/s 着色数 迭代次数 时间/s

1 11 127 1 11 143 1 

2 31 156 1 32 2 715 1 

3 49 162 1 50 607 1 

4 65 431 2 65 1 650 1 

5 54 810 8 54 846 2 

6 5 5 275 211 12 5 358 32 

7 5 6 700 350 11 6 000 43 

8 5 3 780 180 8 5 360 32 

9 5 5 360 224 9 6 500 50 
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表3c 实验结果 

禁忌搜索 DSATUR 
图编号 

着色数 时间/s 着色数 时间/s 

1 11 1 11 1 
2 -- 9 49 1 
3 -- 8 49 1 
4 -- 18 65 1 
5 -- 15 -- -- 
6 -- 180 9 3 
7 -- 220 9 3 
8 -- 190 5 18 
9 -- 200 5 77 

5.2  实验结果的动力学分析 
本节旨在基于算法运行过程得到的节点时间序

列的动力学特征来分析造成5.1节实验结果的原因，

并在此基础上分析不同的协作规则求解最优图着色

的复杂度。由于算法本身可以看成一个动力学系统，

对于图着色问题，算法迭代过程的本质就是不断选

择不同节点改变其颜色的过程，故算法动力学过程

的输出是一个由节点构成的时间序列，每个时间点

上的节点表示在该时刻改变了颜色的节点。 
构造图6、图7两种方式来表达算法动力学过程。

图6表示随时间推移依次改变颜色的节点编号，图7
由图6得到，但去掉了时间维。图7是图6在一个单位

时滞上节点之间的先后关联关系，图7中任一个点

(x,y)表示在t时刻改变颜色的节点编号是x，在t+1时
刻改变颜色的节点编号是y。 

实验发现，不同算法的动力学过程主要分为两

大类，一类具有混沌边缘特征，另一类具有随机性

或收敛性特征，下面进行将详细描述。 
1) 迭代过程具有混沌边缘动力学特征的图 
本小节主要针对表2中图1～图5分析在不同的

群体协作规则和启发式规则指导下形成的算法动力

学特征。首先，通过图6来分析群体协作规则3与基

于禁忌搜索启发式规则的算法动力学区别，然后，

通过图7来分析基于规则3，规则1和基于禁忌搜索启

发式规则的算法动力学区别。 
对表2中图1～图5，如图6所示，基于禁忌搜索

规则的启发式方法在很短时间便收敛到对少数几个

点反复地进行颜色改变，而规则3在整个迭代过程中

始终能够更换不同的节点来改变其颜色。 
进一步观察规则3的节点动力学过程中0～100

号节点迭代过程的放大图，可以发现，总是一部分

节点在整个迭代过程中高频而规律的出现；而另一

部分节点则始终遵循一定的先后关系以较低频率规

律的出现；还有一些节点则在整个迭代过程中随机

出现。这样的动力学现象与复杂性理论中混沌边缘

现象类似，系统即不完全随机也不遵循固定规律，

而是出于两种状态之间。因此，当节点的动力学规

律展现出类似混沌边缘现象时，系统能快速得到图

的最优着色，宏观上体现为算法能在线性或亚线性

时间复杂度找到最优解。 
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  a. 求解Anna.col的禁忌搜索启发式算法动力学过程全过程 
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   b. 求解Anna.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程 
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     c. 求解Anna.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程： 
0～50号节点动力学过程的放大图 
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    d. 求解mulsol.i.2.col的禁忌搜索启发式算法动力学过程全过程 
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e. 求解mulsol.i.2.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程 
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   f. 求解mulsol.i.2.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程： 
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  g. 求解zeroin.i.1.col的禁忌搜索启发式算法动力学过程全过程 
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  h. 求解zeroin.i.1.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程 
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  i. 求解zeroin.i.1.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程： 
0～100号节点动力学过程的放大图 

节
点

 

迭代次数 
0 10 000 20 000 30 000

600
500
400
300
200
100
0

35 00025 000 15 000 5 000

 

    j. 求解fpsol2.i.1.col的禁忌搜索启发式算法动力学过程全过程 
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节
点

 
100

80

60

40

20

0
0 5 000 10 000 15 000 20 000 25 000 30 000 35 000

迭代次数 
 

   l. 求解fpsol2.i.1.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程： 
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   m. 求解inithx.i.1.col的禁忌搜索启发式算法动力学过程全过程 
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o. 求解inithx.i.1.col的群体协作算法(基于规则3)动力学过程全过程： 

0～100号节点迭代过程的放大图 

图6  算法的动力学过程 
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   e. 基于规则1求解zeroin.i.1.col动力学过程的一阶时滞图 
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   g. 基于规则1求解fpsol2.i.1.col动力学过程的一阶时滞图 
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   h. 基于规则3求解fpsol2.i.1.col动力学过程的一阶时滞图 
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    i. 基于规则1求解inithx.i.1.col动力学过程的一阶时滞图 
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  j. 基于规则3求解inithx.i.1.col动力学过程的一阶时滞图 

图7  规则1和规则3动力学过程的一阶时滞图 

图7是图6在一个单位时滞上节点之间的关联关

系，可以看到在规则1和规则3指导下，算法的动力

学模式在大体上是相似的，但规则3比规则1拥有更

加丰富的节点协作模式。如对图zeroin.i.1.col和
mulsol.i.2.col，都明显的有4个密集区域，但规则3
的4个区域都明显大于规则1的4个区域，这表示节点

之间的协作关系在规则3的指导下比在规则1的指导

下更加多样化。 
因此，本文认为当算法输出的节点序列呈现出

混沌边缘现象后，该节点序列的一阶时滞图能够反

映该节点间协作模式的丰富程度，具有更加多样化

协作模式的规则更容易找到最优解。 
2) 迭代过程具有随机性或收敛性动力学特征

的图 
本节主要针对表2中图6～图9分析在不同群体

协作规则和启发式规则指导下形成的算法动力学特

征，结果如图8所示。 
对规则3，算法动力学过程呈现出很强的随机

性，改变颜色的节点随时间随机变化，此时规则3
要指数时间复杂度才能找到最优着色数。  

对规则1，算法的动力学过程首先是呈现出很强

的随机性，接着会在一段时间后收敛到少数几个节

点，此时为了使其跳出局部最优，将规则1与规则5
配合使用，当使用一次规则5后，基于规则1的算法

动力学过程又会首先呈现出很强的随机性，接着在

一段时间后收敛到少数几个节点，如此循环。图8
中基于规则1的算法动力学过程均表示使用规则5(规
则5中随机数阈值T设置为0.005)进行一次随机扰动

前后规则1的动力学过程从随机变成收敛再变成随

机的过程，但无论使用规则5扰动多少次，规则1均
无法得到最优着色数。 

对基于禁忌搜索规则的启发式方法的动力学特

征也呈现出较强的随机性(对于表2中的图6，由于源

码本身的原因未能画出节点的时间序列)，但其在较

长时间的搜索过程中未能找到最优着色数。 
上述现象说明，当算法动力学特征呈现出随机

性或收敛性时，算法无法有效协调各微观节点进行

协作，失去了快速涌现出最优解的能力，退化成搜

索能力与蛮力搜索相似的算法。 
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a. 基于规则1的群体协作算法求解图le450_5a.col：一次随机扰动前后改

变颜色节点的时间序列从随机到收敛再到随机的过程 
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b. 基于规则3的群体协作算法求解图le450_5a.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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c. 基于禁忌搜索的启发式算法求解图le450_5b.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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d. 基于规则1的群体协作算法求解图le450_5b.col：一次随机扰动前后改

变颜色节点的时间序列从随机到收敛再到随机的过程 
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e. 基于规则3的群体协作算法求解图le450_5b.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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f. 基于禁忌搜索的启发式算法求解图le450_5c.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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g. 基于规则1的群体协作算法求解图le450_5c.col：一次随机扰动前后改

变颜色节点的时间序列从随机到收敛再到随机的过程 
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h. 基于规则3的群体协作算法求解图le450_5c.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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i. 基于禁忌搜索的启发式算法求解图le450_5d.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
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j. 基于规则1的群体协作算法求解图le450_5d.col：一次随机扰动前后改

变颜色节点的时间序列从随机到收敛再到随机的过程 
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k. 基于规则3的群体协作算法求解图le450_5d.col：改变颜色节点的时间

序列一直保持随机变化 
图8  算法的动力学过程 

6  结 束 语 
本文主要基于社群联盟中真实的社群协作规则

来设计求解图着色问题的节点协作规则，由于社群

协作原则能够保证真实的最优社群联盟问题得到快

速求解，所以节点协作原则也能够保证最优图着色

问题得到快速求解。通过在真实数据集上的实验证

明了群体协作模型的可行性和有效性。 
接下来的工作包括：1) 对图着色问题尝试设计

更优化的协作规则，进一步降低算法迭代时间；2) 将
群体协作的计算模式运用到其他问题上，如TSP问
题等。 

 
本文研究工作得到成都信息工程大学中青年学

术带头人科研基金(J201208, J201101)的资助，在此
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