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·自动化技术· 

分治法在管道涡流检测阻抗解析中的应用 

王志刚，罗清旺，师奕兵  
(电子科技大学自动化工程学院  成都  611731) 

 
【摘要】介绍了一种铁磁性管道涡流阻抗模型的数值解析方法。该方法利用阻抗模型中贝塞尔函数在大宗量(分治法产生

的一个子区间)时的渐近性，在整个广义积分区间采用分治法简化积分函数，降低了对阻抗模型广义积分的计算难度。基于对

计算量与计算准确度的折中，讨论了该解析方法中分治点的选择原则。将该方法的阻抗模型计算结果与通过物理检测设备测

试实际管道的值进行比较，验证了分治法解阻抗模型的可行性。该方法对于解析柱坐标系下管道涡流检测阻抗模型的应用，

具有简单、快速和高精度的优点。 
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Divide-and-Conquer Approach Applied to Impedance Analysis of  

Pipe Eddy Current Test 
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(School of Automation engineering, University of Electronic Science and Technology of China  Chengdu  611731) 

 
Abstract  This paper proposes a unique analytical method for eddy current impedance model of 

ferromagnetic pipe. Based on the asymptotic behavior of Bessel function in model under bulk quantity occasion, 
the method exploits the divide-and-conquer approach in the generalized integral interval to simplify model 
calculation. The calculation results of the model are compared with the results of practical pipe eddy current test, 
verifying the correctness and feasibility of calculation on the divide-and-conquer approach. The analytical method 
has the advantages of conciseness and high precision for impedance model applications under cylindrical 
coordinate systems. 
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在管道涡流无损检测研究中，常利用Maxwell
方程及某种边界条件，列出电磁波在铁磁性管道中

传播的模式方程，然后根据该模式方程，研究电磁

波在铁磁性管道中的传播阻抗特性，并从传播阻抗

特性中提取出管道物理信息[1-3]，最后基于这些物理

信息判别铁磁性管道的损伤情况。上述针对铁磁性

管道的检测方法，涉及到对电磁场中传播阻抗的数

值解析。由文献[4-5]可知，管道涡流阻抗模型是关

于修正贝塞尔函数的一种复杂广义积分形式，该积

分形式决定了它难于直接利用贝塞尔函数的积分性

质进行计算。虽然也有一些关于贝塞尔广义积分函

数的研究性论文发表，但是它们多是针对特定的贝

塞尔函数形式[6-9]，如较常见且采用的有复杂递推法

[7]以及针对特定形式的贝塞尔函数积分[8]方法。前者

只能用于特定的递推形式，后者应用于有限的积分

区间，文献[9]提出了修正贝塞尔函数的数值积分方

法的数学演绎。对于本文所需解析的涡流阻抗模型

中具有的函数复杂性、函数高速振荡衰减及在广义

区间积分等特征，它们均不适用。 
另一方面，函数的渐近性被广泛应用于解析复

杂积分函数，并具有很好的解析效果[10-13]。可以利

用贝塞尔函数渐进性，采用分治法处理复杂积分函

数。分治法的思想是将一个难以直接解决的大问题，

分割成一些规模较小的相同问题，以便分而治之。

依此将阻抗模型的广义积分区间分治为小宗量积分

区间和大宗量积分区间，并在大宗量积分区间应用
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贝塞尔函数的渐近性，选定逼近函数简化阻抗函数。

一般的数列排序分治法[14]，通常将最后的数值点作

为分治点，它的选取不影响计算结果。考虑到需对

涡流阻抗模型中积分区间[0,∞]分治，所以不能取最

后数点作为分治点，这样对分治点的选取时需要考

虑逼近函数对原函数的逼近精度，以及阻抗函数的

数值计算准确度。 
本文以分治法求解阻抗模型的过程包含：分治

积分区间及阻抗模型积分函数的衰减特性和逼近特

性分析；积分函数计算和结果准确度分析两个阶段。

依靠分治法和贝塞尔函数逼近的特性的简化，可在

保证计算结果精度的条件下大大减少计算量。 

1  铁磁性管道涡流阻抗模型 
图1所示，激励及接收线圈均处于管道内部(管

道无限长)。a、b、c分别为激励、接收线圈、管道

的内半径，线圈轴向距离为s，s<c。 0μ 、 3μ 分别为

空气和管道磁导率，ω为激励信号频率。激励场在管

道内传输范围划分为4个区域，如图1虚线所示：区

域I、II、趋肤区域III及区域IV。 

bac z
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图1  管道电磁传播阻抗模型 

在柱坐标系中，各区域中任一点的磁位量设为

( , ; , )A r z r z′ ′ ，其为包含复变量的贝塞尔方程： 
( , ; , )nA r z r z′ ′ =  

1 10
[ ( ) ( ) ( ) ( )]cos ( )dn n n nC x I x r D x K x r x z z x

∞
′+ −∫   (1) 

式中， 1 1( ), ( )n nI x r K x r 分别为1阶第一类和第二类修

正贝塞尔函数； ( )nC x 、 ( )nD x 分别代表在区域n的
函数系数； nx 为介质传播参数，可表示为， 

2 2 2jn n n n nx x ωμ σ ω μ ε= + −          (2) 

式中，下标n=1,2,3,4分别对应区域I,II,III,IV，区域I
和II为空气； 1 2x x x= = ， 0 1 2μ μ μ= = 。对式(1)求解，

并设a=b<c，经复杂推导可得铁磁性管道电磁涡流

检测阻抗模型为[15]： 
 2

0 1 1 0
2 j ( ) ( )cos( )ddZ a K xa I xa xs xωμ

∞
= ∫      (3) 

 2 2
0 1 0

=2j ( )cos( )da I xa xs xΛ ωμ ψ
∞

⋅∫        (4) 

3 1 3 0 0 3 1 0 3

3 1 3 0 0 3 1 0 3

( ) ( ) ( ) ( )=
( ) ( ) ( ) ( )

xK x c K xc x K xc K x c
xK x c I xc x I xc K x c

μ μψ
μ μ

−
+

    (5) 

其中，式(3)为空气中线圈组传输阻抗，式(4)表示由

于铁磁性管道存在所导致阻抗函数变化的增量。因

此，阻抗函数可写为： +dZ Z Λ= 。由式(3)、式(4)
的积分特性可知，被积函数是衰减函数，且计算难

度较大。另外，由管道趋肤特性可知， 3| | 1x c >> ，

根据修正贝塞尔函数的性质，式(6)成立： 
0 3 1 3( ) ( )K x c K x c≈              (6) 

将式(6)代入式(5)简化，有： 

  3 0 0 3 1

3 0 0 3 1

( ) ( )=
( ) ( )

xK xc x K xc
xI xc x I xc

μ μψ
μ μ

−
+

         (7) 

由于管道具有较大的电导率，可对式(2)化简，得到： 

3 3 3 3 3j =(1 j) 2x ωμ σ ωμ σ≈ +         (8) 

观察式(4)～式(8)，由于贝塞尔函数特性及广义的积

分区间，化简之后仍然很难直接积分计算或利用贝

塞尔函数性质进行计算。 

2  分治法解阻抗模型 
分治法解阻抗模型，是将广义积分区间分治为

小宗量和大宗量区间；在大宗量区间，以简化近似

函数代替原函数进行计算；而在小宗量区间，则进

行定积分或求和计算。 
2.1  贝塞尔函数的Melin-Barnes逼近 

由分治法思想可知，在积分区间采用分治法，

若要对积分函数化简，其在大宗量区间时必须有高

精度逼近的近似函数。由文献[13]可知，汉克函数在

大宗量时具有良好的逼近函数，并且，修正贝塞尔

函数可由汉克函数线性表示。所以，如果已知汉克

函数在大宗量时的高精度逼近函数，就可以通过两

类贝塞尔函数的线性关系，求得其在大宗量时修正

贝塞尔函数的高精度逼近式，该线性关系为： 
(1) (2)1( ) (i) [ (i ) (i )]

2
I H Hα

α α αλ λ λ−= +        (9) 

     1 (1)π( ) (i) (i )
2

K Hα
α αλ λ+=           (10) 

Borel求和法和Melin-Barnes数值法对贝塞尔函

数均可实现良好逼近[13]，而两者比较，Borel求和法

计算量大，本文采用Melin-Barnes数值法对大宗量区

间的修正贝塞尔函数进行逼近。 
由于柯西留数定理在一些特殊实积分，如反常

积分、广义积分是很好的分析手段，而Melin-Barnes
数值法的基本思想是：在形如式(11)的一般幂级数中

应用柯西留数定理，有： 
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( , ) ( )( )k

k N

S N z f k z
∞

=

= −∑             (11) 

在一定条件下[13]，在式(11)中应用柯西留数定

理，可将 ( , )S N z 表示成Melin-Barnes积分，有： 

      
i

iπ iπi

( )( , ) d
e e

sc

s sc

z f sS N z s
+ ∞

−− ∞
≡ −

−∫          (12) 

式中， 1N c N− < < 。由于汉克函数的完全等式是

形如式(11)所示的无穷级数的幂级数，不利于直接数

值计算，所以应用柯西留数定理将汉克函数的幂级

数形式转换成形如式(12)的Melin-Barnes积分，得到

汉克函数的高精度逼近式，以便于达到快速数值计

算汉克函数的目地，具体过程参见文献[13]。 
在大宗量( 1λ >> )时，可由Melin-Barnes数值法[13]

逼近的汉克函数简化为： 

        
π 1i
2 2(1) 2 e

π
H

λ α

α λ
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦≈（ ）           (13) 

        
π 1i
2 2(2) 2( ) e

π
H

λ α

α λ
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦≈           (14) 

式中，α 表示阶数。式(13)、式(14)提供了大宗量区

间精确的汉克函数逼近公式，再结合式(9)、式(10)
可以得到修正贝塞尔函数在大宗量区间内高精度的

逼近式。然而，这种逼近不可避免存在一定误差，

它与分治点的选取有直接关系。 
2.2  选取分治点 

在分治法解析阻抗模型的过程中，分治点 λ 的

选取决定了渐近函数引入起点。理论上，分治点λ 越

大，大宗量积分区间越小，计算结果越准确，但是

计算量就会越大；反之，分治点 λ 越小，计算量越

小，大宗量区间的逼近误差就会越大。合理选取分

治点，使得计算量和结果准确性得以折中。 
为了便于分治点的选取，首先需要对阻抗模型

被积函数的变化趋势进行分析，它是一个稳定系统

的输出(该稳定系统的输出是一个电压信号)。由稳定

系统特性可知，其输出信号必然收敛，阻抗模型在

[0,∞)内广义积分被积函数必然衰减，这为大宗量区

间内被积函数的逼近提供了可能，函数的衰减特性导

致大宗量区间内的积分量占积分总量较少。图2所示

为阻抗 dZ Λ、 的被积函数在有限区间内的分布情况。 
由图2可知， dZ 的被积函数呈震荡衰减的趋势，

Λ 的被积函数的实部、虚部均呈快速衰减的趋势，

其值在 4λ > 时基本趋于0。阻抗模型的被积函数变

化趋势为分治算法提供了可行性，亦为分治算法中 
分治点的起点提供一个大致范围，如

dZλ ≥10 ，

4Λλ ≥ 。为获得误差小的渐近贝塞尔函数分治起点，

结合文献[16]，修正贝塞尔函数渐近曲线的误差为： 

          
24 1 100%

8
αδ

λ
−

= ×            (15) 

式中，α为修正贝塞尔函数的阶数；λ为分治点。由

式(15)可知λ值越大，修正贝塞尔函数的渐近误差越

小，Melin-Barnes数值法的逼近度越高，但是会增加

数值计算量。 

Zd的被积函数 
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实部(Λ的被积函数) 

Z d
的
被
积
函
数

 

实
部

(Λ
的
被
积
函

数
)、

虚
部

(Λ
的

被
积

函
数

) 

3

2

1

−0

−1

−2

−3

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

−0.1

−0.2

−0.3
0 5 10 15

×10−3

λ  

图2  涡流阻抗模型的被积函数分布 

分治点的选取通过观察函数计算结果的稳定度

并进一步确定阻抗模型数值结果的准确度为原则。

结合图2和式(15)就可为分治算法提供误差小，数值

大小合适的分治点。 
2.3  分治法解涡流阻抗模型 

在阻抗模型中，物理参数满足如下关系式，

0<a<c，0<b<c，在阻抗模型中进行积分区间分治时，

为了保证贝塞尔函数中的变量因子xa、xb、xs同时

处于大宗量区间，它们之间需满足约束条件： 
min( , , )x a b s λ⋅ ≥  

实际测量中通常取 =a b ，而 a b> 和 a b< 情况

下的阻抗函数衰减速度均大于 =a b 情况下函数的衰

减速度。因此，若该方法对 =a b 的情况适用，那么

对 a b> 或 a b< 也适用。在式(3)中，选取分治点 0λ 分

治积分区间，在大宗量区间进行渐近性分析，将式

(9)、式(10)、式(13)、式(14)代入式(3)的被积函数， 
当 0xa xb λ= ≥ ， a b c= < 时，有： 

1 1
cos( )( ) ( )cos( ) e

2
xxsI xa K xa xs

xa
≈       (16) 

所以，式(3)可化为： 
0

2
0 1 10

2 j ( ) ( )cos( )da
dZ a K xa I xa xs x

λ

ωμ= +∫  

0

 2
0  /

cos( )e2j d
2

x

a

xsa x
xaλ

ωμ
∞

∫          (17) 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 45 卷   

 

380

同理，在式(4)中选取分治点 1λ ，在大宗量区间

进行渐近分析。当 1xa λ≥ 时，有： 
1 1( ) ( )cos( )=I xa I xa xsψ  

2 ( )3 0 3

3 0 3

cos( ) e
2

x a cx xxs
xa x x

μ μ
μ μ

−−
+

         (18) 

将式(18)代入式(4)，得： 
1 /2

0 1 1 0
=2j ( ) ( )cos( )d

a
Λ a I xa I xa xs x

λ
ωμ ψ +∫  

1

 2 2 ( )3 0 3
0  /

3 0 3

cos( )2j e d
2

x a c

a

x xsxa x
xa x xλ

μ μ
ωμ

μ μ
∞ −−

+∫    (19) 

由式(1)、式(2)可知，dx 表示磁位量 ( , ; , )A r z r z′ ′

在介质传播点x的微积分， 3x 可由式(8)化简。式(17)
所示的积分式在数值计算软件中可直接采用函数命

令调用的方式得到数值结果。而式(19)在积分区间

1[0 ]aλ， 的表达式仍很难直接函数调用得到积分结

果。由图2可知， Λ 的被积函数衰减很快，故在

1[0 ]aλ， 分治区间内，可用积分定义将式(19)变化为： 
1 / min( , )

2
0 1 1=2 j ( ) ( )cos( )

a b

x

a I xa I xa xs x
λ

Λ ωμ ψ
Δ

Δ +∑  

1

 2 2 ( )3 0 3
0  / min( , )

3 0 3

cos( )2j e d
2

x a c

a b

x xsxa x
xa x xλ

μ μ
ωμ

μ μ
∞ −−

+∫   (20) 

式(20)中，在分治区间 1[0 ]aλ， 中累加和的步进 xΔ
在一定程 度上影响 结果的精 度，本文 选 取

=0.005xΔ ，以保证计算结果的准确性。利用

MATLAB软件函数库及高效的数值计算和符号计算

功能，对于可直接计算的贝塞尔函数数值积分，采

用函数命令调用的形式实现，如式(17)。对于难于积

分的复杂贝塞尔函数形式，采用积分定义的方法积

分，如式(19)在 1[0 ]aλ， 的积分。计算中，约定在计

算量和计算结果精度满足要求前提下，当3次结果相

对误差低于0.5%时，即采用第2次的计算结果，其对

应的截断点λ判为合适。算法过程如下： 
1) 参数初始化。包括： 0c a b> = > ， 0ω > ，

0 0μ > ， 3 3 step0 0 =1 =2 0xσ ε λ λ> > =， ， ， ， ， stepx =  
0.005等。 

2) 若 /x aλ≤ ， stepλ λ λ= + 。 

①  计 算
 /

1 0
( ( ))

a

dZ f x
λ

∫ ； ②  计 算 iΛΔ ，

= iΛ ΛΔ Δ∑ ；③ 更新 stepx x x= + ，返回步骤②； 

3) 若 /x aλ> ， 计 算
 

2 /
( ( ))d a

Z f x
λ

∞

∫ ，

 

 /
( ( ))

a
g x

λ
Λ

∞

∫ 。 

4) 计 算
 

 /
= + ( ( ))

a
g x

λ
Λ Λ Λ

∞
Δ ∫ ， 及 =d dZ Z ×  

 /  

1 2 0  /
( ( ))+ ( ( ))

a

d a
f x Z f x

λ

λ

∞

∫ ∫ 。 若 old(| |Λ Λ− ÷ | |Λ ×  

100%) 0.5%≤ ，及 dold(| | / | | 100%)d dZ Z Z− × ≤0.5%
均3次成立，则执行步骤5)，否则返回步骤2)。 

5) 输出 old dold, ZΛ ， stepλ λ λ= − 。 

其中，形如
 

 
( ( ))

m

n
F f x∫ 的表达式，表示函数

( )f x 在积分区间[n,m]上的积分值为F； 1( )f x 和

2 ( )f x 分别表示 dZ 在 0[0, / ]aλ 和大宗量区间的积分

函数； ( )g x 表示Λ 在大宗量区间的积分函数； ΛΔ 表

示通过积分定义计算的积分值； old dold, ZΛ 表示上一

次分治点对应的积分值。 

3  结果验证 
为了验证分治法解析阻抗模型的正确性，选取

合适的管道参数值，进行数值计算。依实际情况取

参数： = =0.018 9 ma b ， =0.063 5 ms ， =0.067 2 mc ，

=20 kHzf ， 7
0 =4π 10 H/mμ −× ， 3=80 4πμ × ×  

710 H/m− ， 6
3=5.95 10 S/mσ × 。根据图2和式(15)取：

0 10λ ≥ ， 1 4λ ≥ 。由分治点λ与参量的关系式可知，

在大宗量区域： xaλ ≤ 。应用分治法计算 dZ 和Λ 的

数值结果如表1、表2所示。 

表1  0λ 不同时 dZ 的值 

0λ 1 3 5 10 15 20 40 

Zd/10−6Ω j28.5 j102.5 j100.0 j97.5 j97.8 j97.8 j97.8

表2  1λ 不同时 Λ 的值 

1λ 1 2 3 4 

Λ/10−6Ω 6.27−j37.4 6.03−j37.2 6.04−j37.1 6.03−j37.2

1λ 5 10 20  

Λ/10−6Ω 6.03−j37.2 6.03−j37.2 6.03−j37.2  

由表1、表2可知，在分治点较小时(如 0 1λ = ，

1=1λ 时) dZ 与Λ的分治结果与后面稳定的分治结果

有一定的差距，正如前文分析，高精度的贝塞尔逼

近函数须在大宗量区间引入，即分治点较大时引入。

当分治点较小时引入，会造成分治结果不正确。而

在 0 10λ ≥ 和 1 4λ ≥ 的范围， dZ 与Λ的分治结果基本

趋于稳定，其值的稳定性体现了应用分治法解阻抗

模型的正确性。由表1可知 0 =15λ 作为 dZ 的分治点；

由表2知 1=5λ 作为Λ的分治点最合适，既减小了计算

量，又保证了结果值的准确度。为了体现分治点对

积分结果的影响(因为在 0 10λ ≥ 的范围， dZ 的值趋

于稳定，呈现水平的特性，所以分治点对分治结果

的影响主要体现在 00 10λ≤ ≤ 范围内)，选取 dZ ～

0λ ( 0 12λ ≤ )绘图，如图3所示。 
由图3可知，分治点值越大， dZ 积分结果越稳
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定。在分治点 0 8λ ≤ 的区域内，其对 dZ 积分结果影

响很大， 0λ 越小，影响效果越大。表1、表2和图3
的积分结果的准确性是通过积分结果渐近误差的连

续稳定性来保证的，即 ( , ) 0.5%dZδ Λ ≤ 。 

0 2 4 6 8 10 12
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x10-4 分治点对Zd结果的影响

0λ

×10−4 
2.0 

1.8 
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1.4 

1.2 

1.0 
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0.4 
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0 2 4 6 8 10 12

λ0 

Z d
[i]

 

 

     图3  dZ 积分值与分治点取值关系 

为了更好地验证分治法解阻抗模型的正确性，

本文通过实际管道阻抗检测值来验证其一致性。 
对于式(7)所示的算子，在电磁涡流近场的阻抗

模型中反映了管道带来的耦合影响，对其可做如下

变形，以获得更加简洁的表述： 
0 1

0 1

( ) ( )=
( ) ( )

xcK xc K xc
xcI xc I xc

ζψ
ζ

−
+

          (21) 

式中， 
0

3
3

= x cμζ
μ

                (22) 

式(22)中 ζ 反映了铁磁性管道环境下，激励线圈与

接收线圈的耦合程度的变小趋势，这里定义为管道

影响阻抗量变化的去耦度。在实际的管道涡流阻抗

测试中，相较于幅度测试的不稳定，通常可获得较

为稳定的相角信息，本文采用相角指示量L作为检测

指标，有： 
Im(( ) )

(( ) )
d d

d d

Z ZL
abs Z Z

Λ
Λ

+
=

+
           (23) 

首先，运用分治法计算获得式(3)、式(4)的L值，

再通过管道测试试验，获得实际涡流阻抗的L值，将

上述结果与去耦度 ζ 做变化曲线进行比较，曲线如

图4所示。图4从电学试验角度展示了分治算法解阻

抗模型的可行性和正确性。由图4可知运用分治算法

解电磁涡流近场阻抗模型的结果与实际物理检测值

具有很好的一致性 (个别实测异常点除外，如

2c=0.153 7 m， =13.157 9ζ 时)。另外，由于分治算

法的快速、资源占用少的特点，其在解阻抗模型中

更具有可操作性。 

2c=0.055 0 m时,理论L
2c=0.093 2 m时,理论L
2c=0.153 7 m时,理论L
2c=0.055 0 m时,实测L
2c=0.093 2 m时,实测L
2c=0.153 7 m时,实测L

去
偶
度

L 
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   图4  分治法L值与实测L值比较图 

4  结  论 
通过对铁磁性管道近场涡流传输阻抗模型的分

析，利用分治法将该阻抗模型的广义积分区间分治

为小宗量积分区间和大宗量积分区间，并在大宗量

积分区间应用贝塞尔函数的渐近性，选定汉克函数

逼近简化阻抗函数，完成复杂阻抗函数的解析，同

时，通过计算结果的逼近误差稳定性来确定结果的

准确性。电学对比实验的结果表明，该方法不仅可

以快速有效的解析输出，且与实际测试结果具有很

好的一致性，充分证明了该方法的可行性。 
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