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噪声相关粒子滤波算法 
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【摘要】对标准粒子滤波在处理非线性系统状态估计中噪声独立假设的局限，该文研究分析了一种噪声相关粒子滤波算

法。在常用的系统状态模型基础上，分析了噪声相关时建议分布函数的具体分布形式，并以高斯相关噪声为背景，在重要性

权重条件最小方差意义下推导了最优建议分布函数的数值表达式。所设计的滤波器有效弥补了传统粒子滤波算法在噪声相关

情况下的缺陷，拓展了PF算法的应用范围。仿真实验表明了该方法的有效性。 
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Abstract  The standard particle filter needs to meet the requirement of noise independent. In order to 

overcome this limitation, this paper proposes a correlative noise particle filter (CN-PF) algorithm. The method 
analyzes the characteristic of noise time correlation, and derives the joint probability density function of correlative 
noise based on the given nonlinear system model. The concrete implementation method of noise de-correlation is 
analyzed based on the Gaussian noise assumption. The optimal proposal distribution function is deduced in the 
condition of the importance weight variance minimum. The CN-PF algorithm compensates the shortage of the 
traditional particle filter algorithm effectively, and expands the application range of the PF algorithm. The 
theoretical analysis and simulation results show the effectiveness of the propose method. 
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粒子滤波器是一种新兴的非线性滤波方法，其

核心思想[1-2]是采用一系列赋予相应权重信息的随

机采样粒子以加权求和的方法近似系统的后验状态

概率密度函数，在最小均方误差的准则下实现系统

状态的估计。与目前普遍采用的扩展卡尔曼滤波器

(extended kalman filter, EKF)和无迹卡尔曼滤波器

(unscented kalman filter, UKF)等采用线性近似技术

的非线性滤波方法相比，该算法摆脱了对系统线性、

高斯特性的假设，理论上可以适应任意的非线性非

高斯系统。近年来，随着计算机处理能力的增强，

该算法在目标跟踪[3-8]领域得到了广泛的应用。 
传统PF算法为了采样和计算的方便，通常选用

系统状态一步转移概率作为建议分布函数进行采样

处理。虽然该方法易于实现，但是其滤波精度严重

依赖于系统模型，当模型建立误差较大时，由于选

取的建议分布函数缺乏最新观测信息的修正作用，

多次迭代后容易导致系统模型失配误差增大，最终

产生所谓的“粒子权值退化”问题，滤波估计精度

大幅降低，甚至出现发散。因此，如何选取优秀的

建议分布函数，是该算法的一个核心研究内容。近

年来，针对建议分布函数的选取问题，研究人员提

出了一系列的改进算法。如文献[2]采用EKF对采样

粒子进行滤波处理，通过近似非线性滤波的方法融

入当前的观测信息来调整不同粒子的权重信息，实

现了建议分布函数的优化处理，提出了一种扩展卡

尔曼粒子滤波算法(extended kalman PF, EPF)，一定

程度上克服了因缺乏最新观测信息导致的模型失配

问题。但是由于该算法需要通过复杂的雅克比矩阵

计算来近似非线性状态，一定程度上影响了算法的

改进效果，特别是在强非线性系统中，其滤波效果

较差。文献[3]借鉴EPF算法的改进思想，采用无迹

卡尔曼滤波器对采样粒子进行滤波更新，提出了一
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种无迹卡尔曼粒子滤波算法(unscented kalman PF, 
UPF)，由于UT变换能将非线性系统的性能精确到3
阶的精度，而且不需要计算复杂的雅克比矩阵，一

定程度上消弱了EKF近似带来的误差，并且提升了

算法的滤波精度。文献[4]在文献[3]的基础上将这种

确定的UT变换方法引入到噪声空间内进行计算，得

到了一种新型的无迹粒子滤波算法，该算法在确保

精度的同时，有效降低了算法的时间消耗。 
虽然以上这些改进算法一定程度上消弱了因重

采样带来的权值退化问题，在具体应用中提升了算

法的总体滤波精度，但这些研究均是在假设系统噪

声和测量噪声为相互独立的高斯白噪声的情况下展

开的。实际应用中，由于对测量信息进行离散化处

理以及受内外环境的影响，噪声相互独立的条件很

难得到满足，当系统噪声与测量噪声相互关联时，

SPF算法将会产生较大的误差甚至发散[9]。因此，讨

论噪声相关情况下的PF问题是非常具有理论意义和

现实意义的。 
本文首先详细分析了系统噪声与测量噪声之间

的关系，理论上分析了状态过程噪声与测量噪声以

及它们在时间序列上的相关性，并给出噪声相关情

况下的系统状态模型和噪声联合概率密度的分解表

达式；然后，深入分析了噪声相关时建议分布函数

的的性质，并以高斯相关噪声为背景，在重要性权

重条件最小方差意义下推导了噪声相关情况下的最

优建议分布函数；最后，提出了噪声相关粒子滤波

器(correlative noises PF, CN-PF)，给出了新算法的具

体实现步骤，并基于数值仿真的方法对算法的性能

和统计特性进行了分析。 

1  问题描述 
1.1  问题提出 

在分析非线性滤波方法中，通常可以将时间离

散的非线性系统表示为[10]： 
1 ( , )

( )
k k k k k k

k k k k

x f x u w
y h x v

Γ+ = +⎧
⎨ = +⎩

       (1) 

式中， kx 、 ky 为k时刻系统的状态值和观测值； ( )f ⋅ 、

( )h ⋅ 为相应的动态传递函数； ku 为模型的控制参量，

kw 、 kv 为相应的过程噪声和量测噪声； kΓ 为过程

噪声的输入控制参量。本文的主要目的是针对式(1)描
述的非线性系统，从测量噪声和过程噪声的相关性分

析滤波的具体实现方法。借鉴文献[10]，针对式(1)给
定的非线性系统，给出两种噪声统计特性的假设。 

假设1：如果过程噪声 kw 与量测噪声 kv 是相互

关联的高斯白噪声，相关参量采用矩阵形式表示，

其相互的统计特性为： 
T

T

T

( ) ,Cov( , )

( ) ,Cov( , )

Cov( , )

k k k j k kj

k k k j k kj

k j k kj
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⎪

=⎪⎩

w w w Q

v v v R

w v S

       (2) 

式中， kQ 为 kw 的协方差值矩阵，为对称非负定阵；

kR 为 kv 的协方差值矩阵，为正定对称矩阵； kS 为

kw 与 kv 之间的互相关系数矩阵； kjδ 为kronecker函
数，满足特性： 

1    
0    ij

i j
i j

δ
=⎧

= ⎨ ≠⎩
              (3) 

假设2：系统的初始状态 0x 、过程噪声 kw 、量

测噪声 kv 之间是互补相关的，并且服从高斯正态分

布，其均值和协方差可以表示为： 
0 0

T
0 0 0 0 0 0

ˆ ( )
ˆ ˆCov( ) | [( )( ) ] |

E

P E

=⎧⎪
⎨

= = − −⎪⎩

x x

x x x x x
   (4) 

在满足两个假设的前提下，本文的主要目的是

在给定最新观测信息 1 1 2 1{ , , , }k kY y y y+ += 的条件下，

针对噪声相关情况下的滤波实现问题展开研究，在

最小均方误差估计准则下利用最新量测信息给出系

统的最终估计值 1ˆk+x 。 
1.2  标准粒子滤波算法 

标准粒子滤波算法(SPF)采用一簇赋予权值的

粒子进行加权求和来近似系统的后验状态，理论上

该方法可以处理任何非线性、非高斯系统的状态估

计问题[2]，其核心步骤主要包括“预测”和“更新”

两个步骤。在给定系统建议密度函数的基础上，通过 

采样的方法获取一簇赋予权值的粒子集合{ }0: 1
,

Ni i
k k i

x ω
=

近似系统的后验分布 0:( | )k kp x Y ，{ }0: 1

Ni
k i

x
=
为进行权值

分配的粒子集合，{ }
1

Ni
k i

ω
=
为赋予粒子的权值，满足

1

1
N

i
k

i

ω
=

=∑ ，系统的状态可以表示为 0: 0 1{ , , , }k kx x x x= ，

在获取最新观测信息 1 2{ , , , }k kY y y y= 的基础上，系

统的后验估计为： 

0: 0: 0:
1

( | ) ( )
N

i i
k k k k k

i

p x Y x xω δ
=

≈ −∑        (5) 

权值计算为： 
1

1
1

( | ) ( | )
( | , )

i i i
i i k k k k
k k i i

k k k

p y x p x x
q x x z

ω ω −
−

−

∝         (6) 

式中， ( | )kq x ⋅ 为进行采样选择的重要性概率密度函

数。在SPF中，通常为了计算的方便，将式(7)所表示

的一步转移概率密函数选择为先验分布进行采样： 
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1 1( | , ) ( | )i i i i
k k k k kq x x z p x x− −=          (7) 

将式(7)代入式(6)，可以获取权值的更新表达式为： 

1 ( | )i i i
k k k kp y xω ω −∝             (8) 

在当前针对PF展开的研究中，多数假设 kv 、 ke
满足相互独立的高斯特性，且 0k kq r= = 。 

2  噪声相关粒子滤波算法 
2.1  噪声相关情况分析 

为进行滤波性能的分析，系统模型中将噪声作

为加性高斯噪声处理，为了便于分析系统状态估计

与噪声之间的关系，可以忽略式(1)中的控制参量，

将其进一步简化为： 
1 ( , )

( , )
k k k

l l l

x f x v
y h x e

+ =⎧
⎨ =⎩

             (9) 

式中， kx 、 lx 为不同时刻的状态值； ly 为当前时刻

的观测值； kv 、 le 为相应的过程噪声与观测噪声。

进一步可以将观测信息与状态值之间的联合后验概

率密度表示为： 
1( | ) ( | , )k k k k kp X Y p y X Y −∝ ×  

1 1 1 1( | , ) ( | )k k k k kp x X Y p X Y− − − −         (10) 

如果满足独立的假设，基于马尔科夫模型，可

以将系统模型的相关概率密度函数表示为： 
( , ) ( ) ( )i j i jp v e p v p e=           (11) 

1 1 1( | , ) ( | )k k k k kp x X Y p x x− − −=        (12) 

1( | , ) ( | )k k k k kp y X Y p y x− =         (13) 

将式(9)表示的动态过程用图1的相互关系表示，

可以看出噪声相互关系的传递流程。 
 

1kX − kX 1kX +

1ky − ky 1ky +

1ke − ke 1ke +

1kv − kv 1kv +

 

图1  式(9)代表的状态空间模型 

 
 1kX − kX 1kX +

1ky − ky 1ky +

1ke − ke 1ke +

1kv − kv 1kv +

 

图2  过程噪声和量测噪声相关性示意图 

过程噪声和量测噪声相关性示意图如图2所示，

可以看出，过程和观测之间的相关性主要表现为噪

声时间上的关联性。考虑噪声 1kv − 和 1ke − 关联性的主

要目的是为了分析噪声联合概率密度函数 ( , )i jp v e
的具体实现形式。 

给定噪声向量序列 T
1 1( , )k kv e− − ，假设序列之间满

足独立性的假设，则： 
1 1 1 1( | , ) ( | , )k k k k k kp x X Y p x x y− − − −=      (14) 

1( | , ) ( | )k k k k kp y X Y p y x− =         (15) 

可以进一步将过程与观测的联合概率密度函数

表示为： 
1 1 1 1 1( , ) ( | ) ( )k k k k kp v e p v e p e− − − − −=       (16) 

2.2  最优建议分布函数的理论分析 
SPF算法的核心思想就是通过对建议分布函数

进行采样，通过赋予相应的权重信息，然后通过加

权求和的形式逼近系统状态的后验状态分布，可见，

建议分布函数的选取决定着算法的整体性能[12]。因

此，在考虑噪声相互关联的情况下对系统状态建议

分布函数的选择进行理论分析，将(9)式重新表示为： 
1 ( )

( )
k k k k k

k k k k

x f x G v
y h x e

+ = +⎧
⎨ = +⎩

          (17) 

式中， kv 和 ke 是相关的。根据图2显示的相关性的时

间关系，将噪声相关性表示为 1( , | )k k kp y x x+ ，因为

噪声相关性的存在，在给定当前时刻系统状态 kx 的

条件下，获取的观测信息 ky 和 1kx + 无法满足独立的

条件，则： 
1 1( , | ) ( | ) ( | )k k k k k k kp y x x p x x p y x+ +≠     (18) 

为了采样的方便，SPF中采用的建议分布函数为

1( | , )k k kq x X Y− 。文献[12]指出，因为多数非线性系统

的状态仿真均满足马尔科夫特性，所以有： 
1 1( | , ) ( | , )k k k k k kq x X Y q x x y− −=        (19) 

考虑到 1ky − 和 kx 的关系，将式(19)重新表示为： 
1 1 1( | , ) ( | , , )k k k k k k kq x X Y q x x y y− − −=      (20) 

根据贝叶斯滤波思想，结合SPF建议分布函数的

形式，考虑噪声相关特性情况下的后验建议分布函

数为： 
1 1 1 1( | , , ) ( | , , )k k k k k k k kq x x y y p x x y y− − − −= =  

1 1

1 1

( , | , )
( | , )
k k k k

k k k

p x y y x
p y y x

− −

− −

=  

1 1

1 1

( | ) ( | , )
( | , )

k k k k k

k k k

p y x p x x y
p y y x

− −

− −

         (21) 

将噪声相关情况下的最优建议分布函数表示为： 
1 1

1 1
1 1

( | ) ( | , )( | , , )
( | , )

k k k k k
k k k k

k k k

p y x p x x yq x x y y
p y y x

− −
− −

− −

=  (22) 

2.3  最优建议分布函数的抽样实现 
SPF算法中为了进行抽样解析，假设噪声统计特

性满足高斯假设。为了分析本文方法的可行性，同
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样假设噪声满足高斯特性，即： 
0 1|0 1|0ˆ~ ( , )x N x P              (23) 

T0,k k k

k kk

v
N

e
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤

∈ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Q S
S R

         (24) 

写成分布函数的形式为： 
T

1
T T

( )
| ,

( )
k k k k k k k

k
k k k k k

x f x
p x N

y h x
+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G Q G G S
S G R

(25) 

可以看出，噪声是否相关主要取决于 kS 取值，

当 0kS = 即为SPF，当 0kS ≠ 即为本文讨论的相关噪

声情况。假设 X 、Y的分布满足联合高斯特性，则： 

~ , ,x xxx xy
T
xy yyy y

u uX
N N

u uY
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P P
P

P P
 (26) 

根据式(21)的分解思路，可以在给定观测信息

Y y= 的条件下，将 X 的条件分布表示为： 
1( | ) ~ ( ( ),x xy yy yX Y y N u y u−= + −P P  

1 )xx xy yy yx
−−P P P P             (27) 

令 1|k kX x x −= ， 1 1|k kY y x− −= ，则有： 
1 1( | , )k k kp x x y− − =  

1
1 1 1 1 1 1( ( ) ( ( )),k k k k k kN f x y h x−

− − − − − −+ −G S R  
1 T T

1 1 1 1 1 1( ) )k k k k k k
−

− − − − − −−G Q S R S G        (28) 

即建议分布函数为： 
1 1( | , )k k kq x x y− − =  

1
1 1 1 1 1 1( ( ) ( ( )),k k k k k kN f x y h x−

− − − − − −+ −G S R  
1 T T

1 1 1 1 1 1( ) )k k k k k k
−

− − − − − −−G Q S R S G        (29) 

为进行解析采样，则在高斯噪声条件下的最优

建议分布函数可以表示为： 
1 1 1( | , , ) ( ( )k k k k kq x x y y N f x− − −∝ +  

1
1 1 1 1 1( ( )),k k k k ky h x−

− − − − −−G S R  
1 T T

1 1 1 1 1 1( ) ) ( ( ), )k k k k k k k kN h x−
− − − − − −−G Q S R S G R   (30) 

2.4  算法实现步骤 
根据前面的理论分析，结合SPF的具体实现步

骤，可以将CN-PF的具体实现步骤描述如下： 
1) 初始化 

0k = ，初始采样 0 0~ ( )ix p x ，获取点集{ }0 1

Ni

i
x

=
，

并设置初始权值： 

0
1i

N
ω =                 (31) 

2) 权值更新： 
1k k= + ，从式(29)中按照式(31)进行采样，并

按照式(32)更新权值 

1 1~ ( | , , )  1,2, ,i
k k k k kx q x x y y i N− − =     (32a) 

1 ( | )i i i
k k k kp y xω ω −= = 1

1
1

( | ) ( | )
( | , )

i i i
i k k k k
k i i

k k k

p y x p x x
q x x z

ω −
−

−

 (32b) 

归一化为： 

1

N
i i i
k k k

i

ω ω ω
=

= ∑             (33) 

3) 重采样： 
根据SPF中克服权值衰退的思想，同样采用重采

样的方法缓解退化问题，设定初始阈值 thresholdN ，如

果满足 2
eff threshold

1

1 ( )
N

i
k

i

N Nω
=

= <∑ ，然后将权重粒子

集合{ }0: 1
,

Ni i
k k i

x ω
=
重新标记为 0:

1

1,
N

i
k

i

x
N =

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

。 

4) 估计输出： 

1

ˆ
N

i i
k k k

i

x xω
=

= ∑              (34) 

T

1

ˆ ˆ( )( )
N

i i i
k k k k k k

i

P x x x xω
=

= − −∑        (35) 

3  数值仿真分析 
为对本文方法的性能进行分析，文献[10]采用式

(36)所示的非线性高斯模型进行数值分析： 

1,

2, 3,

1, 1 2,

1 2, 1 1, 3,

0.5
3, 1 2, 3,

3
1,

3sin( ) 1
1
10.2 ( )k

k k

k k

k k k k k

x
k k k

x x
k k k

x x
x x x
x E x x

z x E v

ω
+

+ +

−
+

−

⎧ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ = = + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎨ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦+⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦
⎪

= + +⎪⎩

x
(36) 

式中， kω 和 kv 均为高斯白噪声。统计特性满足： 
0.2,  0.04,  0.3,  0.09k k k kq Q r R= = = =     (37) 

按照文献[10]的描述，将相应的参数值设置为： 
T

0 [ 0.7,1,1]= −x             (38) 

状态的初始估计值为： 
T

0 0ˆ [ 0.7,1,1] ,  = − =x P I          (39) 

3.1  噪声独立仿真 
由式 (24)可知噪声不相关特性可以表示为

0kS = ，为进行算法性能的分析，首先针对状态 1x 进

行滤波估计分析，并将估计结果同常用的非线性滤

波EKF、SPF方法进行对比分析，具体的估计结果如

图3～图5所示。可以看出，在噪声不相关的情况下，

3种算法都能够实现系统的有效跟踪，但是EKF的误

差明显大于SPF和本文方法。从图4和图5中可以看

出，虽然认为SPF为CN-PF在噪声独立情况下的特

列，但是该模型仿真的结果显示CN-PF的精度仍然

高于SPF，其主要原因是本文方法在分析滤波估计结

果时考虑到了时间序列的相关性，这种相关性存在
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着一阶或二阶记忆效应，但SPF方法忽略了所有的时

序特性。在独立假设中，CN-PF只是忽略了一阶时

间相关性，仍然保持了二阶以上的解析特点，所以

两种方法的精度基本相同。 
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 图3  状态 1x 的估计曲线 
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  图4  状态 1x 的跟踪误差曲线 
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   图5  状态 1x 跟踪均方误差跟曲线 

3.2  噪声相关仿真 
噪声相关性可以表示为 0kS ≠ ，为了进行噪声

相关性的分析，取 [0 1]kS ∈ ，对状态 3x 进行状态估

计，具体的估计结果如图6～图8所示。 
由图6、图7的估计结果可以看出，噪声相关的

时候，容易引起模型失配，EKF、SPF的估计偏差明

显增大，但是本文方法保持了较好的估计精度。从

图8的统计均方根误差可以看出，随着迭代时间的延

长，传统方法均产生了较大的误差累积，本文方法

的均方误差较小，保持了较好的滤波精度。 
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    图6  状态 3x 的状态估计曲线 
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   图7  状态 3x 的跟踪误差曲线 

 
EKF 
PF 
本文方法估计 

状
态
x 3
的
估

计
均
方

根
误

差
 

迭代次数/步 
0 10 20 30 40 50

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

 

    图8  状态 3x 的跟踪均方误差根曲线 

4  结  论 
针对非线性、非高斯系统的滤波问题，PF算法

提供了一种有效、方便的高效算法。但传统标准PF
算法要求系统噪声和量测噪声必须为互不相关的高

斯白噪声，该局限性限制了其具体的应用范围。针

对传统PF算法在噪声相关情况下滤波精度大幅下降

的问题，本文详细分析了系统噪声与量测噪声相关

情况下的非线性滤波问题，主要做了以下3个方面的

工作：1) 分析了噪声相关的时序特性，并基于现有
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的模型分析了相关噪声建议分布函数的性质；2)在
理论上分析了噪声相关情况下的联合概率密度函

数，并进行了解析分解形式的分析；3) 基于SPF思
想，在高斯统计特性的条件下，给出了非线性系统

模型采样的解析形式及噪声相关粒子滤波器的详细

实现步骤。由于本文是对标准PF算法适应范围的扩

展，因此很容易结合当前已经存在的很多优化思想

提升该算法在不同领域的应用。在下一步的研究中，

将研究该算法在系统噪声统计特性未知情况下的最

优滤波问题。 
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