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二维Kleinberg网络上疾病传播的最优局部控制策略 

鲍中奎，张海峰  
(安徽大学数学科学学院  合肥  230601) 

 
【摘要】研究二维Kleinberg网络上的疾病传播及最优控制问题。基于Manhattan距离提出了一种局部的控制策略抑制疾病

在Kleinberg网络上的传播，并进一步研究该策略对系统总的代价(定义为最终感染比例和治愈人数比例之和)的影响。通过研究

发现，当Kleinberg网络中长程边数量和疾病传播率在一定范围内时，会存在一个最优控制半径，使系统代价最小。当控制半

径小于最优控制半径，局部控制策略不能有效地抑制疾病的传播，导致很多节点被感染；当控制半径大于最优控制半径，虽

然疾病的传播范围被有效地控制，但是会花费更多的代价用于控制疾病传播。并且最优控制半径会随着疾病的传播率以及刻

画网络的参数改变而发生变化。 
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Abstract  In this paper we study the spreading of epidemic and its optimal control strategy in 

two-dimensional Kleinberg networks. We propose a local control strategy based on the Manhattan distance to 
inhibit the spreading of epidemic in Kleinberg networks, and then study the effect of this strategy on the cost 
function of total system (defined as the sum of the density of infection and the density of cured individuals). We 
find that, when the number of long-distance edges and the transmission rate are in a certain range, there will be an 
optimal control radius that makes the cost function of total system be minimum. When the control radius is smaller 
than the optimal radius, the epidemic cannot be effectively controlled, leading to the outbreak of epidemic. 
However, when the control radius is larger than the optimal radius, the cost of controlling is very high though the 
epidemic can be controlled. Meanwhile, we also show that the optimal control radius is influenced by the 
transmission rate and the parameter depicting the Kleinberg network. 
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通信网络中的病毒传播以及社会网络中的疾病

传播都可以抽象为复杂网络上的传播动力学问题，

因此对复杂网络上传播动力学行为的研究是复杂网

络领域的一个重要命题[1-7]。研究疾病传播的根本目

的是为了有效地预防、控制疾病的大范围扩散，减

小疾病爆发带来的危害，因此学者们提出了多种免

疫策略，如目标免疫[8]、熟人免疫[9]、基于随机游走

的免疫策略[10]以及删边免疫策略等[11-12]。 
已有的免疫策略虽然在某些条件下可以有效地

控制疾病在网络上的传播，但是这些免疫策略存在

以下共同问题：1) 这些免疫策略是在疾病还没有发

生之前就实施，在现实情况中，很多突如其来的疾

病往往缺乏及时、充分有效的疫苗，因此免疫或者

治愈措施往往是发生在疾病爆发之后；2) 已有的免

疫策略多关注能否最终控制疾病传播范围而忽视免

疫或控制措施自身带来的成本代价问题；3) 已有的

免疫策略都要求人们掌握网络的结构信息，而对于

一个充分大的网络，要想获取网络的结构信息较为

困难。因此需要更为合理的控制策略。 
文献[13]提出了一种局部控制策略(类似于环状

免疫策略)。在该模型中，假设感染者分为隐形感染

者和显性感染者，隐性感染者以一定概率变为显性

感染者。显性感染者以一定的概率恢复为恢复者，

同时显性感染者也可以以一定的概率被治愈，并且
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将其周围一定半径内的所有个体也一并治愈(包含

易感染者和感染者)。然后定义系统总的代价为恢复

者和治愈人数之和，通过研究发现，对于一维和二

维的Newman-Watts小世界网络(简称NW网络[14])，均
存在一个最优的控制半径。 

NW网络虽然可以部分地刻画现实网络中的小

世界性——平均距离小、聚类系数大的特征[15]，但

是对于网络上的长程边是随机加上去的，导致网络

的可搜索性不够好；且NW网络是无向网络。基于以

上原因，Kleinberg对二维的NW网络进行改进，提出

了经典的Kleinberg网络模型。通过研究发现对于二

维的Kleinberg网络，当网络规模趋向无穷大时，存

在一个最优的参数α ，使网络中任意两点之间的平

均传递步数最小[16-17]。 
基于以上原因，本文通过研究发现，当m和疾

病的传播率在一定范围内时，二维Kleinberg网络上

同样存在一个最优的控制半径，使系统总的代价最

小；且该最优半径随着传播率的增加而增加，当传

播率很大时，这种最优现象会消失。尤为重要的是，

该最优现象随着α 的增加变得更加明显。 

1  二维Kleinberg模型 
二维Kleinberg模型是对二维NW进行改进，具体

如下[5,15-16]： 
1) 从规则网络开始，首先构造一个具有周期边

界条件的二维方格，每个节点和最近邻的4个邻居互

为邻居，即假设每个节点和周边4个邻居的连边是双

向边。 
2) 偏好性加长程边，为了保证网络的小世界特

性和可搜索性，定义每个节点都有m条“有向”的

长程边指向网络中其他的m个节点(保证不重连)。不

同于NW网络中的随机加边，要求每个节点i指向其

他节点j的概率与这两个节点的Manhattan距离有关，

具体定义如下[5]： 
( )

( )
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式中， ij i j i jd x x y y= − + − 表示 i节点与 j节点的

Manhattan距离，节点 i和 j的坐标分别为 ( , )i ix y 和

( , )j jx y ；α 是刻画偏好性程度参数， 0α = 表示随

机加长程边， 0α > 表示节点更倾向连接距离自己近

的节点作为邻居。 
文献[15]指出当 N → ∞ 时， 2α = 是唯一的最优

值，此时分散式算法所需的平均传递步数至多是

log( )N 的多项式函数，即对于规模很大的网络，平

均而言每个个体可以经过很短的步数，找到网络中

需要搜索的目标节点。 

2  疾病传播模型 
在疾病传播部分，本文采用了改进的SIR模型[13]。

它将包括几种状态：隐形感染状态(I)、显性感染状

态(D)、恢复状态(R)、治愈状态(V)、易感状态(S)。
隐形感染状态与显性感染状态的区别是后者可以被

识别，且有可能激发局部控制策略，而前者因其隐

形特征却不能被识别。疾病传播开始阶段，模型中

随机初始化5个节点为I态，其他节点都为S态。一个

S状态节点可以被其邻居中的I或D状态节点以概率p
感染，成功感染后成为I状态。当一个I节点被诊断后，

I状态节点以概率q成为D状态。一个D状态节点或以

概率r恢复成R状态或以概率v引发局部控制策略。局

部控制的范围是与此D状态节点的Manhattan距离小

于或等于z的节点(S态节点或者I态节点)。既没变成R
状态也没变成V状态的节点在下一步有可能恢复，也

有可能再去感染其他节点。模型流程如图1所示[13]。 

p q 

r 

v 

S I D 

V

R

 

图1  在传播模型示意图 
整个传播过程直到隐形感染状态与显性感染状

态节点个数之和为零，即I(t)+D(t)=0时停止。 

3  仿真及分析 
本文在N=50× 50的二维Kleinberg网络上进行了

疾病传播过程，同时考虑了每个节点长程边数目

m=1和m=2的情况。 
首先引入一个代价函数 ( ) ( )X V R= ∞ + ∞ ，用来

衡量疾病爆发所付出的代价。X表示在整个疾病传播

过程中，最终导致染病个体( ( )R ∞ )比例与治愈个体

( ( )V ∞ )比例(治愈的代价)之和。 
随机加有向长程边如图2a所示，更倾向连接距

离近的节点如图2b～图2c所示。从图2可以发现，对

于m=1和不同的传播率p，无论 0α = 或者 0α > ，当

z值小时，代价X偏高，而随着z到达最优控制半径

cz z= ，X迅速下降，之后再次上升；不管 0α = 或者

0α > ，最优半径 cz 随着传播率p的增加而增加。这



  第3期                      鲍中奎，等:  二维Kleinberg网络上疾病传播的最优局部控制策略 

 

477  

是因为随着传播p进一步增加，疾病更容易在网络上

传播，此时需要控制更大范围的节点才能抑制疾病

爆发。若进一步增加p会导致疾病在整个网络爆发，

此时要么大范围控制疾病传播，即增加控制半径z；
要么完全不控制，这两种情形都会导致系统总的代

价趋于1，因此最优半径现象会逐渐消失。 
通过比较图2a～图2d可以发现，随着α 的增加，

最优现象变得更加明显，即X刚开始随着z的增加下

降更快，然后又随着z的增加上升更快。这种现象的

原因在于：当 0α > 时，长程边更倾向指向离自己近

的节点，因此网络局域化效应更明显。在此情况下，

一方面疾病不容易传播，另一方面，局部控制策略

可以更有效地阻止疾病通过长程边向远处扩散。参

数为m=1，q=0.5，r=0.1，v=0.1。 
为了分析出现最优半径的原因，本文分别研究

了最终传播比例 ( )R ∞ (如图3a所示 )、治愈比例

( )V ∞ (如图3b所示)及总代价X(如图3c所示)与z的关

系。从图3可以发现，随着z的增加，最终传播比例

( )R ∞ 快速下降，导致治愈比例 ( )V ∞ 也相应降低，

因此总的代价X达到一个最小值。从图3a～图3b可以发

现，随着进一步增加控制半径z，传播比例 ( ) 0R ∞ → ，

再增加z只会导致更多的人被治愈，即 ( )V ∞ 增加，

最终导致系统总的代价X增加。参数为m=1，q=0.5，
p=0.08，r=0.1，v=0.1。 
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图2  在不同参数α 以及传播率p的情况下，总的代价

X(X=R(∞)+V(∞))与局部控制半径z的关系 
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图3  对于不同参数α ，控制半径z对最终传播比例、 

治愈比例以及总的代价的影响 
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图4所示为代价函数X与控制半径z以及参数α
的关系，参数为m=1，q=0.5，r=0.1，v=0.1。由图可

以发现，随着α 的增加，最优现象更加明显，同时

总的代价函数X也变得越来越小。随着α 的增加，个

体更倾向指向距离近的邻居，使网络的局域化现象

更加明显，导致一方面疾病不容易传播，另一方面

局域控制策略更有效地控制疾病向远处传播。 
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图4  在p=0.1的情形下，总的代价X与参数α 及 

局部控制半径z的关系 

进一步研究m=2的情况，即每个节点有两条长

程边指向远处节点。通过图5和图6可以观察到m=2
的定性性质和m=1的完全一样。在图5中，参数m=1，
q=0.5，r=0.1，v=0.1。在图6中，参数为m=2，q=0.5，
r=0.1，v=0.1。 
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图5  在不同参数α 以及传播率p的情况下，总的代价

X(X=R(∞)+V(∞))与局部控制半径z的关系 
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图6  在p=0.1的情形下，总的代价X与参数α 及 

局部控制半径z的关系 

图7进一步比较了m=1、m=2与m=3的情况，参

数为q=0.5，p=0.08，r=0.1，v=0.1。通过比较可发现，

随着m的增加，即长程边数量的增加，疾病更容易

扩散(相同的传播率p)，因此总的代价函数X也相应

增加，即需要更多的成本区控制疾病的传播，这是

因为长程边的增加导致疾病更容易传播。随着m的

增加，最优现象也变得不太明显，尤其对完全随机

( 0α = )及m=3、p=0.1的情况(如图7a中三角形曲线所

示)，此时最优现象已经基本消失。 
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图7  比较长程边数对代价指标X的影响 

4  结 束 语 
对复杂网络上疾病传播问题的研究方兴未艾

[18-20]，而如何有效地控制网络上疾病传播是其中的

一个重要课题。已有的研究虽然提出了很多控制策

略，但是这些控制策略要么缺乏对控制成本代价的

考虑，要么需要充分了解网络的结构信息。基于以

上原因，本文在二维的Kleinberg网络上研究一种局

部控制策略，通过定义系统总的代价为治愈比例和

最终感染比例之和，刻画了控制半径z和总代价X之
间的函数关系。 

1) 在二维的Kleinberg网络上，当传播率和长程

边数量在一定范围内，存在一个最优的控制半径zc

使总的代价X最小。当控制半径z过小时，疾病会大

范围爆发；当控制半径过大时，虽然疾病被控制，

但治愈的成本也会大幅度增加。因而存在最优的控

制半径使总的代价最低。2) 最优现象随着参数α 的

增加变得更为明显，且总的代价也会相应降低。3) 
最优半径随着传播率的增加而增加，如果进一步增

加传播率会导致最优控制半径消失。4) 增加网络中

的长程边连接会导致传播范围上升，且最优现象逐

渐削弱。 
考虑到网络结构、传播动力学、控制成本以及

个体自身行为等多种因素的影响，如何最有效地控

制疾病传播是值得深入探讨的问题[21-22]，本文将做

进一步的探讨。 
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