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基于信息论的高容错非对称MRF电路的供电电压分析 
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【摘要】信息论是通信系统研究的基本数学方法，现有研究多是从信息论的角度对称等效电路模型进行能耗下界方面的

分析，鲜有文献面向非对称电路模型开展信息传递对其容错性和供电电压关系进行研究。该文用信息论对非对称数字电路的

可靠性和供电电压分析方法进行研究，并以新型超低功耗高容错马尔可夫(MRF)电路为切入点，通过4个关于熵、条件熵、和

互信息的定理证明，得出了MRF电路的供电电压下界并且证明出其结构拥有较传统数字电路更低的电压下界。这些分析工作

为非对称MRF电路的设计和研究提供了理论基础。 
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Supply Voltage Analysis of Asymmetry-Based MRF Circuits via 

Information Theory 
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Abstract  Information theory is the mathematic foundation for communication systems. The existing 

researches focus on low energy consumption bound analysis with the equivalent model of the symmetry circuits 
from the view point of information theory, and there are few works which focus on the analysis of the relationship 
among the information transmission, the reliability, and the supply voltage for the asymmetry circuits. The main 
contribution of this paper provides an analysis methodology for the reliability and supply voltage of 
asymmetry-based digital circuits with information theory. We use the new Markov random field (MRF) circuits, 
which can achieve ultra low power and high fault tolerance, as the analysis case. We demonstrate that the low 
supply voltage bound of MRF circuits is lower than that of traditional CMOS circuits through the proof of four 
lemmas of entropy, conditional entropy, and mutual information. This work can provide a theoretical basis for the 
research and design of the asymmetry-based MRF. 
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跟随摩尔定律[1]的脚步，几十年来集成电路已

从当初的30个晶体管发展到如今的几十亿，半导体

工艺也从0.35 μm不断缩小到32 nm甚至更小，其标

准供电电压也在不断下降。与此同时，由于动态功

耗和供电电压成二次方正比例关系。为了满足信息

系统的需求，降低电路功耗，需要进一步对电压进

行放缩(voltage over scaling, VOS)。 
但随着电压逐渐降低，系统会表现出较为明显

的不稳定性。一方面由于电压的降低，其数字电路

的容错能力下降[2]。另一方面，当芯片的特征尺寸

以S为缩减因子(scaling  factor)不断缩小的时候，噪

声并没有同比例增加，而是以S2增加[3]。不仅如此，

系统还出现了本征的随机噪声 [4](random intrinsic 

noise)，进一步增加了系统的不稳定性。 
因此深亚微米 (deep submicron technologies, 

DSM)条件下低电压供电的电路稳定性成为当前电

路设计亟待解决的热点问题。文献[5-8]关注于如何

减少由IR压降[9]、电容和串扰[10]引起的噪声，但上

述技术不能解决深亚微米中的随机固有噪声问题。

于是研究者开始从概率的观点分析和解决电路的不

确定性[11-14]。文献[13]中的电压缩放技术可以对供电

电压与精确度进行折中，文献[14]提出的基于噪声容

忍算法(algorithmic noise-tolerance, ANT)检测器可以

节省3倍系统能量。然而，以上所有工作都没有解决

低电压供电条件下的容错问题。 
有别于现有研究 [15-17]的供电电压仅能降到
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0.4 V，基于MRF[18]的电路却能够在超低电压供电条

件下( ddV = 0.1～0.25 V)工作，且具有很高的容错能

力(BER优于10−5)。以能量的观点构造电路是MRF电
路的核心思路，它并不着重于电路的每个节点在每

个时刻的正确性，而是以电路正确的联合概率最大

化为目的，从而实现电路的稳定可靠。MRF电路的

核心步骤是通过映射将最大联合概率转化为最小簇

能量问题，通过设计其簇能量 cU [19]，保证电路的稳

定性。 
但是MRF电路分析与设计也存在一些问题，一

方面是其电路面积比较庞大，很难向更大的模块电

路发展，因此现有研究及设计还局限在基本门模块

上。另一方面是其缺少系统的理论证明，现有的工

作也仅给出了簇能量表达式和门级电路结构
[20]

，而

MRF电路在低电压条件下具有高容错的本质原因一

直没有得到很好的解释。 
基于此，本文旨在用信息论的观点对MRF电路

的可靠性进行分析。以信息论分析指导电路是一热

点
[21-23]

，但现有工作多是将电路简化为对称电路，

再用信息论分析电路，鲜有文献研究非对称电路的

信息传递对其性能的影响。因此，本文从二输入与

非门出发，基于信息论观点，首先提出了MRF分析

模型，然后从熵、条件熵、互信息和归一化的互信

息的角度分别证明了4条引理，最后基于该4条引理

得出了MRF供电电压下界的表达式，通过与传统互

补金属氧化物半导体 (complementary metal oxide 
semiconductor, CMOS)电路作对比，证明MRF电路拥

有更低的电压下界。本论文分析方法可用于其他模

块电路的可靠性分析与比较。 

1  理论基础 
典型的通信系统如图1所示，该系统由输入 X 、

输出Y 、编码器、译码器、物理信道以及信道中的

噪声构成。通信系统的等价表示如图2所示，将编码

器、译码器、物理信道等模块或信号处理单元看作

变换Γ 。通过等价，当把电路中的模块电路等价为

变换Γ ，电路中的噪声(软噪声，硬噪声)等价于信

道噪声后，通信系统中的信息论观点同样可以用于

电路系统中。本文将基于信息论观点对MRF的容错

性进行理论分析与证明，其中信息论的基本理论

如下。 
设随机变量 0 1 1( , , , )LX x x x −= ， 0 1( , , ,Y y y=  

1)Ly − ，则X的信息熵为： 

    
0

( )= ( ) log ( )
L

i i
i

H X p x p x
−

=

− ∑
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图1  典型的通信系统方框图
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图2  通信系统的等价表示 

在已知Y条件下，随机变量X的条件熵为： 

( )= ( , y)log ( )
y Y x X

H X Y p x p x y
∈ ∈

− ∑∑       (2) 

互信息量为： 

 
( )

( ) ( , y)log
( )y Y x X

p x y
I X;Y = p x

p x∈ ∈
∑∑       (3) 

由式(2)和式(3)可得： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )I X;Y = H X H X Y H Y H Y X− = −   (4) 

由定义可知，信息熵是X不确定性的度量，条件

熵是在已知Y条件下，X不确定度的残余量，而互信

息是在已知Y条件下，X不确定度的缩减量，反之

亦然[24]。 
为了简便，本文将二元离散随机变量的熵函数

定义为 ( )H p 函数： 
def

log (1 ) log(1 ) ( )p p p p H p− − − − =       (5) 

2  基本模型 
本文首先提出了MRF分析模型，然后基于此分

析模型利用信息论的观点对其进行分析证明。文献

[20]给出了MRF的与非门结构，如图3a所示。 
将图3a中的电路模块看作变换Γ ，电路中的噪

声看作信道噪声，从而利用信息论的观点对其信息

熵、条件熵、互信息等进行分析。因为着重于输出

不确定性的度量，将MRF与非门结构进行简化，如

图3b所示。通过简化，可以看出其主要分为主模块

和反馈模块两个部分，其中主模块用于与非门输出，
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而反馈模块用于控制电路的容错特性。下文将基于

PCMOS思想对MRF与非门进行建模。 

1x 1x 2x 2x y y

 
a. MRF与非门结构 

1x
2x

f

1x
2x

 
b. MRF与非门简化结构 

图3  MRF基本电路结构 

2.1  传统与非门 
传统两输入与非门概率模型如图4所示。 

C
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图4  两输入与非门概率模型 

根据文献[25]的建模，将噪声作为源加入到输入

输出端。图中 1 2,V V 代表软噪声， 3V 代表硬噪声，

1 2 3, ,p p p 分别代表其正确的概率，且假设噪声是相

互独立的。基于图4的模型得到其正确输出概率如表

1 所 示 ， 其 中 00 out in( 1| 00)p p V V= = = ， 01p =  

out in( 1| 01)p V V= = ， 10 out in( 1| 10)p p V V= = = ， 11p =  

out in( 0 | 11)p V V= = 。本文的非对称性体现在该电路

正确输出0和1的概率不等上，即 00 01 10 11, , ,p p p p 不一

定相等。 
当 1 2 3, 1p p p= = (假设硬噪声影响不计)时，有： 

2
00 1 1

2
01 1 1

2
10 1 1

2
11 1

2
1
1

p p p
p p p
p p p

p p

⎧ = −
⎪ = − +⎪
⎨

= − +⎪
⎪ =⎩

             (6) 

由于 10.5 1p≤ ≤ ，可证得 00 01 10 11p p p p=≥ ≥ ，

即具有非对称性。 

表1  两输入与非门输出正确概率 

Vin1 Vin2
 Vs1Vs2 Vout 正确概率 

00 

00 

1 00p  

1 2 3p p p

01 1 2 3(1 )p p p−

10 1 2 3(1 )p p p−

11 1 2 3(1 )(1 )(1 )p p p− − −

01 

00 

1 01p  

1 2 3(1 )p p p−

01 1 2 3p p p

10 1 2 3(1 )(1 )p p p− −

11 1 2 3(1 ) (1 )p p p− −

10 

00 

1 10p  

1 2 3(1 )p p p−

01 1 2 3(1 )(1 )p p p− −

10 1 2 3p p p

11 1 2 3(1 )(1 )p p p− −

11 

00 

0 11p  

1 2 3(1 )(1 )(1 )p p p− − −

01 1 2 3(1 ) (1 )p p p− −

10 1 2 3(1 )(1 )p p p− −

11 1 2 3p p p

 

2.2  MRF两输入与非门 
本文以图3b为例对MRF与非门进行分析，由于

其主模块用于输出，因此对其主模块(三输入与非门)
进行建模分析。 

同样基于文献[25]的建模，得到图5所示三输入

与非门概率模型以及表2所示的输出正确概率。对图

3b分析可知，反馈端口f与输入的关系如表2中灰色

部分所示(即实现了与非门功能)。即在无噪条件下，

当 in 00,01,10V = 时，其反馈端口 0f = ；当 in 11V = 时，

1f = 。当 *
3 1p = (假设硬噪声影响不计)时，有： 

* * 2
00 1
* * *2

01 1 1
* *2

10* 1 1
* *2

11 1

1 (1 ) (1 )
1 ( )(1 )
1 ( )(1 )

f

f

f

f

p p p
p p p p
p p p p

p p p

⎧ = − − −
⎪ = − − −⎪
⎨ = − − −⎪
⎪ =⎩

        (7) 

式 中 ， *
00 out in( 1| 00)p p V V= = = ； o

*
01 ut(Vp p= =  

in1|V = 01) ； *
10 out in( 1| 10)p p V V= = = ； *

11 out(p p V= =  

in0 | 11)V = 。 
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图5  三输入与非门概率模型 

表2  三输入与非门输出正确概率 
* * *

in1 in2 in3V V V  * * *
1 2 3s s sV V V  *

outV 正确概率 

000 
其他 

1 
* 2 *

1 3[1 (1 ) (1 )]fp p p− − −  

111 * 2 *
1 3(1 ) (1 )(1 )fp p p− − −  

001 
其他 

1 
* 2 *

1 3[1 (1 ) ]fp p p− −  

111 * 2 *
1 3(1 ) (1 )fp p p− −  

010 
其他 

1 
* * *

1 1 3[1 (1 ) (1 )]fp p p p− − −  

111 * * *
1 1 3(1 ) (1 )(1 )fp p p p− − −  

011 
其他 

1 
* * *

1 1 3[1 (1 ) ]fp p p p− −  

111 * * *
1 1 3(1 ) (1 )fp p p p− −  

100 
其他 

1 
* * *

1 1 3[1 (1 )(1 )]fp p p p− − −  

111 * * *
1 1 3(1 )(1 )(1 )fp p p p− − −  

101 
其他 

1 
* * *

1 1 3[1 (1 ) ]fp p p p− −  

111 * * *
1 1 3(1 ) (1 )fp p p p− −  

110 
其他 

1 
*2 *

1 3[1 (1 )]fp p p− −  

111 *2 *
1 3(1 )(1 )fp p p− −  

111 
其他 

0 
*2 *

1 3[1 ](1 )fp p p− −  

111 *2 *
1 3fp p p  

 
由于 *

10.5 1,0.5 1fp p≤ ≤ ≤ ≤ ，可证得 *
00p ≥  

* * *
01 10 11p p p= ≥ ，即同样也具有非对称性。 

由与非门特性，得： 
( 00) ( 1| 00) ( 01)

( 1| 01) ( 10) ( 1| 10)
p p x p y x p x
p y x p x p y x

= = = + = ×
= = + = = = +

correct=  

( 11) ( 0 | 11)p x p y x= = =          (8) 

因此得到CMOS与非门与MRF与非门输出正确

的概率为： 

CMOS 00 01 10 11

* * * *
MRF 00 01 10 11

1 ( )
4

1 ( )
4

p p p p p

p p p p p

⎧ = + + +⎪⎪
⎨
⎪ = + + +
⎪⎩

      (9) 

其中假设输入等概。 

2.3  定义域 
下文将基于MRF与非门与CMOS与非门输出正

确概率相同的条件下，比较它们供电电压下界之间

的关系。即有： 
* * * *

00 01 10 11 00 01 10 11p p p p p p p p+ + + = + + +   (10) 

根据式 (7)和式 (8)将其代入式 (10)化简得：
2 *2

1 12 fp p p= + 。在之前的工作中已证得 *
1fp p≥ ，

因此得： *2 *2
1 1 fp p p≤ ≤ 。 

因实际电路 *
1 10.5, 0.5, 0.5fp p p≥ ≥ ≥ ，可证得： 

*
00 00

*
01 01

*
10 10

*
11 11

p p
p p
p p
p p

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≥

≥

≥

≤

              (11) 

由于电路中要求正确概率大于等于0.5，又由式

(11)知 *
11p 最小，故有定义域： 

 
* *2

11 1
2 *2

1 1

*
1

0.5
2

f

f

f

p p p
p p p

p p

⎧ =
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪⎩

≥

≥

           (12) 

即 2
12 / 2 1p≤ ≤ ， 2 / 2 1fp≤ ≤ ， 0.5≤  

*2
1 1fp p ≤ ， *

1fp p≥ 且 2 *2
1 12 fp p p= + 。为表述方

便，令其定义域为区域D，显然D是有界闭区域。 
由数学知识可知，有如下求最大最小值方法： 
假定函数在有界闭区域D上连续，在D内可微分

且只有有限个驻点时，将函数f在D内所有驻点处的

函数值以及D的边界上的最大值和最小值相互比

较，其中最大值即为函数最大值，最小值即为函数

最小值。 
下文将利用此方法，基于信息论观点探讨在区

域D上传统与非门与MRF与非门之间的关系。 

3  基于信息论对MRF电路的分析 
基于上一节的基本模型，本文着重于在相同可

靠性的条件下，比较MRF电路与传统CMOS电路供

电电压下界之间的关系。 
首先给出4条关于MRF电路与传统电路之间的

信息熵、条件熵、互信息以及互信息与信息熵比值

关系的引理，并给出相关证明以及物理意义。基于

这4条引理证明电路供电电压下界与电路可靠性之

间的关系，给出了MRF电路优于传统电路的理论支撑。 
引理 1  在输出正确概率相同的条件下，输出

信息熵的关系为： 
CMOS MRF( ) ( )H Y H Y≥            (13) 
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其中假设两者具有相同的输入 X 。 
证明：由全概率公式： 

( ) ( ) ( )
i

p y = j = p x i p y = j | x = i=∑     (14) 

得到与非门输出概率分布如表3所示。则有： 
*

CMOS MRF(Y ) ( ), (Y ) ( )H H p H H p= =     (15) 

式 中 ， 00 01 10 110.25 0.25( )p p p p p= + + + − ； *p =  
* * * *

00 01 10 110.25 0.25( )p p p p+ + + − 。由式(7)和式(8)
可得： * *2 *2

1 10.75, 0.75 0.25( 2 )f fp p p p p p= = + + − 故

有 * 0.5p p≥ ≥ ， CMOS MRF(Y ) (Y )H H≥ 。证毕。 
引理1说明了在相同的输入、输出正确概率条件

下，CMOS与非门输出的不确定度大于MRF与非门，

即说明与传统CMOS相比，MRF电路可以减少一定

的不确定度。 

引理 2  在输出正确概率相同的条件下，条件

熵的关系为： 
CMOS MRF( ) ( )H Y X H Y X≥         (16) 

其中假设两者具有相同的输入 X 。 
证明：由条件概率得到其联合概率分布如表4

所示。 
表3  与非门输出概率分布 

概率p 0 1 

CMOS( )p Y  00 01

10 11

3 1 (
4 4

)

p p

p p

− + +

−
 00 01

10 11

1 1 (
4 4

)

p p

p p

+ + +

−
 

MRF( )p Y  
* *

00 01

* *
10 11

3 1 (
4 4

)

p p

p p

− + +

−
 

* *
00 01

* *
10 11

1 1 (
4 4

)

p p

p p

+ + +

−
 

 

表4  联合概率分布 

1 2( )p x x ,y  (00,0) (00,1) (01,0) (01,1) (10,0) (10,1) (11,0) (11,1) 

CMOS( )p X,Y  00
1 (1 )
4

p−
 

00
1
4

p
 

01
1 (1 )
4

p− 01
1
4

p 10
1 (1 )
4

p− 10
1
4

p 11
1
4

p
 

11
1 (1 )
4

p−

MRF( )p X,Y  
*

00
1 (1 )
4

p−
 

*
00

1
4

p
 

*
01

1 (1 )
4

p− *
01

1
4

p *
10

1 (1 )
4

p− *
10

1
4

p *
11

1
4

p
 

*
11

1 (1 )
4

p−

 
由其联合概率，得到条件熵为： 

CMOS 00 01 10 11

* * * *
MRF 00 01 10 11

( ) 0.25[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) 0.25[ ( ) ( ) ( ) ( )]

H Y X H p + H p + H p + H p

H Y X H p + H p + H p +H p

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                    (17) 

 
辅助函数为： 

MRF CMOS

* * * *
00 01 10 11

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f H Y X Y X

H p + H p + H p + H p

= − =

−
 

00 01 10 11( ) ( ) ( ) ( )H p + H p + H p + H p      (18) 

考 虑 函 数 f 在 条 件 * * * *
00 01 10 11p p p p+ + + =  

00 01 10 11p p p p+ + + 下，且定义域为D的最大最小值。

作函数为： 
* * * *

00 01 10 11

00 01 10 11

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

F H p + H p + H p + H p
H p + H p + H p + H p

= −

+
 

* * * *
00 01 10 11 00 01 10 11( p p + p + p p p p pλ + − − − − )  (19) 

对F所有变量( * * * *
00 01 10 11 00 01 10 11, , , , , , ,p p p p p p p p

以及λ )求偏导并令其为零解得(篇幅有限，因此略去

求解过程)： * * * *
00 01 10 11 00 01 10p p p p p p p= = = = = = =  

11p 。此时 *
1 1 1fp p p= = = ，函数 0f = 。再通过比较

在D的边界上的函数值求函数f的最大最小值。经过

比较可知：f在边界点 *
1 1 1fp p p= = = 取得最大值0，

又函数在驻点处的函数值为0。故在定义域有界区域

D内 | max 0f = ，即 0f ≤ 。证毕。 

引理2说明了在相同的输入不确定度条件下，

CMOS与非门在已知X的条件下，Y不确定度的残余

量大于MRF与非门，即与传统CMOS相比，MRF电
路可以减少一定的不确定度。 

引理 3  在输出正确概率相同的条件下，互信

息的关系为： 
CMOS MRF( ; ) ( ; )I X Y I X Y≥          (20) 

其中假设两者具有相同的输入 X 。 
证明：设辅助函数： 

*
CMOS MRF

*
00 01 10 11

1( ; ) ( ; ) ( )
4

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

f I X Y I X Y H p

H p + H p + H p + H p H p

= − = − ×

− +
 

* * * *
00 01 10 11

1 [ ( ) ( ) ( ) ( )]
4

H p + H p + H p + H p   (21) 

考虑函数 *f 在条件 * * * *
00 01 10 11p p p p+ + + =  

00 01 10 11p p p p+ + + 下的条件极值。作函数为： 
* * * * * *

00 01 10 11(F f p p p pλ= + + + + −  

00 01 10 11p p p p− − − )          (22) 

同样对其所有变量 ( * * * *
00 01 10 11 00 01, , , , , ,p p p p p p  
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10 11,p p 及 λ )求偏导并令所有偏导为0解得(篇幅有

限，因此略去具体求解过程)： * * *
00 01 10p p p= = =  

*
11 00 01 10 11p p p p p= = = = ，即 *

1 1 fp p p= = 。此时函

数 * 0f = 。再通过比较在D的边界上的函数值求函数

f的最大最小值。经过比较可知： *f 在边界点
*

1 1 1fp p p= = = 处取得最小值0，又函数在在驻点处

函数值等于 0 。故在定义域有界区域 D 内：
* | min 0f = ，即 * 0f ≥ 。证毕。 

引理3说明了在相同的输入不确定度条件下，

CMOS与非门在已知X的条件下，Y不确定度的减少

量大于MRF与非门。 
引理 4  在输出正确概率相同的条件下，互信

息与信息熵比值 ( ) / ( )I X;Y H Y 的关系为： 
CMOS MRF

CMOS MRF

( ) ( )
( ) ( )

I X;Y I X;Y
H Y H Y

≤          (23) 

其中假设两者具有相同的输入 X 。 
证明：设辅助函数： 

 

CMOS MRF

CMOS MRF

CMOSMRF

MRF CMOS

( ) ( )
( ) ( )

( | )( | )
( ) ( )

I X;Y I X;YG
H Y H Y

H Y XH Y X
H Y H Y

= − =

− =
 

MRF CMOS CMOS MRF

MRF CMOS

( | ) ( ) ( | ) ( )
( ) ( )

H Y X H Y H Y X H Y
H Y H Y

−
 (24) 

考虑函数： 
MRF CMOS CMOS MRF

* * * *
00 01 10 11

( | ) ( ) ( | ) ( )
1 [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )
4

g H Y X H Y H Y X H Y

H p + H p + H p + H p H p

= − =

−
 

*
00 01 10 11

1 [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )
4

H p + H p + H p + H p H p  (25) 

在条件 * * * *
00 01 10 11 00 01 10 11p p + p + p p + p + p + p+ = 下

的条件极值。令： 
* * * * *

00 01 10 11(g g p p + p + pλ= + + −  

00 01 10 11p p p p− − − )          (26) 

基于同样的方法，对 *g 关于 * * * *
00 01 10 11, , , ,p p p p  

00 01 10 11, , ,p p p p 及λ 求偏导，并令偏导为零解得(篇幅

有限，因此略去具体求解过程)： * * *
00 01 10p p p= = =  

*
11 00 01 10 11 1p p p p p= = = = = ，即 *

1 1 1fp p p= = = 。 

此时函数 0g = 。再通过比较在D的边界上的函数值

求函数g的最大最小值。经过比较可知：g 在边界点
*

1 1 1fp p p= = = 处取得最大值0，又函数在在驻点处

函数值等于 0 。故在定义域有界区域 D 内：

| max 0g = ， 即 0g≤ 。 又 因 为 /G g=  

MRF CMOS[ ( ) ( )]H Y H Y ，由 0g ≤ 得到 0G≤ 。证毕。 

由于 ( )I X;Y 表征的是已知X的条件下，Y不确定

度的减少量， ( )H Y 表征的是Y不确定度。因此认为

( ) / ( )I X;Y H Y 表征了已知X的条件下，Y不确定度减

少的百分比。引理4说明了在相同的输入并已知X的
条件下，MRF与非门的Y不确定度减少的百分比大于

CMOS与非门，即与传统CMOS相比，MRF电路可

以减少一定的不确定度。 
定理  在输出正确概率相同，且负载电容相同

的条件下，MRF电路与传统电路供电电压下界的关

系为： 
dd CMOS min dd MRF min| |V V− −≥         (27) 

其中假设两者具有相同的输入 X 。 
证明：由文献 [23] 知最小信息传输速率

(Y)sR f H= ， 信 道 容 量 u cC C f= ， 其 中 uC =  

( )
max ( )

p x
I X;Y

∀
为每用信道容量， 2

dd( ) /c m tf k V V= −  

dd( )LV C 为信道速率，且 mk 为NMOS/PMOS的跨导，

ddV 为供电电压， tV 为阈值电压， LC 为负载电容。

因此由文献[23]可知，信道速率 cf 在电路中与电路

特性息息相关，其与供电电压成正比，与负载电容

成反比。 
因 此 由 R C≤ 可 得 dd min| ) /L sV C f H(Y=  

[ ( ) ]mI X;Y k ，其中假设 dd tV V 。又由引理 4知

CMOS CMOS MRF MRF( ) / ( ) ( ) / ( )I X;Y H Y I X;Y H Y≤ ，且负载

电容相等，则有： 
dd CMOS min dd MRF min| |V V− −≥          (28) 

证毕。 
利用MATLAB进行电路仿真实验。假设 1fp = ，

互信息 ( )I X;Y 、 dd|minV 与 *
1p 的关系曲线如图6所示，

其中 26 fF, 80 A / VL mC k= = μ 。 
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   b. dd|minV 与 *

1p 关系图 

图6  互信息及最小供电电压与 *
1p 的关系 

从图6可看出， CMOS MRF( ; ) ( ; )I X Y I X Y≤ 以及

dd CMOS min dd MRF min| |V V− −≥ 。仿真结果与引理3、4及定

理的结论一致。本文的方法同样可用于其他MRF电
路或模块的可靠性与电压供电电压下界分析。 

4  结 束 语 
本文基于信息论的观点对非对称性电路进行了

理论分析与证明，且通过对MRF电路与传统电路的

对比分析，证明在相同可靠性的条件下，MRF电路

的供电电压下界小于传统CMOS电路，给出了MRF
电路在低电压下高容错的理论依据。本文基于信息

论完成了对非对称电路的基本分析，为之后的大模

块非对称电路分析提供了思路，且为MRF电路之后

的应用设计提供了理论基础。 
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