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基于后向差分Delta算子的卡尔曼滤波算法及其仿真 
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【摘要】在高速采样时，Delta算子离散化模型的参数趋于原来的连续时间模型，且Delta算子实现时系统具有较好的数字

特性，使其能够改善基于传统移位算子的离散卡尔曼滤波中存在的滤波发散问题。该文采用正交投影法，推导了基于Delta算
子的随机线性离散系统的卡尔曼滤波方程，最终给出了基于后向差分Delta算子的卡尔曼滤波递推算法，并进行了仿真研究。

实验结果和性能分析表明，在高频采样情形下基于后向差分Delta算子的递推卡尔曼滤波的收敛性能优于常规卡尔曼滤波。 
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Abstract  In the high-speed sampling, the parameters of the discrete model based on delta operator tend to 

the original continuous-time model, and the system has a better digital characteristic when delta operator achieves, 
which can improve the problem of filtering divergence of discrete Kalman filters based on traditional shift operator. 
This article uses orthogonal projection approach to derive the Kalman filter equation of stochastic linear discrete 
systems based on delta operator. The recursive Kalman filter algorithm based on delta operator is given. The 
simulation results show that in the high-speed sampling, the convergence performance of the derived Kalman filter 
based on backward differentiation formula of delta operator is better than the traditional Kalman filters.  
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随着计算机和自动化技术的飞速发展，现今的

自动控制系统的设计思路都来源于数字计算机的广

泛应用，为了呈现出系统特性，必须对系统的离散

时间进行描述。因此，人类对高速采样情形下信号

传输和处理问题的需求日益增加[1-2]。然而，当采用

传统的移位算子处理高速采样系统时，计算机有限

字长将会引起采样系统量化误差以及极限环振荡等

数值不稳定问题[3]，且易于引入非最小相位零点，

导致离散化系统稳定性能降低。为此结合随机线性

系统Kalman滤波基本方程[4-5]，文献[6]采用Delta算
子方法对随机线性连续系统进行离散化，有效解决

了上述问题。 
Delta算子是一种新的离散化方法，现已成为连

续时间模型和离散时间模型的统一描述方法，用它

来描述离散系统有如下优点[7]：1) 在高频采样情况

下，能使离散化模型趋近于连续模型。2) Delta算子

实现时具有较好的数字特性，包括有限字长特性和

系数灵敏度等。3) Delta算子模型中易于观察分析不

同采样周期下系统性能。另外，基于传统移位算子

的离散卡尔曼滤波模型存在对模型噪声和量测噪声

的统计特性认识不足导致的方差取值不合适以及计

算机有限字长导致的舍入误差累计等问题，最终出

现滤波发散现象[8]。因此将Delta算子引入卡尔曼滤

波中进行研究[9-10]，推导新的滤波算法，有效改善系

统在高速采样情况下的滤波发散问题。 
文献[11]给出了Delta算子的前向差分和后向

差分的定义，本文分别分析了基于前向差分和后向

差分Delta算子的递推卡尔曼滤波方法的合理性，

最终推导了基于后向差分Delta算子的递推卡尔曼

滤波。 
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1  Delta算子及正交投影法 
1.1  Delta算子定义 

Delta算子的前向差分定义为： 
1= q

T
δ −                  (1) 

Delta算子的后向差分定义为： 
11= q

T
δ

−−                 (2) 

式中，q为前向移位算子，满足 ( ) ( 1)qf k f k= + ；T
为系统采样周期，当T 越接近0时，离散系统越接近

连续系统。 
1.2  正交投影法 

假设 X 和 Z 分别为具有二阶矩的 n维和m维随

机向量，如果存在一个与 X 同维的随机向量 X̂ ，满

足：1) X̂ 可以由 Z 线性表示；2) 无偏性；3) ˆ−X X
与 Z 正交，则称 X̂ 是 X 在 Z 上的正交投影，记为

ˆ ˆ[ / ]E=X X Z 。 
向量正交投影具有下列结论[4]：  

1) 1ˆ[ / ] cov[ , ](Var ) [ ]E E E−= + −X Z X X Z Z Z Z ； 

2) ˆ ˆ[ / ] [ / ]E E=AX Z A X Z ； 

3) ˆ ˆ ˆ[( ) / ] [ / ] [ / ]E E E+ = +AX BY Z A X Z B Y Z ； 

4) 如果 1 2[ ; ]=Z Z Z ，则有： 

1 2
ˆ ˆ ˆ[ / ] [ / ] [ / ]=E E E= +X Z X Z X Z% %  

T T 1
1 2 2 2 2

ˆ ˆ[ / ] [ ][ [ ]]E E E −+X Z XZ Z Z Z% % % % %  

式中， 1 2 2 2
ˆ ˆ[ / ],  [ / ]E E= − = −X X X Z Z Z Z Z% % 。 

2  随机线性连续系统的离散化 
考虑如下形式的连续模型[12]： 
       ( ) ( ) ( )t t t= +X AX FW&            (3) 

          ( ) ( ) ( )t t t= +Z CX V             (4) 

式中， ( )tX 为系统 n维状态向量； ( )tZ 为系统m维

观测向量； ( )tV 是 m 维系统随机观测噪声向量；

( )tW 是 p维系统随机过程噪声向量； A 是 n n× 维

常值矩阵；F 是 n p× 维常值矩阵；C 是m n× 维常

值矩阵。 
2.1  Z域离散化 

通过零阶保持器离散化(采样周期为T )，那么

相应的Z算子形式的离散模型为： 
( 1) ( ) ( )z zk k k+ = +X A X W          (5) 

( ) ( ) ( )z zk k k= +Z C X V           (6) 

式中，系统系数矩阵满足 e T
z = AA ； z =C C ； ( )z kV 是

系统的观测噪声序列； ( )z kW 是过程噪声序列，满足[5]： 

 ( )

 0

T

( ) e ( )d

[ ( ) ( )] 0( 0)

T T t
z

z z

k t t

E k k i i

−⎧ =⎪
⎨
⎪ + = ∀ ≠⎩

∫ AW FW

W W
       (7) 

定义系统过程噪声向量序列 ( )z kW 的方差阵
T( ) [ ( ) ( )]z zk E k k=Q W W ，系统观测噪声向量序列 ( )z kV

的方差阵 T( ) [ ( ) ( )]z zk E k k=R V V 。 

2.2  基于后向差分Delta域的离散化 
根据δ 算子后向差分定义，可得基于后向差分

δ 域内的离散系统为： 
    ( 1) ( ) ( )k k kδ δδ + = +X A X W         (8) 
      ( ) ( ) ( )k k kδ δ= +Z C X V           (9) 

式中， 

2

( ) /
( ) ( ) /

1( ) Var[ ( )] ( )

( ) ( )

z

z

z

z

T
k k T

k k k
T

k k

δ

δ

δ δ

δ

δ

= −⎧
⎪ =⎪
⎪⎪ = =⎨
⎪

= =⎪
⎪ =⎪⎩

A A I
W W

Q W Q

C C C
V V

      (10) 

2.3  基于前向差分Delta域的离散化 
根据δ 算子前向差分定义，可得基于前向差分

δ 域内的离散系统为： 
( ) ( ) ( )k k kδ δδ = +X A X W          (11) 
( ) ( ) ( )k k kδ δ= +Z C X V           (12) 

可见，两者的区别在于系统的状态方程不同，

而观测方程保持一致。 

3  基于后向差分Delta算子的递推卡
尔曼滤波 

3.1  基于前向差分和后向差分Delta算子的卡尔曼

滤波合理性分析 
由基于前向差分Delta域的离散化系统状态方程

式(11)和量测方程式(12)，对于给定的观测空间 kZ ，

根据正交投影的定义可得： 
      ˆ ˆ( ) [ ( ) | ]kk E kδ δ=X X Z          (13) 

所以由正交投影的结论2)和结论3)得： 
ˆ ˆ( ) [ ( ) | ]kT k E T kδ δ= =X X Z  

ˆ[( ( 1) ( )) | ]kE k k+ − =X X Z  
ˆ ˆ[ ( 1) | ] [ ( ) | ]k kE k E k+ − =X Z X Z  

ˆ ˆ( 1| ) ( )k k k+ −X X            (14) 

同时根据Delta算子前向差分定义有： 
ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( )T k k kδ = + −X X X         (15) 

比较式(14)和式(15)可得： 
ˆ ˆ( 1| ) ( 1)k k k+ = +X X           (16) 
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式(16)表示在时域中，基于前向差分Delta算子

的状态滤波值和状态预测估计值无法分辨，所以采

用后向差分的Delta算子的状态差分方程式(8)和量

测方程式(9)推导基于Delta算子的卡尔曼滤波递推

算法。 
3.2  基于后向差分Delta算子的卡尔曼滤波递推算

法推导 
1) 基于Delta算子的滤波方程。 
根据正交投影定义以及其结论，可得 ˆ ( 1)kδ +X 的

递推公式为： 

1
ˆ ( 1) [ ( 1) | ]=kk E kδ δ ++ = +X X Z  
[ ( 1) | , ( 1| )]=kE k k kδ + +%X Z Z  

[ ( 1) | ] [ ( 1) | ( 1| )]=kE k E k k kδ δ+ + + +%X Z X Z  
ˆ ( 1| ) ( 1) ( 1| )k k k k kδ + + + +%

δX K Z      (17) 

式中，基于 k次观测向量集合为： 
[ (1), (2), , ( )]k k= LZ Z Z Z         (18) 

( 1| )k k+%Z 为新息，表示从第 1k + 次观测量 ( 1)k +Z
中减去前 k 次观测量中所得到的 ( 1)k +Z 的预报值
ˆ( )kZ 。并定义滤波增益矩阵为： 

( 1)kδ + =K  
1Cov[ ( 1), ( 1| )] Var [ ( 1| )]k k k k kδ −+ + ⋅ +% %X Z Z  (19) 

2) 新息及新息方差阵。 
由以上新息的概念可知： 

ˆ( 1| ) ( 1) ( 1| )k k k k k+ = + − + =%Z Z Z  
( 1) [ ( 1) | ]kk E k+ − + =Z Z Z  

( 1) [ ( 1) ( 1) | ]kk E k kδ δ+ − + + + =Z C X V Z  
ˆ( 1) ( 1) ( 1| )k k k kδ δ δ+ + + − + =C X V C X  

( 1| ) ( 1)k k kδ δ+ + +%C X V          (20) 

故可以得到新息方差阵为： 
Var[ ( 1| )] Var[ ( 1| ) ( 1)]k k k k kδ δ+ = + + + =% %Z C X V  

T( 1| ) ( 1)k k kδ δ δ+ + + C P C R         (21) 

式中， ( 1| ) Var[ ( 1| )]k k k k+ = +%P X 为状态预测误差

方差阵； ( 1)kδ +R 为观测噪声向量序列方差阵。 
3) 基于Delta算子的一步最优预测。 
基于 kZ 估计 ( 1)kδ +X 而得到的一步最优线性

预测为： 
ˆ ( 1| ) [ ( 1) | ]kk k E kδ δ+ = + =X X Z  

ˆ[ ( ) ( ) | ] ( )kE k k kδ δ δ+ =A X W Z A X      (22) 

4) 基于Delta算子的预测误差方差阵。 
Delta状态预测误差为： 

ˆ( 1| ) ( 1) ( 1| )k k k k kδ δ δ+ = + − +%X X X       (23) 

故其方差阵可表示为： 

( 1| ) Var[ ( 1| )]k k k kδ δ+ = + =%P X  
ˆVar[ ( 1) ( 1| )]k k kδ δ+ − + =X X  

ˆVar[ ( ) ( ) ( )]k k kδ δ δ+ − =A X W A X  
T( ) ( )k kδ δ δ+A P A Q            (24) 

式中， ( ) Var[ ( )]k k= %P X ； ( )kδQ 表示过程噪声向量

序列方差阵。 
5) 滤波方程的预测。 
由Delta算子的定义以及正交投影的定义和结

论，对Delta状态滤波方程进行预测，有： 

1
ˆ ( 1) [ ( ) ( 1)| ]kk E k T kδ ++ = + + =X X X Z  

1
ˆ[ ( ) | ] ( 1)kE k T kδ+ + + =X Z X  

ˆ[ ( ) | , ( 1| )] ( 1)kE k k k T kδ+ + + =%X Z Z X  
ˆ ˆ( ) [ ( ) | ( 1| )] ( 1)k E k k k T kδ+ + + + =%X X Z X  
ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1| )dk T k k k kδ+ + + + +%X X K Z   (25) 

式中， 
( 1)d k + =K  

1Cov[ ( ), ( 1| )] Var [ ( 1| )]k k k k k−+ ⋅ +% %X Z Z   (26) 

6) 状态预测误差方差阵。 
式(21)给出了状态预测误差方差阵 ( 1| )k k+P

的定义，可以得到： 
( 1| ) Var[ ( 1| )]k k k k+ = + =%P X  
Var[ ( ) ( 1| )]k T k kδ+ + =% %X X  

2 ( 1| ) Cov[ ( 1| ), ( )]T k k T k k kδ δ+ + + +% %P X X  
Cov[ ( ), ( 1| )] ( )k T k k kδ + + =% %X X P  

T 2( )( ) ( 1| ) ( )k T T k k T kδ δ δ+ + + +P I A P A P   (27) 

7) 系数 ( 1)d k+K 和 ( 1)kδ +K 。  
由式(19)，易知： 

( 1) Cov[ ( 1), ( 1| )]k k k kδ δ+ = + + ×% %K X Z  
1Var [ ( 1| )]k k− +%Z             (28) 

利用 ( 1| )k kδ +%X 和 ˆ ( 1| )k k+Z 正交以及几何相关知

识，可以得出：  
Cov[ ( 1| ), ( 1| )]k k k kδ + + =% %X Z  

Cov[ ( 1| ), ( 1)]k k kδ + + =%X Z  
Cov[ ( 1| ), ( 1)]k k kδδ + + =%X C X  

Cov[ ( 1| ), ( 1| )]k k k kδδ + + =% %X C X  
T T( 1| ) ( )T k k kδ δ δ δ+ +P C A P C        (29) 

将式(29)带入式(28)，整理得到： 
( 1) [ ( 1| ) ( )]k T k k kδ δ δ+ = + + ×K P A P  
T T 1[ ( 1| ) ( 1)]k k kδ δ δ δ

−+ + +C C P C R      (30) 

系数 ( 1)d k +K 由一个协方差和新息方差阵两项组

成，新息方差阵由式(21)可以得到，协方差矩阵则可
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由下式得到： 
Cov[ ( ), ( 1| )] Cov[ ( ), ( 1| )]k k k k k k+ = + =% % %X Z X Z  

T TCov[ ( ), ( 1| )] ( )( )k k k k Tδ δ δ+ = +% %X C X P I A C  (31) 

将式(21)和式(31)带入式(27)中，有： 
T T T( 1) ( )( ) [ ( 1| )d k k T k kδ δ δ δ+ = + + +K P I A C C P C  

1( 1)]kδ
−+R               (32)  

8) 状态滤波误差方差阵 ( 1)k +P 。 
易知滤波误差为： 

( 1)k + =%X  
( ) ( 1) ( 1) ( 1| )dk T k k k kδ+ + − + +% % %X X K Z   (33) 

故得滤波误差方差阵为： 
2( 1) Var[ ( 1)] ( ) ( 1)k k k T kδ+ = + = + + +%P X P P  

T( 1)Var[ ( 1| )] ( 1)d dk k k k+ + + +%K Z K  
Cov[ ( ), ( 1)] Cov[ ( 1), ( )]k T k T k kδ δ+ + + −% % % %X X X X  

TCov[ ( ), ( 1| )] ( 1)dk k k k+ + −% %X Z K  
( 1)Cov[ ( 1| ), ( )]d k k k k+ + −% %K Z X  

TCov[ ( 1), ( 1| )] ( 1)dT k k k kδ + + + −% %X Z K  
( 1)Cov[ ( 1| ), ( 1)]d k k k T kδ+ + +% %K Z X     (34) 

要化简式(30)，需要对上式各项进行计算，并注意到： 
Cov[ ( 1), ( 1| )] 0T k k kδ + + =% %X Z     (35) 
Cov[ ( 1 | ), ( 1)] 0k k T kδ+ + =% %Z X      (36) 

化简可得： 
2( 1) ( 1) ( ) ( )k T k T kδ δ+ = + + + +P P I A P  

T( )( ) [ ( 1) ( )] ( )dk T k T kδ δ δ+ − + + + +P I A I K C I A P  
[ ( 1) ]( ) ( )T k T kδ δ δ− + + +I K C I A P  

T T T( )( )[ ( 1)]k T T kδ δ δ+ − +P I A I C K      (37) 

结合式(24)、式(30)和式(32)，可得： 
( 1) Var[ ( 1)]k kδ δ+ = + =%P X  

T( 1| ) ( 1)Var[ ( 1| )] ( 1)k k k k k kδ δ δ+ − + + +%P K Z K (38) 

带入式(37)中，最终得到： 
2( 1) ( 1| )k T k kδ+ = + +P P  

[ ( 1) ]( ) ( )T k T kδ δ δ− + + +I K C I A P  
T T T( )( )[ ( 1)]k T T kδ δ δ+ − + −P I A I C K  

2[ ( 1) ( )] ( ) ( 1)d k T k T kδ δ δ+ + + − + ×I K C I A P K  
T T[ ( 1| ) ( 1)] ( 1)k k k kδ δ δ δ+ + + +C P C R K    (39) 

至此得到了基于后向差分Delta算子的卡尔曼滤

波递推算法。 

4  仿真分析 
在目标跟踪过程中，由于目标的位置、速度、

加速度的测量值在任何时候都会产生噪声，卡尔曼

滤波能够利用目标的动态信息降低噪声的影响，获

得关于目标位置好的估计，因此卡尔曼滤波在目标

跟踪有着广泛的应用。 
4.1  目标跟踪数学模型 

研究目标在平面上沿 x 轴正方向以速度

20 m/sv = 作匀速直线运动，状态方程为： 
      ( 1) ( ) ( )k k k+ = +X FX GW         (40) 

式中，状态向量 T( ) [   ]k x x=X & ，状态转移矩阵 F 、

过程噪声分布矩阵G 分别为： 
2[1, ;0,1] [ / 2; ]T T T= =F G，        (41) 

采样周期为T ，过程噪声 ( )kW 为零均值高斯白噪

声，方差 1Q = 。 
量测方程 ( ) ( ) ( )k k k= +Z HX V 中，量测噪声

( )kV 是零均值的高斯白噪声，且和过程噪声序列相

互独立，方差 4R = ，量测矩阵 [1  0]=H 。 
4.2  滤波仿真分析 

假设目标起始点位置坐标为 (5 m , 0 m) ，初始

协方差矩阵 2[ , / ; / ,2 / ]R R T R T R T=P ，在采样周期

1sT = 时，目标真实运动轨迹和常规卡尔曼滤波后

轨迹以及Delta滤波后轨迹如图1所示，滤波后位置误

差曲线如图2所示。 
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    图1  真实和滤波轨迹图( 1sT = ) 

图1直观地反映了通过常规卡尔曼滤波后的轨

迹与基于后向差分Delta算子的递推卡尔曼滤波后的

轨迹与真实轨迹的对比，可以看出两者滤波效果差

异不明显。而图2不仅反映了两种滤波方法的收敛速

度相当，另一方面从位置误差的波动幅度反映出两

者滤波性能亦相当。 
在采样周期 0.1sT = 时，通过常规卡尔曼滤波

以及基于后向差分Delta算子的递推卡尔曼滤波后，

跟踪目标的位置误差图对比曲线如图3所示。 
在采样周期 0.01sT = 时，两种滤波器滤波后跟
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踪目标的位置误差对比曲线如图4所示。 
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     图3  滤波后位置误差图( 0.1 sT = ) 
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       图4  滤波后位置误差图( 0.01sT = ) 

由仿真结果可以看到，当 1sT = 时，基于后向

差分Delta算子的递推卡尔曼滤波算法和常规卡尔曼

滤波算法在收敛速度上相当，滤波器性能前者较之

后者没有明显优势。但当 0.1sT = 和 0.01sT = 时，

由滤波后位置误差图3和图4所呈现的误差收敛曲线

反映出基于后向差分Delta算子的递推卡尔曼滤波算

法的收敛性优于常规卡尔曼滤波算法，并且随着采

样周期T的减少，基于后向差分Delta算子的递推卡

尔曼在收敛速度以及误差波动幅度上均明显优于常

规卡尔曼滤波。 

5  结  束  语 
本文基于Delta算子在高频采样情形下使离散化

系统模型趋近于连续系统模型的特性，结合正交投

影法推导了基于Delta算子的递推卡尔曼滤波算法，

包含Delta状态滤波方程、新息方差阵、Delta状态最

优预测、Delta状态预测方差阵的计算、状态滤波方

程的预测、状态预测误差方差阵的计算和状态滤波

误差方差阵，并进行了仿真实验。由仿真结果可以

得到，随着采样周期T 减小，常规卡尔曼滤波算法

收敛性能变慢，推导的基于后向差分Delta算子的递

推卡尔曼滤波算法滤波性能良好，在高速采样情形

下，其在速度收敛性以及误差波动幅度方面均优于

常规卡尔曼滤波算法。 
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