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【摘要】极限费舍尔信息(EFI)是源于极限物理信息理论下的一种信息测度。由于在测量实践中，很难一一准确且高效地

定义与补偿所有影响测量结果的因素并估计测量不确定度。因此，该文提出了采用根据EFI推导的概率密度函数(PDFs)来估计

被测量的测试边界信息，即待测系统的测量不确定度。该方法能够根据不同的不确定度影响因素以及待测系统的物理规则更

加动态地刻画测量不确定性。从物理应用角度进行了详细的数理推导与讨论，相比不考虑物理意义的数学模型，该方法更适

用于实际应用。最后，用两组实例验证了该EFI方法的有效性。 
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Abstract  The extreme Fisher information (EFI) is originally a measure within the theory of extreme physical 

information (EPI). In measurement activities, it is hard to accurately and efficiently identify and compensate every 
effect in measurement and evaluate the incompleteness of the measurement results. So we propose to employ the 
probability density functions (PDFs) derived from the EFI for estimating the boundary information of the 
measurement results, that is, the associated measurement uncertainty. The proposed method can characterize the 
measurement uncertainty more dynamically, with considering the different behaviors of the uncertainty effects and 
the law governing the system under measurement at the same time. The proposed approach yields the possible 
distribution of the measurement result in a more practical way rather than the pure mathematical approach, which is 
more applicable. Finally, the effectiveness of the proposed EFI method is demonstrated by the numerical results of 
two practical instances. 

Key words  extreme Fisher information (EFI);  information theory;  measurement uncertainty;  parameter 
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在测量学科中通常认为测量结果仅能提供一个

被测量的近似情况，即仅能无限接近真值。测量学

科遭遇的挑战之一是对这种知识的不完备性的估

计[1]，即对测量结果的有效性评估[2-3]。 
测量不确定度来源于两个方面：1) 随机影响(随

机误差的来源)。在看似相同的重复观测条件下，其

实有不可预测的或随机的时间和空间变量而造成的

随机影响。2) 系统影响(系统误差的来源)。由测量

仪器性能的局限性、对已知系统效应的不完备补偿、

对系统效应的忽视引起的未知的系统影响。 

从数学观点的角度分析，为了确定测量不确定

度，GUM(guide to the expression of uncertainty in 
measurement)中推荐的方法是一种概率论框架下的

方法，并假设所有对测量不确定度有贡献的系统效

应都是已知的且已补偿的[2]。然而这种对系统影响

的修正在实际中几乎不能实现[1]。近年来，已有不

少文献提出一些解决方法，如用概率论和模糊变量

来处理未知影响和系统影响，但却难以处理随机效

应[4-6]。文献[7-10]中提出的用证据理论框架下的随

机−模糊变量(random-fuzzy variable, RFV)方法来计
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算和表征测量不确定度，可以用于处理随机和系统

效应都存在的一般情况，但对于该方法，如何更有

效地获得后验信息还有更多工作要做[10]。 
从物理的角度来看，测量是一种对含有由随机

影响和系统影响引起的噪声和波动的观测数据的量

化[11]。从这种意义上，很自然地将因随机影响和系

统影响引起的不完全知识或信息看作一个已知概率

密度函数(PDF)的随机变量，这个不完全信息就是测

量不确定度。 
事实上，测量不确定度通常被表示为一个置信

区间，它通过被分配给被测量的PDF获得。为了获

得不确定度，难以避免地要将PDF分配给所有可能

影响测量结果的输入量，并计算感兴趣的量的

PDF[12]。在某些先验信息已获得的情况下，极限费

舍尔信息(EFI)方法可以根据不同的情况，给所有的

输入量分配一个合适的PDF。 

1  EFI方法 
Fisher信息被公认为是信息的一个测度，在信息

领域获得广泛应用。Fisher信息曾经被用来描述复杂

系统[13]，用于信号重建、处理[14]和参数估计[15]。

Fisher信息矩阵和它的标量形式“Fisher信息数”近

年来也持续得到关注[16-17]。在文献[18]中，EFI即
小值Fisher信息第一次被用到鲁棒性估计中。但是

EFI尚未被用于评估测量的性能。本文将应用文献

[11]提出的EFI方法来确定测量不确定度。 
EFI方法可以简单理解为：在所有包含了先验信

息的PDF中， 小值Fisher信息对应的PDF至少包含

了与其他PDF相同的信息(即 小Fisher信息对应的

PDF包含的信息等于或者多于其他PDF)。因为任何

一个参数 估计的均 方误差都 会大于或 等 于

Cramer-Rao界，而用 小值Fisher信息方法估计的均

方误差能够达到Cramer-Rao界，因此，EFI方法推导

的PDF所包含的信息多于或等于其他可能的PDF。 
如果一个PDF ( )f x 被分配给被测量X，则X的

Fisher信息被定义为： 
2 +

 

d( ) log ( ) d
d

= f x f x x
x

I
∞

−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫         (1) 

在已获得的先验信息的约束下，相比于其他可

能的PDF，使用EFI对应的PDF可以获得更好的估计。 
约束条件取决于已确定的先验信息，如： 
1) 仅有归一化条件；2) 包括归一化条件与已知

的一阶矩；3) 包括归一化条件、一些已知的高阶统

计矩和PDF的非零范围。 

为了在某种约束下，获得按照式(1)定义的Fisher
信息的EFI，必须采用一种更一般形式的拉格朗日算

子[19]，其通过引入与约束数目一致的一系列拉格朗

日乘数来获得。并可以按照文献[20]用Levenberg- 
Marquardt方法得到一般解[21-22]。 

在实际中，当一个量的范围是半无限的(称为情

况1)或者有限的(称为情况2)，基于一阶矩先验信息

的PDF可以被直接分配给相关的被测量。 

2  EFI方法产生的PDF 
首先在期望已知的前提下用EFI方法推算PDF

的形式，然后基于得到的PDF的形式具体阐述上面

提到的两种情况。 
定义 1  用 ( )f x 表示一个随机变量X的PDF。

式(1)中的Fisher信息可以表示为： 
2

 

1[ ] ( ( )) d
( )l

I f f x x
f x

′= ∫          (2) 

式中， Support[ ]l f= 是概率分布的支撑集。假设

( )f x 可微，且它的导数 ( )f x′ 在l上是均方可积的。

因为Fisher信息是严格凸函数[23]，对于q(x)和r(x)，
当 (0,1)λ ∈ 有: 

[ (1 ) ] [ ] (1 ) [ ]I q r I q I rλ λ λ λ+ − < + −       (3) 

本文的目标是确定一个特定期望下的分布，也

就是解决下面的变化性问题(VP)： 
( )= inf{ ( ) : Support[ ] , , [ ] }

f
I I f f l f D E fμ μ= ∈ =  (4) 

式中， ( )I μ 表示由一个给定的期望μ中得到的EFI
值； inf{}

f
⋅ 表示{}⋅ 的 小值；D表示所有的分布； 

[ ]E f 表示期望函数。求解VP问题是为了在所有分布

中用EFI方法找到给定的期望μ和l支撑下的一个分

布。但是式(4)的唯一解难以获得，因为即使 [ ]I f 是

凸的，约束条件 [ ]E f μ= 定义的集合也不是凸的。

但当l受限于一个区间(测量实践中，一般被测量值会

被约束在一定范围内)，则能够得到式(4)的唯一解。 
2.1  EFI的微分方程表示 

由于分布函数均为正，引入变换 2( ) ( )f x v x= ，

并在EFI中使用 ( )v x 而不是 ( )f x 。 
命题 1  如果 2( ) ( )f x v x= ，Fisher信息可以重

写成： 
2

 
[ ] 4 ( ( )) d

l
I f v x x′= ∫             (5) 

式中， ( )v x′ 是 ( )v x 的一阶导数。由命题1，VP式(4)
可以重写为：  

{ }2
2 2 2

:   
( ) inf 4 ( ( )) d : ( )d 1, [ ( )]

v v l l l
I v x x v x x E v xμ μ

∈
′= = =∫ ∫  

 (6) 
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为了确保 ( )v x 是一个适当的可积分布并保证它

在边界点处的连续性，当支撑集受限于 [ , ]l a b= ，设

( ) ( ) 0v a v b= = 。然后，构建VP式(6)的拉格朗日函数： 
2

2

  
( ; , ) ( ( )) d ( ( )d 1)

l l
L v v x x v x xα β α′= + − +∫ ∫  

2

 
( ( )d )

l
xv x xβ μ−∫               (7) 

式中，α和β分别是归一化约束条件和期望值约束条

件的拉格朗日参数。由文献[24]，根据变分理论，式

(7)的 小值可以通过求解欧拉−拉格朗日方程得

到，有：  
d 0
d

L L
v x v

∂ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟′∂ ∂⎝ ⎠
           (8) 

进一步得到： 
( ) ( ) ( ) 0v x x v xα β′′ − + =          (9) 

2.2  通解 
命题 2  根据文献[25]，通过替换变量和函数： 

2 / 3x yα β β+ =              (10) 
 2 3( ) ( ) (( ) / )v x q y q xα β β= = +         (11) 

微分方程式(9)可以化简为艾里微分方程(Airy’s 
differential equation)： 

( ) ( ) 0q y yq y′′ − =             (12) 

证明：应用全微分有：  
2/3x yα β β+ = ⇒  

2 /3 1/3
2 3

dd d
d
yx y
x

ββ β β
β

= ⇒ = =      (13) 

利用微分的链式法则和式(11)容易得到：  
1/ 3 1/ 3d d d d d( )

d d d d d
v v y v qv x
x y x y y

β β′ = = = =     (14) 

于是：  
d d d d d( )
d d d d d

v v yv x
x x y x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1/3 1/3 2 /3d d ( )
d d

q q y
y y

β β β⎛ ⎞ ′′=⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (15) 

将式(10)和式(15)代入到式(9)中即可得到式(12)。 
命题 3[26]  微分方程式(12)的解可以表示为艾

里函数Ai(y)和Bi(y)的线性组合： 
1 2( ) Ai( ) Bi( )q y c y c y= +           (16) 

式中，c1和c2是常数。证明从略。 
命题 4  方程式(9)的解具有以下形式：  

2 / 3
1( ) Ai(( ) / )v x c xα β β= +          (17) 

且 终满足式(4)的PDF是：  
2 2 / 3( ) Ai (( ) / )f x c xα β β= +          (18) 

式中，Ai(⋅)是艾里函数；c是常数。 

证明：用式(16)中的艾里函数验证式(9)的解。

首先确认解的范围局限在 + 。艾里函数Bi(y)的渐近

展开式为[27]： 
3 6

9
1/ 6

1Bi( ) 1 ( )
3 (2 3) 6 180

y yy O y
⎛ ⎞

= + + + +⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠
 

1/ 6 3 6
93 1 ( )

(1/3) 12 504
y y y O y

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

       (19) 

式中， ( )Γ ⋅ 表示Gamma函数； ( )O ⋅ 是可以忽略的高

阶项。易得当 y→ +∞ 时Bi(y)趋于无穷。因为该解为

完全可积的，考虑式(16)中c2应为0以舍弃第二个艾

里函数，再利用式(10)和式(11)即可得到式(17)。将
2( ) ( )f x v x= 代入到式(17)得到式(18)。 

在式(18)中，由于α仅提供原始解的任意移位形

式，所以可以令α=0。参数β和c可以分别由一阶矩条

件和归一化条件唯一确定。 
2.3  定义在正半轴上的解——变量范围是半无限 

的情况 
命题 5  满足条件式(6)的概率分布为：  

2 1/ 3( ) Ai ( )f x c xβ=             (20) 

式中，
1/ 2 6

3

3 (1/3)
(6π )

β
μ

Γ
= ；

5/ 6 43 (1/3)
6π

c
μ

Γ
= ； ( )Γ ⋅ 表示

Gamma函数。 
证明：根据式(4)中对概率分布的约束有： 

  
2 1/ 3

 0  0
( )d 1 Ai ( )d 1f x x c x xβ

∞ ∞
= ⇒ = ⇒∫ ∫  
 

2 1/ 3

 0
Ai ( )dx x cβ

∞
=∫           (21) 

  
2 1/ 3

 0  0
( )d Ai ( )dxf x x xc x xμ β μ

∞ ∞
= ⇒ = ⇒∫ ∫  

 
2 2 / 3

 0
Ai ( )dx x x cμβ

∞
=∫         (22) 

从文献[27]中可知： 

 
 

2
2/3 2 0

1Ai ( )d
3 (1/3)

x x
∞

=
Γ∫        (23) 

 
2

 0

1Ai ( )d
6 3π

x x x
∞

=∫           (24) 

利用式(18)、式(21)～式(24)， 终可得： 
5/ 6 4 1/ 6 2

2 1/3 23 (1/3) 3 (1/3)( ) Ai ( ) Ai
6π 6π

f x c x xβ
μ μ

Γ ⎛ Γ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (25) 

式中，
1/ 2 6

3

3 (1/3)
(6π )

β
μ

Γ
= ；

5/ 6 43 (1/3)
6π

c
μ

Γ
= ； ( )Γ ⋅ 和Ai( )⋅

分别表示Gamma函数和艾里函数。 
2.4  定义在紧支集的解——变量有限的情况 

命题 6  满足条件式(6)的概率分布为： 
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2
1 2( ) Ai ( )f x c c x=             (26) 

式中，Ai(⋅)表示艾里函数；c1和c2分别由下面两个等

式决定： 
2

2

 
2

2 1
 

Ai ( )d /
c b

c a
x x c c=∫           (27) 

   
2

2

 
2 2

2 1
 

Ai ( )d /
c b

c a
x x x c cμ=∫          (28) 

证明：根据对概率分布 ( )f x 的标准化约束，利

用下面的变量代换： 
2z c x=               (29) 

得到： 
  

2
1 2

  
( )d 1 Ai ( )d 1

b b

a a
f x x c c x x= ⇒ = ⇒∫ ∫  

2 2

2 2

  
2 21

2 1
  

2

Ai ( )d 1 Ai ( )d /
c b c b

c a c a

c z z x x c c
c

= ⇒ =∫ ∫   (30) 

同理，根据对 ( )f x 的一阶矩约束并利用式(29)可以

得到式(28)。 

3  实  验 
这部分将利用两个实验的数值结果来说明EFI

方法的正确性和有效性。 
3.1  实验1 

首先，使用GUM第14页4.3.8中的一个例子作为

例证验证EFI方法在估计测量不确定度上的有效性。

本文实验中考虑的是纯铜在20℃的线性热膨胀系

数。由GUM，该系数的期望值为D=16.52×10−6 ℃−1。 
在GUM中， 小可能值为16.40×10−6 ℃−1，

大可能值为16.92×10−6 ℃−1。该系数可以看作一个随

机变量X： 
{ }D d X D d− +− + =≤ ≤  

{ }6 1 6 116.40 10 16.92 10  X− − − −× ×℃ ≤ ≤ ℃   (31) 

式中， 6 10.12 10  d − −
− = × ℃ ； 6 10.40 10  d − −

+ = × ℃ 。 
之后，可以用EFI方法和指定的先验信息来估计

测量不确定度。令X的PDF为 ( )f x ，Fisher信息I即为： 
2 

 

d ln ( )[ ] ( ) d
d

D d

D d

f xI f f x x
x

+

−

+

−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫      (32) 

用下面的约束条件来 小化Fisher信息，有： 
 

 
( )d 1

D d

D d
f x x

+

−

+

−
=∫  

 

 
( )d

D d

D d
xf x x D

+

−

+

−
=∫  

得到： 
41 2( ) (10 /15)Ai (20 053 162 / 23)f x x=     (33) 

式中， D d X D d− +− +≤ ≤ 。 短的95%覆盖区间

0.95[ , ]D d x−− 可以通过下式计算得到： 

0.95

6

 

 16.40 10
( )d 0.95

x
f x x

−×
=∫  

进而推算出 6 1
0.95 16.78 10  x − −= × ℃ ，于是 终区间为

6 6[16.40 10 ,16.78 10 ]− −× × 。参考GUM中显示的区间

式(31)，可以验证EFI方法在测量不确定度区间估计

上的有效性。 
3.2  实验2 

实验2通过确定电阻的功率比较了测量不确定

度的不同计算方法。在设置中，电阻两端电压是通

过NI-16Bit-USB 6251 High-Speed M系列多功能数

据采集卡测量，电阻值是用Agilent 34401A万用表测

量。电路装置如图1所示。 

 
图1  实验2测试电路装置图 

3.2.1  TSM方法 
如上文所述，电阻的电压通过多功能数据采集

卡获得，电阻阻值用万用表获得。测量数为503，电

阻均值为119.906 9 kΩ。测量仪器Agilent 34401A 6 
1/2的准确度为(仪器量程选为100 kΩ)： 

Accuracy (0.010%reading+0.001%range)= ± =  
(0.010% 119.906 9+0.001% 100) k± × × Ω    (34) 

按照TSM方法，假设阻值分布为均匀分布，和

阻值相关的不确定度为： 
( ) Accuracy/ 3 0.0075 kΩu R = =      (35) 

电阻的电压的不确定度为： 

1

1( ) 4.851 4713 V
N

A i
i

E V V
N =

= =∑  

2

1

( ( ))
( ) 0.002 917 442 821387 V

1

N

i A
i

A

V E V
V

N
σ =

−
= =

−

∑
 

( )( ) 130.082 345 964 9141μVA
A

Vu V
N

σ
= =  

其中，VA表示电压；σ表示方差；u表示不确定度。 
根据NI 625x说明书，多功能数据采集卡的不确

定度源如下： 
AbsoluteAccuracy=Reading(GainError)+ 

Range(OffsetError)+NoiseUncertainty 
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其中， 
GainError=ResidualAIGainError+ 

GainTempco(TempChangeFromLastInternalCall)+ 
ReferenceTempco(TempChangeFromLastExternalCal) 

OffsetError=ResidualAIOffsetError+ 
OffsetTempco(TempChangeFromLastInternalCal)+ 

INL_Error 
对于一个3σ收敛因子和平均100个点，有： 

NoiseUncertainty RandomNoise 3/ 100= ×  
在实验2中，测量比例为[−5, 5]，其他实验参数

设置如下： 
TempChangeFromLastExternalCal=10 ℃ 
TempChangeFromLastInternalCal=1 ℃ 

Number_of_readings=503 
CoverageFactor=3σ 

GainError=70 ppm+(13 ppm/1℃)×1℃+ 
(1 ppm/1℃)⋅1℃=84 ppm 

OffsetError=20 ppm+60 ppm(21 ppm/1℃)×1℃= 
101 ppm 

6NoiseUncertainty 3 140 10 / 503−= × ×  

绝对准确度为： 

6

4.851 4713 84 ppm+
AbsoluteAccuracy 140 105.101 ppm+3

503

−

×⎛ ⎞
⎜ ⎟= ± ×⎜ ⎟×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

假设均匀分布，电压B类不确定度为： 
( ) AbsoluteAccuracy/ 3 537.657 7 μVBu V = =  

 (36) 
电压的相对联合标准不确定度为： 

2 2( ) ( ) ( ) 553.17 μ0 2 VA Bu V u V u V= + =    (37) 

功率为： 
2 2/ 4.851 4713 /119 906.9 196.292 μWP V R= = = (38) 

实验2中，联合不确定度可以表示为： 
2 2

2 2

( ), ( ),

( ) ( ) ( )
E V R E V R

P Pu P u V u R
V R

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(39) 

式中， 
52 2 4.851 4713 8.0921 10

119 906.9
P V
V R

−∂ ×
= = = ×

∂
   (40) 

2 2
9

2

4.851 4713 1.637 0 10
119 906.9

P V
R R

−∂
= − = − = − ×

∂
 (41) 

利用式(39)可以得到： 
5 2 6 2

9 2 2

(8.0921 10 ) (553.170 2 10 )
( )

( 1.637 0 10 ) (7.5)
u P

− −

−

× × × +
= =

− × ×
 

84.641 6 10 0.046 416 μW−× =        (42) 

假定功率的PDF为高斯函数，在置信水平为95%
下，可以得到： 

( )
1.96 ( ) 196.( 292 0.09 W1 μ)0

P P U P
P u P

= ± =

± = ±
  

(43)
 

3.2.2  蒙特卡洛方法 
利用式(39)进行功率的蒙特卡洛模拟仿真， 终

的测量结果为： 
(196.292 0.088 2) μWP = ±  

3.2.3  最大熵方法 
根据测量设备的 大不确定度，功率的 大可

能 值 为 6196.367 0 10−× ， 小 可 能 值 为
6196.245 0 10−× ，令 ： 

6 6 6196.292 10 196.245 0 10 0.047 0 10d − − −
− = × − × = ×  

6 6 6196.367 0 10 196.292 10 0.075 0 10d − − −
+ = × − × = ×  

由文献[12]利用 大熵方法得功率的 终概率

密度函为： 
6

6

6

6
4.562  66 10

4.562  66 10

6
( 196.245 0 10 )

0.122 0 10

4.562 66 10( ) e
1 e

xp x
−

−

×

×

− − ×

− × ×

×
=

−
 

(44) 
短的95%覆盖区间 6

0.95[196.245 0 10 , ]x−× 可以

由下式得到： 
0.95

6

 

 196.245 0 10
( )d 0.95

x
p x x

−×
=∫          (45) 

所以置信度为95%的 终区间为： 
[196.245 0×10−6, 196.354 5×10−6]      (46) 

3.2.4  EFI方法 
根据命题6有： 

250 5
211.477 6 10 10( ) Ai ( )

0.099 3.18 0.11
xp x

⎛ ⎞×
= ⎜ ⎟×⎝ ⎠

    (47) 

由：  
0.95

6

 

 196.200 1 10
( )d 0.95

x
p x x

−×
= ⇒∫  

6
0.95 196.402 496 7 10x −= ×         (48) 

95%置信区间为： 6 6[196.2001 10 ,196.402 5 10 ]− −× × 。 
由上述实验可得，取置信区间为95%时，EFI方

法得到的结果与传统方法如GUM方法和蒙特卡洛

方法保持一致。 

4  讨  论 
从实践的角度来看，EFI方法提供了另一类符合

国际标准化组织的计算测量不确定度的方法。更重

要的是，EFI方法提出了直接从信息论角度来看测量

和测量不确定度。从信息论观点来看，任何测量过

程都是一个信息流输出的过程。一般来说，由于测
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量中引入的信使效应(messenger effect)，信息很容易

丢失，即不完美的测量导致关于测量值信息的不完

备。所以从这个意义上，被测量的值不是直接被测

量到，而是通过测量中对收集到的数据的观察而获

得的，也就是被测量的值其实是通过对边界信息的

估计而获得的。 
在EFI方法中，测试结果的边界信息直接通过作

为信息测度的Fisher信息来测量的。所以用EFI方法

估计测量不确定度等价于利用信息流的知识来发现

被测源及其他影响因素的共同物理效应的数学形式

的过程。对于一次具体的测量，数据中包含的信息

是唯一的，在EFI的帮助下，这种适合当前环境的唯

一信息可以被挖掘出来，同时基于这种信息的不确

定度的估计也变得客观和可靠。 
根据数学推导不难看出，微分方程式(9)可以有

一组分析解，也即是在不同的边界约束条件下会有

不同的结果。所以EFI方法提供了在不必一一确认不

同影响源的情况下、根据不同精度的需要动态估计

不确定度的途径。 

5  结 束 语 
本文提出了测量不确定度估计的极限Fisher方

法，极限Fisher信息模型下给出的PDF能够刻画各不

确定度影响因素以及待测系统的物理规则的综合物

理效应。该方法既纳入了传统基础统计特征信息(如
二阶矩)，又突破了传统GUM测量不确定度模型的限

制，且可根据不同的约束条件动态地估计测量不确

定度。仿真与实测实验验证了该方法的正确性与有

效性。对于获取EFI对应的PDF的变化性问题，提出

了Fisher信息的动力学微分方程模型，并根据被测量

的不同可变取值子集给出了其显式解。微分方程模

型的建立，从理论上保证了极限Fisher方法可以实现

对测量不确定度的动态估计。根据测量实际情况而

获得的显式解，增强了该方法的实用性。 
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