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二进制QR码的一个简化查表译码算法 
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【摘要】基于QR码的特点和伴随式的重量，给出了二进制QR码的一个新的简化查表译码算法。译码表的行是形如(e, eH)

的向量，其中e是错误仅出现在信息部分且错误个数不超过码的纠错能力一半的错误模式，eH是e的伴随式。该算法适用于所

有的二进制QR码。其译码表的行数在目前已知的二进制QR码的查表译码算法中是最小的。因此该算法不仅有一定的理论意

义，也有一定的实用价值。 
关  键  词  错误模式;  Hamming 重量;  QR码;  伴随式;  查表译码 
中图分类号  TP391       文献标志码  A      doi:10.3969/j.issn.1001-0548.2016.05.014 

 
A Simplified Table Lookup Decoding Algorithm for Binary QR Codes 

 
BAO Xiao-min1, QU Yun-yun2, WU Deng-jie1, YUAN Zhi-hua1, LIU Xu1, and LI Mei1 

(1. School of Mathematics and Statistics, Southwest University  Beibei Chongqing  400715;   

2. School of Mathematics Science, Guizhou Normal University  Guiyang  550001) 

 
Abstract  A new simplified table lookup algorithm for decoding binary QR codes is presented. The 

algorithm is based on the properties of QR codes and the weights of syndromes. The decoding table is composed of 
the vectors of the form (e,eH), where e is an error pattern, of which the error bits are located only in the information 
part and the number of errors is no more than half of the error-correcting capability of the code, and eH is the 
syndrome of e. The algorithm can be applied to decoding any binary QR code. Moreover, the number of rows of the 
lookup table in this algorithm is the smallest one among all known lookup table decoding algorithms for binary QR 
codes. So this algorithm not only has certain theoretical significance, but also has certain practical value. 
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QR码是一类循环码。著名的 (23,12,7) Golay码
就是一个QR码，它的扩展码是 (24,12,8)扩展Golay
码，二十世纪80年代在NASA的Voyager spacecraft 
program中被用于传输木星(Jupiter)和土星(Saturn)的
彩色照片。在美国政府的两个标准中也指定使用

(24,12,8)扩展Golay码[1-2]。 
QR码是在1958年被提出的[3]。从那时起，人们

对QR码的研究就一直没有停止过[4-8]。 
QR码是一类译码比较困难的“好”码[9]；而对

于Q译R码的码，文献[10]认为QR码类的译码算法通

常不具有规范的结构，针对不同的QR码，采用不同

的译码算法[10]。因此对QR码的译码算法研究具有一

定的理论意义和实际意义。 
本文针对所有二进制QR码给出一个通用的简

化查表译码算法。目前已有的二进制QR码的查表译

码算法一般都是针对特定的QR码，本文给出的算法

不仅具有适用性广的特点，而且译码表的行数也是

最小的。 

1  QR码及QR码的查表译码算法 
本文采用文献[11]中的术语和符号。域 F 上的

一个 ( , )n k 线性码 C 是 F 上的长为 n 的向量作成的

一个 k 维向量空间。C 中的向量称为码字。设 C∈c ，

c 的非零分量的个数称为 c 的(Hamming)重量，记为

( )w c 。 C 中两个码字差的重量称为这两个码字的

(Hamming)距离。C 中任意两个码字的距离构成的集

合中的最小值称为C 的最小距离，用 d 表示。此时称

C 是一个 ( , , )n k d 码。C 的纠错能力 ( 1) / 2t d= −⎢ ⎥⎣ ⎦ 。
以C 中 k 个线性无关的码字作成的 k n× 矩阵称为C
的一个生成矩阵。C 的对偶码C⊥ 的生成矩阵称为C
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的一致校验矩阵。设 H 是C 的一个一致校验矩阵，

r 是一 n维向量， TrH 称为 r 的伴随式。r 是码字当

且仅当 T =rH 0 。 
设 p 是一个奇素数， ( )GF q 是一个有限域，其

中 q是另一素数，且是mod p 的二次剩余。令： 
{ mod }pQ p= 所有 的二次剩余 , { modpN = 所有

}p的二次非剩余 。 

设α 是包含 ( )GF q 的某个域中的一个 p 次本原

单位根，则多项式： 
( ) ( )  ( ) ( )

p p

r r

r Q r N

q x x n x xα α
∈ ∈

= − = −∏ ∏和  

都属于 ( )[ ]GF q x [12]。分别以多项式 ( )q x ，( 1) ( )x q x− ，

( )n x 和 ( 1) ( )x n x− 作为生成多项式的循环码称为二

次剩余码(quadratic residue codes，QR码)。设C 是一

个二进制 ( , )n k 线性码。下面的集合作成一个二进制

( 1, )n k+ 码： 

1 2 1 2
1

{[ , , , , ] | [ , , , ] }
n

n i n
i

c c c c c c c C
=

∈∑L L  

称为C 的扩展码。 
QR码的译码分为两类：代数译码[13-14]和查表译

码。查表译码的大致过程如下： 
事先构造一个译码表，该表中一个错误模式与

一个伴随式对应。对接收到的向量 r ，按下面的步

骤进行译码： 
1) 计算 r 的伴随式 T=s rH ； 
2) 通过译码表找到 s 对应的错误模式； 
3) 通过错误模式进行纠错，然后将纠错后的向

量输出。 
查表译码最直接的做法是在译码表中将纠错能

力范围内的所有错误模式和其对应的伴随式一一全 

部列出，这时译码表的行数为
1

t

i

n
i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。由于译码表 

的大小直接影响查表译码算法的效率和实用性，所

以长期以来有很多学者都致力于减少译码表的行数

的研究。 
文献[15]利用循环码的循环特性，将译码表的行

数减少为
1

t

i

n
n

i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。由二项式系数的单峰性可知，

当t<n/2时，
1 2
n n n

t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

< < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L 。因此减少
1

t

i

n
i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 中 

求和的项数t，对和的减小影响是非常大的。正因为

如此，文献[16]为了将 (47,24,11) QR码的译码表的 

行数从
5

1

47

i i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 减少为
4

1

47

i i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ，不得不单独处理错 

误个数为5的情形：逐个反转接收码字 r 的每个分

量，然后计算其伴随式，该伴随式与译码表中的伴

随式相比。如果与译码表中的某个伴随式相同，那

将该伴随式对应的错误模式在反转位置的比特反转

后得到的向量就是错误向量。即从47个位置中逐个

去搜索。这种搜索最多有可能要进行43次才能找到

一个错误位置。文献[17]也采取了同样的方法来减少

(41,21,9) QR码的译码表的行数。文献[18]给出了

(47,24,11) QR码的一个查表译码算法，译码表的 

行数从文献[16]的
1

1

t

i

n
k

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 减少为

1

1

t

i

n
k

n

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
。文献

[19]给出了 (23,12,7) Golay码的一个查表译码算法，

其译码表的简化是通过将和中项
n
i

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的n换成k：在 

译码表中只列出错误个数不超过 3t = ，且错误只出

现在信息部分的错误模式及其对应的伴随式。因此译 

码表的行数为
1

298
t

i

k
i=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，错误只出现在校验部分 

时的情况单独处理。沿用此思路，文献[4]给出了

(73,37,13) QR码的一个查表译码算法，在译码表中只

列出信息部分出现1～3个错误的错误模式及其对应 

的伴随式。其译码表的行数为
/ 2

1

t

i

k
i

⎡ ⎤⎢ ⎥

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 8 473。当接 

收向量 r 的伴随式在表中查不到时，表明 r 信息部

分的错误超过3。当信息部分出现至少4个错误时，

校验部分就最多出现2个错误，故循环移位36位后，

信息部分最多只有3个错误。继续文献[4]的这种思

路，文献[5]给出了 (41,21,9) QR码的一个查表译码算 

法，译码表的行数为
/ 2

1

231
t

i

k
i

⎡ ⎤⎢ ⎥

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ；而文献[6]则给出

了 (47,24,11) QR码的一个查表译码算法，其译码表

的 行 数 为
/ 2

1

2 324
t

i

k
i

⎡ ⎤⎢ ⎥

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 文 献 [7] 给 出 了

(23,12,7) Golay码的一个查表译码方法，将求和的项

数从 / 2t⎡ ⎤⎢ ⎥ 减少为 / 2t⎢ ⎥⎣ ⎦ ，故其译码表的行数为

/ 2

1

12
t

i

k
i

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 

以上这些算法大多数都是针对单个具体的QR

码来给出的，且译码表的行数都大于
/ 2

1

t

i

k
i

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

通过研究，本文发现了QR码的一些性质，利
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用这些性质，给出一个针对所有二进制 ( , , )n k d QR
码的通用的查表译码算法，译码表的行数都为 hN =   

/ 2

1

t

i

k
i

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。该算法不仅能纠正小于或等于 t 个的错误，

而且还可以检测出部分多于 t 个的错误。 

2  循环码的生成矩阵和一致校验矩阵 
设C 是一个 ( , )n k 循环码。多项式： 

1
0 1 1( ) n

nc x c c x c x −
−= + + +L  

称为码字 0 1 1[ , , , ]nc c c C−= ∈c L 的多项式。C 中非零

码字的多项式中次数最小的首一多项式称为C 的生

成多项式。设C 的生成多项式为： 

0 1( ) n k
n kg x g g x g x −

−= + + +L  

则矩阵： 

2
1

1

0 1 2

0 1 1

0 1 2

( )
( )
( )

( )

0 0
0 0

0 0

k

n k

n k n k

n k

g x
xg x
x g x

x g x

g g g g
g g g g

g g g g

−

−

− − −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

G
M

L L

L L

M M M M M M M M

L L

 

是C 的一个生成矩阵。对 1G 进行行初等变换，可以

得到C 的生成矩阵： 

( ),k k n k× −⎡ ⎤= ⎣ ⎦G I A  

式中， kI 是 k 阶单位阵； ( )k n k× −A 是一个 ( )k n k× − 矩

阵。由G 可得C 的一个一致校验矩阵： 
T

( ) ,k n k n k× − −⎡ ⎤= −⎣ ⎦H A I  

分别简记为 [ ],=G I A 和 T ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦H A I 。 

容易看出，信息向量 1 2[ , , , ]km m m=m L 经过G
编码得到码字 c ，其前 k 个分量恰为m ： 

( ) ( ), ,k k n k k n k× − × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦c mG mI mA m mA  

具有这种结构的码称为系统码。在系统码的情

况下，将一个二进制 n 维向量的前 k 个分量称为信

息部分，后 n k− 个分量称为校验部分。 

3  主要定理及证明 
假设C 是二进制 ( , , )n k d 循环码， T ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦H A I

是C 的一个一致校验矩阵。 
设 [ ],M P=e e e ，其中 1[ , , ]M ke e=e L 是信息部分，

1[ , , ]P k ne e+=e L 是校验部分， T=s eH 。 

为了得到一个适用于所有QR码的通用算法，本

文对QR进行研究，发现QR码都具有一些性质，利

用这些性质可以得到一个通用的简化查表译码算

法。将结果用6个定理的形式给出。 
定 理  1  若 [ ], ( ) 1M P Mw=e e e e， ≥ ， 则

T( )w eH ≥ ( )d w− e 。 
证明：因为码字的重量至少是 d ，而 [ ],M =e I A  

[ ],M Me e A 是非零码字，所以 ( ) ( )M Mw w d+e e A ≥ 。

由于 T
M P= +eH e A e ，而 T( )= ( )M Pw w +eH e A e ≥  

( ) ( )M Pw w−e A e ，故 T( ) ( )Mw d w− −eH e≥ ( )Pw =e  
( )d w− e 。 

因为 2 1d t +≥ ，所以由定理1可得： 
定理  2  若 [ ],M P=e e e ，其中 ( ) 1Mw e ≥ ，

( )w te ≤ ，则 T( ) 1w t +eH ≥ 。 

由 T ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦H A I 的结构及矩阵的乘法容易看出： 

定理 3  若 [ ]1 ,k P×=e 0 e ，则 T
P=eH e 。 

由定理2和定理3可得： 
定理 4  若 ( )w te ≤ ，则 T( )w teH ≤ 当且仅当

T
1 ,k×⎡ ⎤= ⎣ ⎦e 0 eH 。 

定理4给出了一个如何判别错误只出现在校验

部分的方法及如何确定错误模式的方法。因此当错

误只出现在校验部分时就可统一处理，而不必将每

个错误模式和其对应的伴随式一一列出。下面只须

考虑信息部分一定有错误出现的情形。 
当 [ ],M P=e e e 时，定理5给出了 Pe 与 e 的伴随式

和 1 ( )[ , ]M n k× −e 0 的伴随式之间的关系。 

定理 5  设 [ ],M P=e e e 。若 T
1 ( )[ , ]M n k M× − =e 0 H s ，

则 T
P M= −e eH s 。 

证明： T T
1 ( )( [ , ])P M n k M× −= − = −e e e 0 H eH s 。 

由定理5可知，在错误向量的伴随式及其信息部

分对应的伴随式已知的情况下可以得到错误向量的

校验部分。 
当错误仅出现在信息部分，且错误个数不超过 t

时，错误向量的总数为
1

t

f
i

k
N

i=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。设 fN 个信息

部分出错的错误向量为： 
1 2

1 1 ( ) 2 1 ( ) 1 ( )[ , ], [ , ], , [ , ]f

f

N
M n k M n k N M n k× − × − × −= = =a e 0 a e 0 a e 0L  

其对应的伴随式分别为： 
T T T

1 1 2 2, , ,
f fN N= = =s a H s a H s a HL  

将向量 is 及 i
Me 并置在一行，得到一个 fN 行、n

列的表，这个表称为信息部分伴随式与错误模式的 
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对应表MPSET(message part syndrome error table)： 

表1  MPSET表 

伴随式 错误模式 

1s  1
Me  

2s  2
Me  

M  M  

fNs  fN
Me  

 
在实际译码时并不知道错误向量的信息部分，

所以定理5的结果不具可操作性。定理6则从理论上

保证由错误向量的伴随式和表MPSET，通过比较向

量的汉明重量就可确定错误向量。因为错误向量的

伴随式可通过接收到的向量得到，而表MPSET可事

先做好，所以定理6的结果可实际操作。 
定理 6  设 [ ],M P=e e e ， ( )w te ≤ 。若 ( ) 1Mw e ≥ ，

T=s eH ，则存在唯一一个   (1i i≤ ≤ )fN ，使得

([w −s , ])i
i M t≤s e 。此时一定有 [ , ]i

M i= −e e s s 。 
证明：由MPSET的构造可知，存在1 fi N≤ ≤ 使

得 i
M M=e e 。 再 由 定 理 5 知 [ , ]i

M i= −e e s s ， 故

([ , ]) ( )i
i Mw w− =s s e e 。 

下面只需证当 j i≠ 时必有： 
([ , ]) 1j

j Mw t− +s s e ≥  

实际上由定理1可得： 
T

T

([ , ]) ([( ) , ])

(( ) ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1

j j
j M j M

j
j M

j
j M

j
j M

w w

w w

d w w

d w w w d w t

− = + =

+ +

− + +

− − + − +

s s e e a H e

e a H e

e a e

e a e e

≥

≥

≥ ≥

 

4  新的译码算法 
保留MPSET中重量 / 2t⎢ ⎥⎣ ⎦≤ 的错误模式和其对

应的伴随式，得到的表记作 SMPSET(simplified 

MPSET)，其行数为
/ 2

1

t

h
i

k
N

i

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 

译码时，当用 r 的伴随式在SMPSET中找不到错

误向量时，则 r 信息部分的错误个数 / 2 1t +⎢ ⎥⎣ ⎦≥ ，

因此校验部分的错误个数 / 2t⎢ ⎥⎣ ⎦≤ 。将 r 右循环移位

n k− 位，得到
( )n kR −

r ，再用
( )n kR −

r 的伴随式在SMPSET

中查找错误向量。若用
( )n kR −

r 的伴随式在SMPSET中 
仍找不到错误向量时，则 r 的第一个比特是错的。

将其反转，然后再用得到的向量的伴随式查找错误

向量。 

设 C 是纠错能力为 t 的 ( , )n k QR码， ( )g x =  

0

n k
i

i
i

g x
−

=
∑ 是它的一个生成多项式。由定理4和定理6，

本文给出一个C 的查表译码方法。 
预处理：由 ( )g x 导出C 的一个生成矩阵和一个

一致校验矩阵： 
[ ],=G I A ， T ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦H A I  

然后计算SMPSET。 
对于接收到的向量 r ，本文的译码算法如下： 

Algorithm：SimplifiedTLD 
{ 
input SMPSET, , ,tH r ; 

number of rows in SMPSEThN ← ;  
number of columns in n ← H ; 

number of rows in k n← − H ; 
1 2

1 2

[ , , , ]
testVec ( ) ( )

[( 1)mod 2, , , ]

n

n

r r r
k n k

r r r

=⎡ ⎤
⎢ ⎥← << ∨ >> −⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

r
r r

L

L

; 

testedNo 1← ; 

[1,1, ,1]
n

←e
64748

L ; 
while ( ( )w t>e  and testedNo 3≤ ){ 
  TtestVec(testedNo)←s H ； 
  if ( ( )w ts ≤ ) 
    1[ , ]k×←e 0 s ; 
  else { 
    1i ← ; 
     while ( ( )w t>e  and hi N≤ ){ 
      [SMPSET( ,2), SMPSET( ,1)]i i← −e s ; 
      1i i← + ; 
    } 
  } 
  if testedNo = 2 
    ( ) ( )n k k← << − ∨ >>e e e ; 
  if testedNo = 3 
    1 2[( 1)mod 2, , , ]ne e e← +e L ; 
  testedNo testedNo 1← + ; 
} 
if ( )w t>e  
  output (“failure”); 
else  
  output ( )mod2+r e ; 
} 

当算法输出“failure”时，表明在SMPSET中没

有找到对应的错误模式，即错误个数超出了纠错能

力，因此算法此时实际上相当于检测到纠错能力范

围之外的一个错误模式。 
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利用SimplifiedTLD，可以得到QR码C 的扩展码
*C 的一个译码算法如下： 

设 1 1* [ , , , ]n nr r r +=r L 是接收到的向量。 
1) 用算法SimplifiedTLD对 1 2[ , , , ]nr r r=r L 进行

译码，设其输出为 1 2[ , , , ]ny y y=y L 。 

2) 计算校验和 1
1

mod 2
n

n i
i

y y+
=

= ∑ ，然后输出

1 2 1* [ , , , ]ny y y +=y L 。 

按照这个算法译码，不仅可以纠正码 *C 纠错能

力范围内(即错误个数 t≤ )的所有错误模式，而且还

能纠正最后一位出错、错误个数为 1t + 的错误模式。 

5  结 束 语 
本文利用QR码的特点及伴随式的重量，给出了

QR码的一个简化译码算法。该译码算法简单明了， 

容易理解和实现。其译码表的行数为
/ 2

1

t

i

k
i

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ，是目

前QR码的查表译码算法中最少的。 
从本文的讨论可以看出，这个数目还可进一步

减少。在SMPSET中，错误模式经过循环移位可以

得到的所有错误模式中只需保留一个，其他的均可

删去。比如对 (23,12,8) Golay码，SMPSET的12行可

以只保留第一行 1
1, Ms e ，这个行数是最小的。 
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