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基于多重特征向量的有向网络社团结构划分算法 
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【摘要】有向网络社团结构的识别对于理解复杂系统的结构特性和动力学特性都有着重要的意义。提出了一种基于拉普

拉斯矩阵多重特征向量的有向网络社团结构划分算法，该算法利用有向网络拉普拉斯矩阵的前c个较小特征值所对应的特征向

量来划分有向网络的社团结构。在人工数据和实证数据上与模块度的谱优化算法和模拟退火算法做了对比实验。实验结果表

明，当社团结构明显时，该算法的归一化互信息指标的值接近于1。当社团结构不明显时，该算法所取得的效果也优于谱优化

和模拟退火算法。与这两种算法相比，在实证网络上模块度 Q 值也可以提高17.28% 和19.21%。该文工作对于理解有向网络

上拉普拉斯矩阵的多重特征向量与网络的社团结构的关系具有十分重要的意义。 
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Abstract  Detecting community structure of directed networks is of significance for understanding the 

structures and functions of complex systems. In this paper, we develop a spectral algorithm using multiple 
eigenvectors of the Laplacian matrix (MEL) in directed networks, where the c eigenvectors of the smallest 
eigenvalues of the Laplacian matrix are taken into account. We compare with the spectral optimization method 
(SOM) and simulated annealing (SA) algorithm of modularity matrix in directed networks on synthetic and 
empirical networks. The experimental results indicate that, the values of the normalized mutual information (NMI) 
obtained by our algorithm are approximated 1 when the community structures are clearly. The proposed algorithm 
outperforms the SOM and SA algorithms when the community structures are not clearly. In addition, the numerical 
results for empirical data set show that the modularity values Q  could be enhanced by 17.28% and 19.21% 
respectively. This work may be helpful to analyze the relationship between the properties of Laplacian matrix and 
community structures in directed networks. 
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1  研究背景介绍 
现实世界中许多复杂系统都可以用网络[1]来刻

画与描述，如社会网络[2]、信息和技术网络[3]及生物

网络[4]等。这些网络大都为有向网络，并且通常呈

现出明显的社团结构。探索有向网络的社团结构[5-9]

对于理解网络的结构[10-11]和其所代表系统的动力学

机制有着重要的意义。近年来，很多研究学者提出

了不同的算法[12-15]探索有向网络的社团结构。其中

一个重要并且广泛应用的算法为谱聚类算法[16-19]。

该方法利用一个能表示数据集特征矩阵的谱信息划

分无向网络的社团结构。这些矩阵包括邻接矩阵[20]、

模块度矩阵[15]和拉普拉斯矩阵(包括标准的拉普拉

斯矩阵[21]和规范的拉普拉斯矩阵[22])等。文献[23]比
较了这些不同矩阵在社团结构探测中的效果，发现

利用规范拉普拉斯矩阵的谱聚类算法所划分的社团

结构效果 优，说明利用谱聚类划分社团结构时考

虑节点度的异质分布特性是很重要的。根据在不同

无向网络上拉普拉斯矩阵的基本性质，文献[24]提出

了通用的谱聚类算法，总结了在无向网络上如何利

用拉普拉斯矩阵划分社团结构。而对于有向网络，

文献[25]基于随机游走过程提出了强连通有向网络
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的拉普拉斯矩阵，推导了其在有向网络中的性质及

其在网络分割中的作用。这些工作为利用拉普拉斯

矩阵对有向网络社团划分提供了理论基础。基于文

献[25]的理论，文献[26]提出了有向网络拉普拉斯矩

阵的扩展形式，用分层有向网络谱分割算法对网络

社团结构进行划分。该方法仅仅基于拉普拉斯矩阵

次小特征值所对应的特征向量进行社团结构划分。

然而，拉普拉斯矩阵的其他特征向量也包含了社团

结构的信息。图1给出了一个包含128个节点， 6c =
个社团结构(分别记为 1 2 6, , ,C C C ，c 为网络中实际

存在的社团结构的个数)的人工网络[27]上拉普拉斯

矩阵前 6 个较小的特征值所对应的特征向量

ix ( 1,2, ,6i = )。从图1b可以发现节点编号从84～
110的特征分量明显跟其他特征分量的值差距较大，

即网络中的社团结构 5C 可以由第2个特征向量的特

征分量体现。同理，从图中可知拉普拉斯矩阵前 c 个

较小特征值所对应的特征向量都包含了社团结构信

息，这些特征向量对应节点上的分量反映了网络中

真实社团结构(图中虚线分割部分)。 
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图1  人工网络上拉普拉斯矩阵 L的前6个较小特征值所对

应的特征向量 ( 1,2, ,6)i i =x 。其中， ( 1,2, ,6)iC i = 表示社

团结构的标号 

基于上述思想，本文利用多个拉普拉斯矩阵的

特征向量(multiple eigenvectors of Laplacian, MEL)识
别有向网络的社团结构。首先，给出了有向网络拉

普拉斯矩阵的形式。然后，针对不同情况下的有向

网络修正了转移概率矩阵使其具有唯一的稳态分

布，详细描述了MEL算法的步骤。 后，通过实验

将 该 算 法 与 模 块 度 的 谱 优 化 算 法 [15](spectral 
optimization method, SOM) 和模拟退火算法 [28] 

(simulated annealing, SA)做了对比分析。实验结果表

明本文的算法能更加准确地探索有向网络的社团

结构。 

2  理论基础与方法 
2.1  有向网络的拉普拉斯矩阵 

假 设 网 络 ( ; )G V E= 是 由 V n= 个 节 点 和

E m= 条 边 所 组 成 的 一 个 有 向 网 络 ，

1 2{ , , , }nV v v v= ， 1 2{ , , , }mE e e e= 。矩阵 A是网络

G 的邻接矩阵， in
id 和 out

id 分别表示节点 i 的入度与

出度。出度矩阵 outD 是对角线对应每个节点出度的

对角矩阵。由随机游走理论[29]可知，网络G 的转移

概率矩阵 P 为： 
out 1( )−=P D A              (1) 

如果有向网络 G 是强连通网络(即网络中任意

两个节点都能相互到达)，那么根据Perron-Frobenius
定理[30]可知转移概率矩阵 P 至少有一个左特征向

量，它所对应的特征值为1。如果转移概率矩阵 P 有

唯一一个特征值为1，那么网络G 是非周期的。为了

探索网络G 的社团结构，分情况讨论。 

首先，假定网络G 是强连通并且是非周期的，

则对应的转移概率矩阵 P 有唯一的左特征向量π 满

足： =Pπ π ，其中特征向量π 为随机游走的稳态分

布。定义对角矩阵Π 对角线元素的值为π 的每个分

量，即 1 2diag( , , , )nπ π π=Π 。那么，有向网络的拉

普拉斯矩阵 L有如下形式： 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 21 ( )

2
T− −= − +L I Π PΠ Π P Π      (2) 

式中，矩阵 I 为单位矩阵。 
其次，如果网络G 为强连通但不是非周期的，

转移概率矩阵 P 没有唯一的稳态分布。引入另外一

个矩阵 lazyP [26]来解决这个问题。给定一个强连通不 

是非周期的网络转移概率矩阵 P ， lazy 2
+

=
I PP 。对 

于矩阵 lazyP 所对应的网络每个节点都带有自环并且

又是强连通的，因此该网络是非周期的[26]。当有向

网络G 不是非周期时用 lazyP 代替 P ，此时网络具有

唯一的稳态分布。 
后，如果网络 G 不是强连通的, 本文引入

PageRank转移概率矩阵 PRP ： 

T out

PR
out

1      if   >0

1                             if  =0

i

i

d
n

d
n

αα⎧ −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪
⎪⎩

P ee
P     (3) 

式中，向量 e为 n 维的单位向量；1 α− 是网络中的

节点随机转移到任意节点的概率，本文设 0.99α = 。

当网络不是强连通网络时，用 PRP 代替 P ，再计算

该网络的拉普拉斯矩阵。 
通过上面的转化，可以得到不同情况下有向网

络G 的拉普拉斯矩阵形式，从而利用拉普拉斯矩阵

前 c 个特征值对应的特征向量进行社团划分。 
2.2  MEL算法描述 

利用拉普拉斯矩阵的多个特征向量所包含的社

团结构信息，本文提出了基于拉普拉斯矩阵多重特

征向量划分社团结构的算法，算法具体步骤描述如下。 
1) 计算转移概率矩阵： out 1( )−=P D A。 
2) 根据矩阵 P 特征值1的个数判断网络G 的类

型, 下面分3种情况讨论： 
① 如果网络G 是强连通并且是非周期的，令

out 1( )−′ = =P P D A； 
②  如果网络 G 是强连通但不是非周期的，

lazy 2
+′ = =
I PP P ； 

③ 如果网络G 不是强连通，有： 
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T out

PR
out

1      if   >0  

1                              if  =0 

i

i

d
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n
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⎪
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3) 计算转移概率的稳态分布π ：π π′ =P 。 
4) 计算网络G 的拉普拉斯矩阵： 

1/ 2 1/ 2 1/ 2 T 1/ 21 ( )
2

− −′ ′= − +L I Π PΠ Π P Π  

5) 计算拉普拉斯矩阵的特征值 λ 及其对应的

特征向量矩阵 X ： λ=LX X。 
6) 对特征值从小到大进行排序取前 c 个特征值

所对应的特征向量 1 2( , , , )c′ =X x x x ，这里 c 为网

络中社团结构的个数。对矩阵 ′X 用k-means算法聚

类得到每个节点的社团结构标号矩阵M 。 
2.3  评价指标 

本文采用归一化互信息[31-32](normalized mutual 
information, NMI)来评价算法对网络社团结构划分

的准确性。NMI计算公式如下： 

(1) (2)
1 1

1 2 (1) (2)
(1) (2)

1 1

log
NMI( , )

log log

c c

c c

N N
st

st
s ts t

N N
s t

s t
s t

n nn
n n

M M
n nn n
n n

= =

= =

=
∑∑

∑ ∑
   (4) 

式中， 1M 是网络的真实的社团结构； 2M 是用算法

得到的社团结构； cN 是社团结构的数量；n是网络

的节点数； stn 表示真实社团 s 中的节点划分在算法

得到的社团 t 中的数量； (1)
sn 表示在真实社团结构s

中节点的数量； (2)
tn 表示在算法得到的社团t中节点

的数量。对于该评价标准，如果算法划分所得到的

社团结构与网络中真实存在的社团结构完全一致的

话，则NMI取 大值1；而当划分结果 差，即划分

出来的社团结构与网络中真实存在的社团结构完全

不一样，也就说二者没有重叠，这时NMI取 小值0。 
使用NMI指标评价社团结构算法性能时必须知

道网络的真实社团结构信息，对于网络社团结构信

息未知的这种情况，采用模块度指标Q来衡量算法

的优劣。模块度[33]是用于刻画社团特性强弱的参数，

是应用广泛的评判社团结构强弱的指标。文献[15]
将其扩展到了有向网络，其公式如下： 

in out

,
1

i j

i j
ij C C

ij

d d
Q A

m m
δ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑          (5) 

式中， iC 是节点 i 所属的社团，当 i jC C= 时 , 1
i jc cδ = ，

否则为0；Q值在0和1之间，Q值越大说明该算法对

于划分社团结构越有效。一般以 0.3Q = 作为网络具

有明显社团结构的下界。 

3  数值仿真与结果分析 
为了测试MEL算法的性能，分别利用人工网络

和真实网络进行社团划分实验。在实验中，与常见

典型社团划分算法进行了比较，参与对比的算法如下。 
1) 模块度矩阵谱聚类[15]：以模块度矩阵 大特

征值对应的特征向量来逐次将网络节点进行二分，

记为SOM(spectral optimization method)； 
2) 基于模块度的模拟退火算法[28]：首先随机生

成一个初始解；在每次迭代中，在当前解的基础上

产生一个新的候选解，由模块度函数判断其优劣，

并采用模拟退火策略中的Metropolis准则决定是否

接受该候选解，记为SA(simulated annealing)。 
3.1  人工基准网络 

人工网络按照已知的社团结构产生，可以测试

不同算法划分社团结构的有效性。 
采用两种广泛使用的人工生成网络来测试算法

的 性 能 ， 分 别 为 GN(Girvan-Newman)[5] 和 LF 
(Lancichinetti-Fortunato) [27]基准网络。 

1) GN基准网络 
本文测试了两种类型的GN网络，包含128个节

点。第一种为社团结构数量为4，每个社团含有32
个节点，即社团规模是均匀分布的，记为 1GN ；另

外一种为社团结构规模不均匀的情况，记为 2GN 。

本文产生的GN网络为有向网络，每个节点的平均入

度 ind〈 〉 为10。另外还引入了一个能刻画网络社团结

构的参数 μ ，它是一个混合比例，是网络中的节点

连接社团外部的度与该节点总的度数的比例。随着

μ 的增加，网络的社团结构越不明显。 
2) LF基准网络 
为了进一步评估本文算法的精度，采用了另一

种人工基准网络。该网络与GN网络的不同在于网络

中的节点的度分布和社团规模分布均服从幂律分

布，这一点与真实世界网络更为相似。本文选取的

LF网络的参数如下：网络的节点数为1 000，节点的

平均入度为20， 大入度值为50。 
本文测试了两种不同社团大小规模分布的网

络。一个是社团结构大小在10～50之间，记为 1LF ；

一个是20～100之间，记为 2LF 。 
对于这两种网络的测试结果如图2所示。从中可

以看出，本文的算法在探索有向网络的社团结构时

的性能。图2a为GN网络中社团结构规模均匀的情
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况，当 0.4μ ≤ 时即网络社团结构比较明显，本文的

算法跟SA算法所得到的NMI的值都能达到1，能准

确地划分网络的社团结构。随着 μ 的增加，当

0.4 0.5μ< ≤ 时，本文算法所取得NMI值有所下降，

但比SA算法取得的效果要好。图2b显示了GN网络

社团结构规模分布不均匀的实验结果，结果跟图2a
类似，可以发现当网络中社团结构明显时即

0.4μ ≤ ，本文的算法能准确划分社团结构。并且当

0.4μ > 时，即网络社团结构越来越不明显时，MEL
算法划分社团结构的效果要优于SA和SOM算法。当

0.5μ = 时，MEL算法所得NMI值比SA算法提高了

9.50%。 

1.0 

 

N
M

I 

0.0 
μ 

a. GN1网络上的实验结果 

0.6 

0.9 

0.8 

0.7 

0.5 

0.4 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

 

1.00 

 

N
M

I 

0.0 
μ 

b. GN2网络上的实验结果 

0.80 

0.95 

0.90 

0.85 

0.75 

0.70 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

 

1.0 

 

N
M

I 

0.0 
μ 

c. LF1网络上的实验结果 

0.6 

0.9 

0.8 

0.7 

0.5 

0.4 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
0.3 

0.6 0.7 0.8

 

1.0

 

N
M

I 

0.0
μ 

MEL  SOM  SA 
d. LF2网络上的实验结果 

0.6

0.9
0.8
0.7

0.5
0.4

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.3

0.6 0.7 0.8

0.2
0.1

 
图2  人工基准网络上MEL，SOM和SA算法的实验结果 

图2c～图2d给出了每种算法的NMI值在LF网络

上随混合参数 μ 的变化趋势。可以看出，当 0.7μ ≤

时，本文算法所得到的NMI的值接近于1，并且略优

于SA算法，能较为准确地划分网络的社团结构。当

0.7 0.8μ< ≤ 时，即网络的社团结构并不明显，SA
算法明显下降，本文的算法也有所下降但NMI值仍

大于其他两种算法。实验结果表明本文算法在有向

网络探索社团结构上的有效性。 
3.2  实证数据 

本文使用的数据为美国伊利诺斯州的一个中学

朋友关系的社会网络[34]。该网络为有向的朋友关系，

节点代表一个人，边代表他们之间的选择朋友关系。 
该网络有70个节点和366条边。用MEL、SOM和SA
这3种算法对该网络进行社团结构划分，然后计算得

到了每种算法的模块度值如表1所示。 

表1  不同算法社团划分的Q 值比较 

算法 中学朋友关系网络 

MEL 0.508 3 
SOM 0.433 4 
SA 0.426 4 

 
从表1可以得知MEL算法比其他两种算法Q 值

分别提高了17.28%和19.21%，说明本文算法对实际

社交网络的社团结构划分也有一定的有效性。 
然而，由于真实网络的社团结构的数量是未知

的，因此，本文首先要解决的一个问题是将真实网

络的社团结构个数找出来。本文根据邻接矩阵的谱

性质[21]，即具有社团结构的网络，它的邻接矩阵的c
个特征值与其他特征值相差较远，因此可以得到网

络的社团结构的个数。通过该方法计算得到了本文

实证网络的社团结构个数为10。 
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4  结 束 语 
本文考虑多个拉普拉斯矩阵的特征向量，提出

了一种谱聚类算法来探索社团结构。首先计算有向

网络的拉普拉斯矩阵，并得到其特征向量。然后，

取前c个作为聚类目标得到网络的社团结构。人工网

络的实验结果表明该算法能有效划分网络的社团结

构。当社团结构明显时，本文算法能准确地划分网

络的社团结构；当网络社团结构不明显时，与模块

度的谱优化和模拟退火算法相比，本文算法取得的

效果更好。在实证网络上，模块度 Q 分别提高了

17.28%和19.21%。本文算法考虑了多个特征向量所

包含的社团结构信息，并没有迭代过程，因此算法

较为简单和高效。 
本文利用拉普拉斯矩阵的多个特征向量对有向

网络的社团结构进行了划分，该工作可以进一步扩

展，比如对于非强连通网络拉普拉斯矩阵的形式可

以用其他方法[35-36]修正转移概率矩阵的形式，算法

后一步也可以用其他聚类算法来代替k-means算
法等。本文的工作有助于研究者认识有向网络的拉

普拉斯矩阵特征向量与网络结构的关系。 
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