
  第 46 卷  第 1 期                          电 子 科 技 大 学 学 报                             Vol.46  No.1   
    2017年1月              Journal of University of Electronic Science and Technology of China               Jan. 2017 

 

一种降低OFDM误码率及立方度量值的凸优化算法 
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【摘要】相比于功率峰均比(PAPR)，立方度量能够更加准确地预测功放的功率回退量，因此被认为是更有效的衡量正交

频分复用(OFDM)信号包络变化的度量。为了提高功放效率，常用优化方法是直接最小化信号的立方度量值。然而，这样会引

入严重的带内失真，造成系统误码率性能的恶化。该文提出了一种在立方度量值约束下最小化系统带内失真的凸优化模型，

并设计了内点法定制方案求解此优化问题。仿真结果显示该算法相比现有优化算法能够显著提高系统误码率及立方度量性能。 
关  键  词  误码率;  凸优化算法;  立方度量;  OFDM系统;  功率峰均比 
中图分类号  TN92       文献标志码  A      doi:10.3969/j.issn.1001-0548.2017.01.004 

 
A Convex Optimization Algorithm for Reducing the 

Ber and Cubic Metric in OFDM Systems 
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Abstract  Since cubic metric (CM) can more accurately predict the power de-rating of power amplifier (PA), 

it is recognized as a better metric to characterize the envelope fluctuations of orthogonal frequency division 
multiplexing (OFDM) signals than peak-to-average power ratio (PAPR). To improve the PA efficiency, a common 
scheme is minimizing the CM value of signals. However, this aggravates the in-band distortion, resulting in bit 
error ratio (BER) degradation of systems. This paper formulates the problem as an in-band distortion optimization 
subject to CM constraint, and a customized interior-point algorithm is developed to solve the optimization problem. 
Simulation results show that the proposed algorithm provides better BER and CM-reduction performance than 
existing optimization schemes. 
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OFDM技术由于频谱利用率高、能够有效对抗

频率选择性衰落等优点，已被多种无线通信标准采

用[1]。然而，OFDM调制信号具有很大的包络变化范

围，经过非线性功率放大器后会产生严重的带内失

真和带外辐射，造成误码率(BER)性能恶化和邻道干

扰。为了满足通信标准中严格限定的性能指标，通

常需要对功放进行功率回退，但这样会造成功放效

率低下。 
常用的提高功放效率的方法是降低OFDM信号

的包络起伏以减少功率回退量。PAPR是使用最广泛

的描述OFDM信号包络变化的度量[2]。PAPR通过信

号的峰值功率来预测信号经过功放后的非线性失真

状况。最近，立方度量(CM)引起了广泛关注[3-5]。与

PAPR只关注信号的峰值功率不同，CM衡量的是影

响信号失真的主要因素——三阶非线性失真[6]。因此

CM被认为是比PAPR更准确的信号度量方式，并已

被第三代通信系统标准组织采用作为确定功放功率

回退量的准则[7]。 
到目前为止，多种技术被提出用来降低OFDM

信号的PAPR和CM[1-5,8-13]。这些技术大体可以归纳为

无失真技术和基于失真的技术两大类：无失真技术，

如部分传输序列[9]和选择性映射[10]，通常需要发送

边带信息并在接收端借助边带信息对数据符号进行

恢复；而基于失真的技术，如限幅滤波[5,11]和压缩扩

展变换[12]，则不需要发送边带信息，且具有显著的

包络降低性能。文献 [13]和文献 [8]分别将降低

OFDM信号的PAPR和CM建模成凸优化问题，即在

满足系统最大允许的误差矢量幅度 (error vector 
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magnitude, EVM)约束下最小化信号的PAPR和CM，

并分别根据优化模型设计内点法定制方案求解相应

的优化问题。优化后EVM不超过最大允许 maxEVM ，

可保证接收端信号满足系统的BER性能要求[13-14]。

然而，为获得最优的包络降低性能(或最大功放效

率)，文献[8]及文献[13]中的算法优化后EVM值总是

接近 maxEVM ，从而导致系统BER性能得不到进一步

的改善。另一方面，在实际通信系统中，为满足通

信标准严格限定的性能要求，功率回退量必须严格

按照信号的CM值来执行[6-7]。换言之，若要保证功

率效率不低于某一水平，信号的CM值一定不能超过

某一门限。 
本文提出了一种新的降低OFDM系统BER及

CM值的优化模型，并设计内点法定制方案对此优化

问题求解。该算法通过引入失真限制信号CM值不超

过预先设立的门限来保证功率效率，并优化失真以

进一步改善系统的BER性能。蒙特卡洛仿真证实了

算法的有效性。在实际系统中只须根据系统性能需

求设立适当的CM门限。本算法相比于文献[8]及[13]
在BER及CM性能上均有显著提高。 

1  信号度量 
若OFDM系统子载波数为 N，频域数据符号表

示为 [ ]T
0 1 1, , , NX X X −=X 。则时域OFDM信号可以

表示为[1]： 
2π1 i

0

1 e 0,1, , 1
knN
LN

n k
k

x X n LN
N

−

=

= = −∑    (1) 

式中， L是过采样因子。过采样通过补零逆傅里叶

变换实现[1-3]。式(1)也可用矩阵形式表示为： 
=x FX                 (2) 

式中， [ ]T
0 1 1, , , LNx x x −=x ； LN N×∈F 是逆傅里叶

变换矩阵且其中的元素
i2π /e k

n

n LN

kF N
= 。 

由中心极限定理可知，当系统子载波数 N较大

时，OFDM信号包络服从瑞利分布[1-4]。这说明OFDM
信号具有很大的波动性，易受功放非线性影响。因

此，当OFDM信号经过功放时，须回退其功率以减

小非线性失真。 
PAPR是传统的信号波动性度量方法，经常用来

确定输入信号的功率回退量。对于输入信号 nx ，

PAPR定义为[1-3]： 

      
2

0 1

0

max
PAPR 10log

nn LN
x

P
−

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎣ ⎦= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≤ ≤        (3) 

式中，
2

0 E nP x⎡ ⎤= ⎣ ⎦ 表示信号的平均功率。 

文献[6]提出CM用来预测满足失真要求所需的

功率回退量。对于输入信号 nx ，CM定义为： 

  
{ }6 2 3

ref20log E (E ) RCM
CM

n nx x

H

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= (4) 

式中， { }6 2 320log E (E )n nx x⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 为 nx 的原始立方

度量(raw cubic metric, RCM)； refRCM 为参考信号的

RCM；H 为经验因子， refRCM 和H 均为常数。 

PAPR是通过信号的峰值功率来确定所需的回

退量。CM值由信号的三阶失真功率决定，与信号经

过功放后的非线性失真具有更好的相关性。因此，

CM能够更加准确的预测功率回退量。 

2  优化模型 
通信标准中对带外辐射及带内失真有严格限

定。优化过程中通常用空闲子载波满足频谱遮罩的

要求来限制带外辐射，用数据子载波的EVM来量化

带内失真[8,13-14]。为简化优化模型，本文将带外辐射

假设为零。但值得一提的是，本文提出的优化算法

只需加上空载波频谱遮罩的约束条件便能很容易推

广到需要限制带外失真的情况。 
假设优化后数据符号为 X ，则EVM定义为[14]： 

         

2

0

1

EVM N
P

−
=

X X
            (5) 

式中， ⋅ 表示Euclidean范数。因为优化后信号的

EVM直接影响系统的BER性能[13]，本文将最小化优

化信号EVM值作为目标函数。 
为保证功率效率，算法中设立CM门限以确保优

化后信号的CM值不超过此门限。因为CM定义中

refRCM 和 H 均为常数，只需限制优化后信号的

RCM值，即： 
6 2

320log ( )n nE x E x μ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

≤      (6) 

式中， μ 是RCM门限，须根据系统要求设定。 
本文算法思想为：引入失真限制信号的CM值不

超过设立的门限值，同时最小化信号EVM值以获得

此失真条件下的最优BER性能。优化模型为： 

,
min

NX ε
ε

∈ ∈

                (7) 

subject to:   = x F X                 (8) 
2|| || ε−X X ≤            (9) 
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6 2

3 10E (E ) 10n nx x
μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
≤        (10) 

需要注意的是，式(5)中 N与 0P 为常量与优化无

关，因此式(9)中ε 决定了优化后信号畸变量的大小。

式(7)与式(9)使得EVM最小化。式(10)等效于式(6)。 
然而，RCM约束不等式(10)是非凸的[8]。要实现

式(10)不等式约束，可首先保证RCM公式的分母不

减少，即优化后信号的功率不降低： 
2 2|| || || ||X X≥                (11) 

展开式(11)可得： 

   H 21( ( )) || ||
2 2

ε
ℜ − − − −X X X X X≥ ≥    (12) 

式中， ( )ℜ ⋅ 表示实部； H( )⋅ 表示共轭转置。式(12)
为凸不等式，较式(11)有更大的可行域。最优解在边

界上取得，因此可行域的扩大不影响最优值的求

解[13]。基于式(12)，有： 

 
6 2 6

3 3
0E (E ) En n nx x x P⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
≤     (13) 

因此，可限制
6

E nx⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

为： 

 
6

310
0E 10nx P

μ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

≤             (14) 

式 (12) 和 式 (14) 联 立 可 严 格 限 制 优 化 信 号

optRCM μ≤ 。 

基于以上分析，优化模型可重新描述为： 
          

,
min

NX ε
ε

∈ ∈
              (15) 

     subject to:   = x F X                 (16) 

              2|| || ε−X X ≤            (17) 

         H( ( ))
2
ε

ℜ − −X X X ≥      (18) 

     
1

6 310
0

0

| | 10
LN

n

n

x P NL
μ−

=
∑ ≤      (19) 

3  凸优化算法 
对于式(15)~式(19)所描述的凸优化问题，可以

定制内点法求解。内点法基本步骤可参见文献[15]。 
首先，根据凸优化算法要求将复向量及复矩阵

表示为等效的实向量及实矩阵。例如，复列向量
1N×∈S 扩展成等效的实列向量 2 1N×∈RS 为： 

[ ]T
0 0 1 1( ), ( ), , ( ), ( )N NS S S S− −= ℜ ℑ ℜ ℑS    (20) 

式中， ( )ℑ ⋅ 表示取虚部运算。同样，如果要将复矩

阵 M N×∈O 扩展成实矩阵 2 2M N×∈RO ，则O中元素

ijO 将被扩展为： 

   
( ) ( )
( ) ( )

ij ij

ij ij

O O
O O

ℜ −ℑ⎡ ⎤
⎢ ⎥ℑ ℜ⎣ ⎦

           (21) 

根据式(20)和式(21)， 1N×∈X 、 1N×∈X 、
1N×∈x 和 LN N×∈F 可分别扩展为 2 1N×∈RX 、

2 1N×∈RX 、 2 1N×∈RX 和 2 2LN N×∈RF 。 
3.1  定制内点法 

内点法流程如图1所示，具体计算步骤如下： 

初始化

开始

输入原始信号

计算约束松弛量

计算更新向量 计算更新步长

更新信号

算法收敛？

输出信号

结束

是

否

 

图1  内点法流程图 

1) 初始化 

初始点
0

( )εX ， 必须保证所有约束条件严格可

行。对于式(15)～式(19)所描述的凸优化问题，
0

X 初

始值需要满足式(18)和式(19)的约束条件。可令： 

          
[ ]

0 0 0

0 1, 1
k

NP k
X

k N

⎧ =⎪= ⎨
∈ −⎪⎩

      (22) 

此时信号功率不降低，满足式(18)。且对应的时域信

号
0
x 的RCM值为0 dB ，满足式(19)。 
为满足式(17)中的EVM约束，基于式(22)，令： 

 21.05 || ||ε = −X X            (23) 

式中，1.05是通过仿真得到的经验值。 
2) 计算约束松弛量 
对于约束条件式(17)～式(19)，可得约束松弛量为： 

              2|| ||pδ ε= − −X X            (24) 

            H( ( )) 2q
εδ =ℜ − +X X X         (25) 

            
1 6

310
0

0

10
LN

nt
n

P NL x
μ

δ
−

=

= −∑         (26) 
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在每一次的迭代过程中，必须保证式(24)~式(26)
的数值恒为正数。 

3) 计算更新向量 
牛顿下降法因其收敛速率快而经常被用来求解

凸优化问题[15]。若牛顿下降方向为 ( , )VεV ，则根据

文献[13]有： 
                  = 1Vε −                 (27) 
                 = −GHV               (28) 
式中， 2 1N×∈RV 是复更新向量V 按照式(20)扩展得

到的实向量； 2 1N×∈RG 是梯度向量； 2 2N N×∈RH 是

Hessian矩阵。 
计算梯度向量G 为： 

2

( log log )p qδ δ
ε

∂
= − − − =

∂ ∂
G

X
 

2 2

2 1( )
2p qδ δ

− − +X X X          (29) 

计算Hessian矩阵H 为： 
2

2 ( log log log )p q tδ δ δ∂
= − − − =

∂
H

X
 

p q t+ +H H H              (30) 

式中， 
T

2

2 4 ( )( )p
p pδ δ

= + − −H I X X X X      (31) 

               T
2

1
q

qδ
=H XX              (32) 

          
2

T
2

( log )t
t

δ∂ −
= =

∂
H F WF

X
        (33) 

在式(31)中， 2 2N N×∈I R 是单位矩阵 N N×∈I R 按照式

(21)得到的扩展矩阵(扩展时其虚部为0)。在式(33)
中， 2 2NL NL×∈W R 定义为： 

2

2 log tδ∂
= −

∂X
W             (34) 

W 中元素 2 2
ij

×∈W R ( , [0, 1])i j NL∈ − 表示为： 

    
2

,11 ,12
2

,21 ,22

(log ) 1 ij ijt
ij

i j ij ijt

w w
w w

δ
δ

⎡ ⎤∂
= − = ⎢ ⎥

∂ ∂ ⎣ ⎦X X
W     (35) 

定义 2 2( ( )) ( ( ))n n nx xτ = ℜ + ℑ ， [ ]0, 1n NL∈ − ，

则有： 
2 2 4 2

,11 2 2

6 24 ( ( )) 36 ( ( ))

36 ( ) ( )

i it i t i i
ij

i j i j

x x i j
w

x x i j

δ τ δ τ τ

τ τ

⎧ + ℜ + ℜ =⎪= ⎨
ℜ ℜ ≠⎪⎩

 

(36) 
4

,12 2 2

24 36

36 ( )

i i i it i i
ij

i j i j

x x x x i j
w

x x i j

δ τ τ

τ τ

⎧ ℜ ℑ + ℜ ℑ =⎪= ⎨
ℜ ℑ ≠⎪⎩

( ) ( ) ( ) ( )

( )
 

(37) 

 
4

,21 2 2

24 ( ) ( ) 36 ( ) ( )

36 ( ) ( )

i i i it i i
ij

i j i j

x x x x i j
w

x x i j

δ τ τ

τ τ

⎧ ℜ ℑ + ℜ ℑ =⎪= ⎨
ℑ ℜ ≠⎪⎩

 

 (38) 
2 2 4 2

,22 2 2

6 24 ( ( )) 36 ( ( ))

36 ( ) ( )

i it i t i i
ij

i j i j

x x i j
w

x x i j

δ τ δ τ τ

τ τ

⎧ + ℑ + ℑ =⎪= ⎨
ℑ ℑ ≠⎪⎩

 

 (39) 
最后，根据计算得到的G 和H 由式(28)可以计

算得到更新向量V 。与V 等效的复更新向量V 可根

据式(20)得到。时域更新向量 =v FV 。 
4) 计算更新步长 
为使算法加快收敛速率，更新步长应在保证所

有约束条件严格可行的原则上越大越好。 
若 pα 为满足 0pδ ≥ 的最大步长，则有： 

2

p pVεα ε α+ − +X V X ≤         (40) 

求解式(40)可得： 

           
22

2
p p p

p

b b δ
α

− + +
=

V

V
         (41) 

式中， H(( ) ) 0.5pb = ℜ − +X X V 。 

若 qα 为满足 0qδ ≥ 的最大步长，则有： 

   H( ( ))
2
q

q

Vεε α
α

+
ℜ + − −X X V X ≥     (42) 

求解式(42)可得： 

( ) 0.5
( ) 0.5

q H
H

q

δ
α

−⎧
ℜ <⎪= ℜ −⎨

⎪∞⎩

X V
V

其他

X   (43) 

若 tα 为满足 0tδ ≥ 的最大步长，则有： 

   
1 6

310
0

0

1 10
LN

n t n
n

x v P
NL

μ

α
−

=

+∑ ≤        (44) 

可收紧不等式，有： 

[ ]
6

310
010 0, 1n tn nx v P n LN

μ

α+ ∈ −≤     (45) 

求解可得： 

    
2 22 30

0
2

(10 )n n n n
tn

n

b b v P x

v

μ

α
− + + −

=     (46) 

式中， ( )n n nb x v∗= ℜ ； ( )∗⋅ 表示复数共轭。因此，可

确定： 

{ }1 2 ( 1)min , , ,t t t t LNα α α α −=        (47) 

显然，此更新步长可保证式(44)严格可行。 
基于以上分析，满足所有约束条件的最大可行

步长为： 
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     max min{ , , }p q tα α α α=          (48) 

为确保算法收敛速率和式(24)～式(26)中所有

障碍函数值恒为正数，可选取步长经验值： 
     max0.95α α=               (49) 

5) 更新变量 
根据以下两式更新变量： 

: α= +X X V               (50) 
: Vεε ε α ε α= + = −             (51) 

6) 判别算法是否收敛：若算法收敛，算法终止；

否则，返回步骤2)，开始新的迭代。判别依据可以

通过设立收敛半径或设立最大迭代次数实现[15]。 
3.2  算法复杂性 

计算复杂度通常通过分析算法所需的浮点运算

(加、减、乘、除)次数来评估[8,13,15]。优化算法复杂

度由迭代次数及每次迭代中的运算量决定。本算法

每次迭代中需要计算牛顿下降方向V 与更新步长

α 。根据式(29)，计算梯度向量G 需要8N次实运算， 
可表示其复杂度为 ( )O N 。计算矩阵 pH 、 qH 和 tH
复杂度分别为 2( )O N 、 2( )O N 和 2 3( )O N N+ 。因此

计算Hessian矩阵H 复杂度为 2 3( )O N N+ 。最后根据

式(28)使用Cholesky分解可求得牛顿下降方向V ，此

计算复杂度为 3( )O N [15]。步长计算中 pα ， qα 和 tα 复

杂度均为 ( )O N 。本定制内点法收敛性良好，可在10
次迭代内获得全局最优解。 

4  仿真及结果分析 
本文使用蒙特卡洛仿真评估算法性能。 OFDM

系统子载波数设为 64N = ，调制方式采用正交相移

键控(quadrature phase shift keying, QPSK)，过采样因

子 4L = 。在仿真中，非线性功率放大器的输入输出

关系表示为三阶多项式模型[16]： 
     20.1769n n n ny x x x∗= −           (52) 

式中， nx 和 ny 分别为功放的输入及输出信号。此模

型是通过拟合真实的固态功率放大器的幅度转换特

性得到的。 
4.1  算法性能分析 

图2是本文算法在选取不同 μ 值时优化后RCM
的互补累积分布函数 (complementary cumulative 
distribution function, CCDF)曲线。如图所示，当门限

值 μ 分别设为4、5、6 dB时，优化后信号的RCM值

均被限制在相应的门限值以内，证明了算法降低

OFDM信号RCM值的有效性。 
表1比较了本文算法和文献[5]中下降限幅滤波

算法优化后信号在得到相同RCM值时的 optEVM 情

况。本文算法设定RCM门限 6 dBμ = ，优化后信号

的 optRCM 值为6 dB；下降限幅滤波算法中通过调整

限幅率参数使得优化后信号的 optRCM 值同样为

6 dB。从随机选取的6帧信号的优化结果可以看出，

本文算法优化后信号的 optRCM 值远低于下降限幅

滤波算法，证明了算法优化EVM的有效性。 
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图2  算法RCM降低性能 

表1  本文算法及文献[5]算法优化后信号EVM比较 

本文算法 文献[5]算法 
信号

optRCM / dB optEVM /% optRCM / dB optEVM /%

1 6 1.3 6 9.7 
2 6 2.1 6 6.8 
3 6 1.6 6 17. 0 
4 6 4.2 6 13.0 
5 6 0.9 6 5.6 
6 6 2.9 6 14.4 

 
4.2  本文算法与PAPR及CM优化算法的性能比较 

图3是本文算法、文献[13]中的PAPR优化算法及

文献[8]中的CM优化算法的RCM降低性能比较。CM
和PARA算法中设定 maxEVM 为5%，本文算法中设定

RCM门限 6 dBμ = 。如图3所示，在CCDF为 310− 处，

本文算法较CM算法RCM降低了约4.86 dB，较PAPR
算法降低了约5.08 dB。 

图4是加性高斯白噪声(additive white Gaussian 
noise, AWGN)信道下不同算法的BER性能比较。公

平起见，仿真中所有算法优化后信号的平均功率均

归一化为1。如前文所述，PAPR优化算法及CM优化

算法化后信号EVM值总是接近系统允许的 maxEVM ，

因此二者有着近似的BER性能。相反，本算法在CM
门限约束下最小化引入的失真，可严格限制信号CM
值的同时，进一步改善BER性能。如图4所示，相比

于CM和PARA算法，本算法在BER为 310− 时性能增

益为1.8 dB。 
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图4  BER性能比较 

5  结 束 语 
本文提出了一种新的降低OFDM系统BER及

CM值的凸优化模型，在满足信号CM不超过预设门

限值的约束下最小化系统带内失真。针对此优化问

题设计了内点法定制方案，详细讨论了算法中初始

点选择、更新向量、更新步长等计算细节。基于本

算法，只须根据实际系统的性能需求设置立方度量

门限值，即可在保证功率效率的同时进一步改善系

统BER性能。 
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