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M-QAM调制下极化码的构造研究 
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【摘要】研究了当采用最常用的M-QAM调制时极化码构造的问题。在M-QAM调制时无法确定极化码的码元噪声功率，

从而导致无法有效地进行信道极化。针对该问题，对M-QAM调制符号中的每个比特进行了研究，得到所有调制符号对应的比

特的变化规律，通过这一规律，可以将高阶调制信道分解为多个平行的并具有固定噪声功率的二进制输入子信道，使得极化

码在M-QAM调制下的构造问题变为了常规的二进制输入信道下的构造问题，并以此实现了M-QAM调制时极化码的构造。针

对常用的格雷映射下的M-PAM/M-QAM调制进行了设计并仿真，仿真结果显示该构造方法能明显地提升性能。 
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Abstract  In this paper, the construction of polar codes with multiple quadrature amplitude modulation 

(M-QAM) modulation is studied. To solve the problem of the various noise power of the coded bits caused by 
M-QAM modulation, we propose a method to divide the channel of M-QAM modulation into a several of parallel 
binary-input channels with constant noise power so that the traditional construction method for binary-input 
channel is available for the M-QAM modulation case. We also give the design in detail for M-PAM/M-QAM 
modulation. Our numerical results show that the proposed scheme has good performance. 
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极化码(polar codes)[1]是一种已经理论证明可以

达到二进制输入离散无记忆信道 (binary input 
discrete memoryless channel, B-DMC)容量的码，而且

该码的编译码复杂度与码长呈线性增长。近年来，

与极化码相关的研究成果不断地涌现，这些研究的

内容涉及极化码的容量限[2-4]、极化码的构造[5]以及

极化码的译码[6-7]等方面。 
一般情况下，在二进制删除信道(binary erasure 

channel, BEC)中的极化码构造较为简单，其他信道

下的构造都需要较高的复杂度。文献[1]提出了一种

基于蒙特卡洛仿真的极化码构造方法；文献[5]提出

了一种基于密度进化[8]的构造方法，相比于蒙特卡

洛的方法，该方法在性能和复杂度方面都存在更多

优势。然而，这两种极化码构造方法还只适用于二

进制输入离散无记忆信道，无法使用到高阶调制中。

这是由于一个高阶调制符号包含了多个比特，而每

个比特都有各自的出错概率，同时每个比特的出错

概率会随着调制符号的变化而改变[9]，当一个极化

码的码字经过调制后，该码字中的码元就对应为调

制符号中的比特，相当于极化码的码元在经过高阶

调制后，每个码元所对应的出错概率不同。按文献

[1]所述，极化码的构造是在已知所有码元出错概率

的情况下进行的，而在高阶调制下每个码元的出错

概率会随着码字的变化而改变，同时码字的产生又

需要极化码构造后才能生成，这就发生了问题。 
为了解决该问题，本文提出一种利用信息比特

与调制符号之间的内在关系，将承载极化码的符号

分解成多个独立的平行的二进制输入子信道，每个

子信道都具有固定噪声方差，从而将高阶调制下极

化码的构造问题简化为常规的二进制输入信道下极

化码的构造问题，回避了高阶调制符号直接进行极

化码构造时所需要面对的高复杂度的运算过程。文

献[10]的基于多层编码的调制方法和本文的方法有

些相似，不同的是该文献中调制的映射方式为自然
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映射，本文的方式为格雷映射，而且在实现过程中，

无论多少阶的高阶调制，所需要的编码器数目只有

两个，并且密度进化过程只需要一次，而文献[10]
中的方法对应编码器的个数和所需密度进化的次数

均与调制的阶数相关。同时本文方法与文献[11-12]
的平行信道的概念存在本质区别，文献[11]将极化码

在平行信道间进行编码，使得发射机能够在未知信

道状态信息的条件下达到平行信道的容量，而文献

[12]则研究了在发射端已知不同信道的状态信息情

况条件下，如何实现平行信道的传输。本文方法虽

然可以等效成多个平行信道，但平行信道等效过程

却是依据码元信息来实现的，所以利用传统的平行

信道理论无法解决。 
由于高阶调制方式多样，其内在的信息比特与

调制符号的关系也相应地存在差别，本文针对最常

见的格雷码映射多进制正交幅度调制(M-QAM)开
展研究，由于通常QAM调制可以分解成两个正交的

脉冲幅度调制(pulse amplitude modulation, PAM)[13]，

下面主要以PAM作为研究对象，PAM调制结果可以

自然延伸到QAM调制。 

1  极化码的基本原理 
极化码是一种以较低编译码复杂度实现各类对

称二进制输入离散无记忆信道的无误差传输的最优

码[1]。极化码的重要概念是信道极化，其过程可以

分为信道合并和信道分裂两阶段。 
信道的合并过程是从一个基本合并单元开始，

然后以类似快速傅里叶变换的递归方式进行扩展，

最终将原先独立的N(N=2n，n为正整数)个信道W合

并成信道WN。基本合并单元如图1所示，递归过程

如图2所示，其中RN表示映射关系，即将输入的奇数

位置数据按顺序进入前一个合并信道WN/2，而偶数

位置的数据按顺序进入后一个合并信道WN/2。从编

码角度上看，信道合并过程可看作是对输入数据经过

生成矩阵GN后通过对称二进制输入离散无记忆信道。 
信道的分裂过程本质上是连续抵消 (successive 

cancellation, SC)译码过程。它是将合并后的信道WN
分裂成N个二进制输入的虚拟信道，即极化后的信道。 

信道经过信道合并和信道分裂两种方式完成极

化后，理论上可证明，当码长N趋于无穷或者极大时，

虚拟信道的容量会趋于 (1−δ,1)或者 [0,δ]，其中

δ (0,1)∈ 是一个较小的数，并随着码长趋于无穷而趋

于0，即极化后的虚拟信道在随着码长趋于无限时，

N个虚拟信道中有一部分会变成容量趋于0的纯噪声

信道，另一部分变成容量趋于1的无噪声信道。因此

只要将需要传输的数据加载于无噪声信道，而纯噪

声信道传输已知信号，就可以实现无误差传输。而

且理论上还证明，此时信道的传输容量刚好等于香

农编码定理给出的信道容量。 
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图1  信道的基本合并单元图 
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图2  信道的递归合并图 

2  M-QAM调制下极化码的构造 
2.1  M-PAM调制的比特等效幅度 

由于极化码的构造是基于每个码元的出错概率

进行的，因此，本文重点研究在采用高阶调制后，

码元(比特)的出错概率情况。 
高阶格雷码映射可以通过低阶格雷码镜像映射

的方式实现[14]，如图3所示，M=2k阶格雷码通过M/2
格雷码镜像反射获取另一半，然后再在上下两段的

左端分别增加0和1组成M阶格雷码。其符号和二进

制表达式 1 1{ }k
k kb b b−=b 的关系可表示为[15]： 

1
1 1

( ) 2 mod 2
k i

k k i
k j

i j
S b−

− +
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑b
      

(1) 

格雷码调制后的未归一化的幅度可以表示为： 
 ( ) 1 2 ( )k kA M S= − +b b           (2) 

一般情况下，在信道信噪比较高时，高阶PAM
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调制中的某个比特与该比特距离最近并且取值相反

的星座点之间的距离(即最小欧氏距离)决定了该比

特的出错概率[16]。其中，Dm,i为第i比特对应的最小

符号距离，将2Dm,i−1看作为幅度，称为第i比特等效

幅度，用Ae,i表示。下面分析PAM调制下比特等效幅度。 
对于PAM调制的第i比特bi等效幅度通常情况下

会随着 1
1 2 1{ }i

i ib b b−
− −=b 的取值不同而不同，如图3

中的8-PAM，当b1=0时，如 (000) 0S = ， (011) 2S = ，

Dm=2，b2的等效幅度Ae,2=3，而当b1=1时，如S(001)=0，
S(011)=2，Dm=1，则Ae,2=1。同时看到，给定b1时，

b2的等效幅度是固定不变的。更一般地，本文有如

下命题。 
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图3  格雷码映射构造法 

命题 1  第 i个比特的等效幅度只与前( 1i − )
个比特的取值有关，而与之后的( k i− )个比特的取

值无关，其等效幅度 1
, 2 2 ( ) 1i i
e iA S −= − −b ，且共有

12i− 种不同的等效幅度。 
证明：根据文献[16]的结论：对于星座图中比特

ib =0的符号 ( )kS b ，与之最近的且 ic =1的符号 ( )kS c
的二进制表达式 1 1{ }k

k kc c c−=c 与 kb 的关系式可

表示成： 

1 1
0 0 1

j

i
j

b i j k

b j ic
j i
j i

<⎧
⎪

=⎪= ⎨
= −⎪

⎪ < < −⎩

          

          
           
         

≤

          (3) 

式中， ib 满足 1i ib b⊕ = 。那么两个符号的最小符号

距离可以表示为： 

, ( ) ( )k k
m iD S S= −b c            (4) 

另外，从式(4)可以看出，由于 kb 和 kc 中后k−i个比

特相同，根据反射构造法可知： 

, ( ) ( )i i
m iD S S= −b c            (5) 

由 于 存 在 一 个 ic 满 足 { 10 0}i
ic= =c  

{ 10 0}ib ，进一步地，因为 ic 与 ic 相邻且与 ib 相距

更近，因此式(5)可以改写为： 

, ( ) ( ) 1i i
m iD S S= − +b c           (6) 

最后去掉相同的 ib ，得到： 
1 1

, ( ) ( ) 1i i
m iD S S− −= − +b c          (7) 

由于 1 1 {10 0}i i− −= =c c ，因此 1i−c 是一个固定

序列，且依据式(1)可得 1 1( ) 2 1i iS − −= −c ，带入式(7)，
最终可得： 

1
, 2 2 ( ) 1i i
e iA S −= − −b           (8) 

因为 1( )iS −b 依据不同的 1i−b 有不同的取值，因而 ,e iA

存在 12i− 个不同的取值。得证。 
由命题1可见，如果给定 1( )iS −b ，则 ib 就有一个

固定的等效幅度。因此，可以采用分层编码[17]方式，

依次按照i取值从小到大进行编译码。但是，如果直

接进行信道划分，则每个等效幅度都需要一对极化

码编译码器，因而随着i的增大，所需的编译码器数

呈指数增长。为了简少编译码器数，本文首先依据

命题1得出如下两个推论。 
推论 1  当且仅当 1 1i i− −=b c 时， ,e iA 取最小值，

且 , 1e iA = 。 

证明：将 1 1 12 1i i i− − −= = −b c 带入式 (8)，可得

, 1e iA = ，又从式(8)可看出， , 1m iD ≥ ，因而 ,e iA 最小

等于1。另一方面，如果 , 1e iA = ，则 , 1m iD = ，由式

(8)可知， 1 1( ) ( ) 0i iS S− −− =b c ，因此 1 1i i− −=b c 。得证。 

推论  2  在所有可能的 kb 中，有且仅有

{00 0}k =b 和 {10 0}k =b 对应的符号除了 1b 的等

效幅度为1，其他比特的等效幅度都至少为3，而符

号中除了比特 1b 等效幅度为1之外还存在一个比特

的等效幅度为1，其余比特的等效幅度都至少为3。 
证明：很显然，对于任意 kb ，总是存在 ,1 1eA = 。

当 {00 0}k =b 和{10 0}时，对于任何 1k i >≥ ，
1 1i i− −≠b c ，根据推论1，可得 , 1e iA > ，而当 1i−b 和 1i−c

相邻时， ,e iA 取次最小3。而对于其他任何 kb ，总是

可以找到一个且仅有一个 1i−b (即第一个出现1的
1k−b )， 1i > ，满足 1 1i i− −=b c ，此时， ,1 1eA = ，其余

情况， ,1 3eA ≥ 。得证。 

此外，对于通常的AWGN信道，等效幅度为1
和等效幅度为3的等效信噪比为(d)2/N0和(3d)2/N0，其

中d为功率归一化因子，N0为AWGN信道的功率谱密

度。不难看出，它们信噪比相差约9.54 dB，如此大

的信噪比差异下，编码方案的重点将在最小等效幅

度的比特上，而对于有更大等效幅度的比特，则不
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采用编码，这样能有效减少编译码器的数量。具体

地，依据推论2，如果把 {00 0}k =b 和 {10 0}k =b
中的第 k个比特 kb 的等效幅度也看成1，则这两个序

列也满足了有且仅有两个等效幅度为1的比特。这

样，每 k个比特送入调制器时，只有两个比特是经

过编码的码元，其余 2k − 个比特都是直接来自于未

编码比特，而编码比特的位置可以根据推论1得到，

即 1b 和比特序列中第一次出现“1”的后一位比特。

(对于 {00 0}k =b 和 {10 0}k =b 情况，则选第 k个
比特 kb )。 
2.2  M-PAM调制下的编码过程 

利用以上规律，将调制前每k个比特等效成k个
平行信道，每个平行信道传输N个比特(或码元)，该

k个平行信道中有两个比特来自于极化编码器，它们

的码率R都是依据最小等效幅度进行密度进化后得

到的，其余k−2个比特则直接来自于信源，因此，传

输效率为(k−2)+2R。在编码和调制器之间放置一个

位置变换器，使得k个平行信道的k个比特始终满足

最差等效幅度的两个比特来自于极化编码器。图4
为本文方法的调制过程示意图，由图4可见，第一个

比特全部来自极化编码器1(该编码器生成码字记作

C1)，接下来通过位置变换器来实现位置交换，当编

码器1和数据1到数据k−2输出的比特按照图4从上至

下第一次出现“1”时，下一个比特插入来自极化编

码器2的比特(如果到第k−1个比特还没有出现“1”，
则第k个比特来自极化编码器2，该编码器生成的码

字记作C2)，经过调整位置的k个比特送入格雷映射

的M-PAM调制器进行正常地调制，然后送入信道。

接收端过程则相反，不再给出图示。首先对接收到

的信号进行M-PAM软解调，解出所有的k个信道的N
个比特的似然值[16]；然后将N个来自于第一个信道

的似然值送入第一个译码器(针对C1)，将译码结果利

用反编码恢复出对应码元，但译码可能存在差错，

因此恢复出的码元也可能不正确，这将会产生最终

的接收出错，不过这种错误可以通过合理的设计来

降低发生几率。位置变换器的工作过程跟发射端一

致，将第一次出现“1”之前的所有比特，包括当前

比特，全部输出硬判决值，并将下一个比特软判决

值送入第二个译码器(同样，如果前k−1个比特为全

零，则将第k个比特的软判决值送入第二译码器)，
这样第二个译码器总共会获得N个软判决值，利用该

软判决值，进行译码，最后，再将还剩下的软判决

值硬判，最终恢复出所有的信息比特。 

极化编码器 1

数据 1 
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极化编码器 2

… … 
原
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位置 
变换器 

 
图4  调制过程示意图 

3  结果分析 
在仿真中，本文采用常用的格雷码映射64-QAM

调制(相当于两个8-PAM调制)，其归一化参数d=1，
所以最小等效幅度为1，对应的信噪比为1/N0。对于

本文方案选择码长分别为N=64和N=256的两种极化

码，对于每种码长下，本文方案中的两个极化码C1

和C2的码率分别选择为0.45、0.55 (这里考虑到C2的

译码是建立在C1译码的基础上，因此牺牲了一些码

率来提高C1译码性能，以此保证C2有较好的译码性

能，但这两个码字所需的密度进化过程相同)，即平

均吞吐量均为4 bit/符号，然后利用这些参数参照文

献[5]的方法进行极化码的构造，并用推荐的方法进

行极化编码和调制。 
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   图5  64QAM调制下极化编码的性能仿真图 

图5给出了这两种码的误码率性能，图中分别记

作“N=64非理想”和“N=256非理想”，并且这两

种码的性能分别与图中不做优化的方案“N=256无
优化”和“N=1 024 无优化”作对比(无优化的方案

中的极化码是在同等条件下，按照BPSK调制构造得

到)。不难发现无优化方案的码长为本文方案的4倍，

这是由于本文方案在8PAM(对应64QAM)调制下，总

共传输的长度为3N，然而由于极化码的码长是基于2
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的指数次方，因此无优化的方案只能选择最为接近

但不小于3N的码长，即4N。从图5可看出，在误码

率都保持在10−4时，本文方法分别有1.1 dB和1.5 dB
的性能增益。另外，为了对比接收端低比特的可靠

性对高比特信道选择产生的影响，在图5中，给出了

两种码长下接收端完美已知C1(图中分别用“N=64
理想”和“N=256理想”表示)的接收结果和实际接

收结果(即非理想的结果)的性能对比。从图4中不难

看出，理想情况与非理想情况的性能差异均不超过

0.3 dB，本文方案中的逐层译码的性能并没有出现严

重恶化。 

4  结 束 语 
本文首先对一种基于格雷映射的M-PAM/M- 

QAM调制的星座图进行了特点分析，根据所描述的

特点提出了将高阶调制符号分解成多个平行的二进

制输入子信道的结论。由于这些平行的子信道具有

固定噪声功率，相当于M-PAM/M-QAM调制极化码

的构造问题已经简化为常规且容易实现的二进制输

入信道的极化码构造问题，回避了M-PAM/M-QAM
调制下码元噪声功率的不确定性所产生的问题，从

而在M-PAM/M-QAM调制下实现了极化码的构造。

仿真结果显示该方法可以明显地提升性能。 
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