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混沌检测系统对噪声的免疫性分析及稳健建模 

孙文军，芮国胜，张  驰，王  瑞  
(海军航空工程学院电子信息工程系  山东 烟台  264001) 

  
【摘要】噪声是影响Duffing振子相态跃迁的重要因素，其结果导致Duffing检测可靠性降低，从而影响其在实际工程中的

应用。为此，提出了一种含强非线性阻尼项的广义Van der Pol振子相态跃迁模型，从理论上证明了其用于弱信号检测的可行性。

与经典Duffing振子相比，新模型具有更强的状态稳定性和噪声免疫性。仿真实验表明，基于新模型的检测方法可以有效降低

噪声对相态跃迁的影响，改善弱信号检测的可靠性。 
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Abstract  Recent studies suggest that noise could cause the occurrence of Duffing oscillator’s phase-state 

transition, which is one of the most important reasons for the low system detection reliability and has been 
restricting the application of chaos theory in practical engineering. And hence one novel detection model containing 
nonlinear damping term is proposed in the paper based on generalized Van der Pol oscillator. And then it is proved 
feasible for weak signal detection by theoretical analyses. Compared to classical chaotic oscillators, the new model 
has stronger state robustness and noise immunity with equal complexity. Finally, Simulation results show that the 
application of the new model can reduce the impacts of noise on the phase-state transition and improve the 
detection reliability of weak signals. 
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混沌理论是非线性科学中最重要的研究方向之

一，作为其中的经典模型，Duffing振子被广泛应用

于信号检测、盲源分离、流体结构分析和非线性控

制等领域[1-3]。Duffing振子弱信号检测的机理来源于

混沌控制，将待测信号作为系统的周期扰动，即使

信号幅值很小，系统也会发生本质的相态跃迁。但

是，系统并不是对周期信号唯一敏感的，一定强度

的噪声驱动也会导致Duffing振子发生相态跃迁，进

而降低检测系统的可靠性，这也是多年来制约混沌

检测方法在实际工程应用中的重要原因之一[4-5]。 
对于这种问题，国内外学者进行了大量研究，

文献[6]明确指出，Duffing振子的临界态和大尺度周

期态都具有一定的敏感性，输入端驱动白噪声的强

度对系统相态的跃迁行为具有重要影响。为了更好

地量化分析这种影响，诸多学者给出了自己的研究

思路和改进方法：文献[7]结合人工神经网络方法分

析了强噪声背景下目标小信号的提取，但其噪声背

景严格限定于混沌干扰范畴；随后，文献[8]采用混

沌状态的主动控制实现了微波信号测量，但比例微

分控制方式需要持续不间断的参数反馈，实现难度

较高；文献[9]结合系统参数的设置提出了一种可检

测断续谐波信号频率的变阻尼混沌系统；文献[10]
分析了检测系统灵敏度，噪声免疫性与振子参数选

取之间的关系，提出了一种含五阶非线性恢复力项

的L-Y改进模型；文献[11]对系统模型的状态差异及

能量分布特性进行研究，提出了基于哈密顿量的弱

信号参数辨识方法；文献[12]对混沌振子临界态的突

变性、保持性和容噪性进行研究，提出了调整参数
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的随机共振检测方法；文献[13]结合通信、雷达等领

域复信号的接收需求，建立了复数域的新型混沌振

子。这些研究成果仍然基于经典Duffing振子，着眼

于系统参数的修正优化，对检测性能的改进有限，

并未从根本上解决噪声的影响问题。因此，本文将

寻求建立一种新的混沌模型以替代现有的Duffing系
统，从而降低噪声对相态跃迁的影响，提高弱信号

检测算法的可靠性。 
本文对一种包含强非线性阻尼项的广义Van der 

Pol振子进行研究，在非线性动力学范畴内证明了系

统极限环的有界稳定存在，可满足弱信号检测的建

模要求。在此基础上对新系统的可检测性进行验证，

并从相态稳定性、算法复杂度、检测性能3个方面与

经典Duffing振子进行对比分析。经过仿真验证，新

模型的应用可以有效降低噪声对相态跃迁造成的影

响，为混沌检测算法在实际工程中的应用提供理论

依据。 

1  问题的提出 
传统混沌检测方法来源于系统策动力强度的变

化。首先设置系统处于临界状态，如图1a所示，此

时外加周期激励的输入将会使系统发生本质性的相

态跃迁，如图1b所示。但是，大量研究结果已经表

明[7-13]，一定强度的噪声也会使系统发生这种变化。

噪声对相态跃迁的重要影响，在一定程度上导致了

系统无法准确实现信号的可靠检测。 
为了提高混沌检测模型的稳健性，可从以下3

个方面进行分析并改进：1) 系统状态的稳定性，尤

其是刚刚渡过临界状态的周期态，其稳定程度直接

决定了已有方法能否准确判断相态跃迁现象的发

生；2) 对噪声的免疫性，即系统可以从更强的噪声

背景中有效提取出弱信号及其特征参量；3) 系统复

杂度，混沌检测的实现本质上是一个高数据量的参

数迭代过程，单次系统相变所需的激励量可达104量

级甚至更高，数据利用率很低。 
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图1  混沌检测模型的相态变化 

根据以上分析，本文引入一种包含三阶非线性

阻尼项的自激振荡系统代替现有的Holmes-Duffing
模型。新模型的引入在保证算法复杂度无明显增加

的前提下，有效提升系统相态的稳定性和噪声免疫

性。下面，首先对新模型用于信号检测的可行性及

约束条件进行分析。 

2  广义Van der Pol系统模型 
广义Van der Pol振子是一个具有强非线性阻尼

项的微分方程，在振动分析等领域中占据着重要位

置，代表了一类典型的数学问题。其与经典Duffing
系统的区别主要在于系统自激振荡力的引入，方程

的一般形式为： 
2 2 1

0

( ) [1 ( )] ( ) ( ) 0i
i

i

x t x t x t x tδ α +

=

− − + =∑�� �     (1) 

式中， ( )x t� , ( )x t�� 分别表示系统输出 ( )x t 对时间尺度 t

的一阶和二阶导数； 2[1 ( )] ( )x t x tδ − � 为方程的非线性

阻尼项； 2 1

0

( )i
i

i

x tα +

=
∑ 为方程的恢复力项，当 1i = 时，

其形式为 3
1 2( ) ( )x t x tα α+ ， 0iα > 。 

引入变量 ( )y t ，并令： 
( ) ( )y t x t= �                (2) 

则由式(1)可得： 
( ) ( )y t x t= =� ��  

2 3
1 2[1 ( )] ( ) [ ( ) ( )]x t x t x t x tδ α α− − +�       (3) 

综合式(2)和式(3)，可得系统积分曲线方程为： 
( )( , )
( )

y tf x y
x t

= =
�
�

 

2 3
1 2[1 ( )] ( ) [ ( ) ( )]

( )
x t x t x t x t

y t
δ α α− − +�

      (4) 

连续时间系统中，有 ( )x x t= ， ( )y y t= 。并且在区

域 {( , ) , 0}G x y x y− ∞ < < ∞ < 上， ( , )f x y 连续且满足

局部Lipschitz条件[14]。 
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令 ( , ) 0f x y = ，得到其水平等倾线： 
3 2

1 2( , ) ( ) (1 ) 0Q x y x x x yα α δ= − + + − =     (5) 

其解曲线方程为： 

22
1

1
2

1

(1 )

x x
y

x

αα
α

δ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−

            (6) 

分别记作 iL ( 1,2,3)i = ，如图2所示。 
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图2  广义Van der Pol振子的解曲线 

由增量法可知，在 1L 与 2L 之间， ( , ) 0Q x y < ；

在 1L 与 3L 之间， ( , ) 0Q x y > ，下面开始构造适合系

统(3)的覆盖环域W 。 
首先，系统(3)存在唯一的奇点 (0,0)O ，当 0δ >

时，O 为不稳定结点，将其邻域 ˆ[ ( , ), 0]N O r r → 作

为环域W 的内边沿线 inL 。然后，以第三象限为例构

造环域W 的外边沿线 exL 。任取点 A (0, )oy ， 0 0y <
作为初值点，分两个区域对外边沿线的存在进行证

明。 
1) 变量 x 的存在区域 1G ： [ 1,0]x∈ − 。此时解曲

线的表达式为： 
3

21 2( )( , ) (1 ) 0x xf x y x
y

α α δ− +
= + − >     (7) 

独立分析 ( , )f x y 的构成，可得恢复力项部分为： 

22
1

1

1
0

x x

y

αα
α

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠ <             (8) 

阻尼项部分为： 
2(1 ) 0xδ − >                (9) 

此时，建立类比方程： 
2( , ) (1 ) ( , )f x y x f x yδ= − >�       (10) 

( , )f x y� 的常微分方程形式为： 

22
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x
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δ
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+⎜ ⎟
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           (11) 

由以上分析可知，原解曲线方程与类比方程的

解 ( )y x 和 ( )y x� 均存在于变量区间 1G 内，并且常微分

方程 ( , )f x y 与 ( , )f x y� 均在 R R× 内连续并满足局部

Lipschitz条件。 
根据Cauchy比较定理[15]得知， 

1( ) ( ),     y x y x x G∈� ≤           (12) 

进一步，对式(11)求解，得： 
31( )

3
y x x x Cδ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
�           (13) 

式中， 0C y= ；其解曲线 ( )y x� 与 1x = − 的交点为

B′ 0
21,
3

yδ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。因而， ( )y x� 也必定与 1L 相交于

一点 A′。 
2) 变量 x 的存在区域 2G ： [ , ( )]Ax L κ−∈ −∞ ，其

中 AL− 表示经过 A点的解曲线， ( )AL κ− 为曲线 AL− 上的

一点，并且 ( 1,0)κ ∈ − ，在此区间上，系统(3)的解曲

线表达式为： 
3

21 2( , ) (1 ) 0x xf x y x
y

α α δ+
= + − <      (14) 

至此，解曲线的存在两种可能： 1 :P 解曲线 ( )y x
与 { 0, 0}y x= < 相交于点 E ； 2 :P 解曲线 ( )y x 与

{ , 1}y x = − 交于点 B 2( 1, )y− ，且 0 2
2 0
3

y yδ− + < < 。 

如果假设 1P 成立，则可得环域W 在第三象限的

外边沿线为 p q
exL AA A E′ ′= ∪ ，否则，假设 2P 成立，

外边沿线为 p q
exL AA A C′ ′= ∪ 。至此可以证明，系统(3)

的解曲线在实数域内存在唯一的稳定极限环。 
根据分析可以得出，广义Van der Pol振子可用作

弱信号混沌检测模型。与经典混沌检测系统相同，

在式(3)中引入代换变量 ( ) ( )y t x tω= � ，即可实现任意

频率弱信号的检测[16]。 

3  仿真实验 
当前深空遥测、精密仪器制造、故障检修等高

技术领域[17]，对于低信噪比信号的检测需求非常突

出，准确提取出弱信号及其参数具有重要意义。 
3.1  实验环境 

实验硬件环境为：计算机处理器Intel(R) Core 
(Pentium)；软件环境为：Windows7 操作系统，Matlab
仿真软件。 

系统模型设定为广义Van der Pol振子，内置周期

策动力为角频率为ω 的谐波信号。实验中所添加的

噪声均为零均值高斯白噪声，系统初始位置设定为

0 0[ , ] [0,0]X Y = 。为计算简便，刚性阻尼系数取 1δ = ，

系统恢复力项系数 1 0.1α = ， 2 1α = 。考虑到实验分
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析中数值精度和仿真时长的影响，采用二阶EM 
(Euler-Maruyama)算法对系统进行建模解算。 
3.2  系统性能分析 

1) 稳定性。系统相态的稳定性对于实现相态跃

迁的有效判别，提高混沌检测算法的准确性非常重

要[12, 14]。首先对本文模型与Duffing振子的相态稳定

性进行比较，调整系统策动力，使两种系统均刚刚

越过临界态进入稳定周期相态，利用噪声发生器输

入驱动高斯白噪声，此时，系统输出序列 x 的幅值

也将会发生微妙的变化，本文对这种变化进行量化

分析，进而判定系统相态的稳定性。假设系统周期

状态下的输出为 ( )px t ，加入噪声后的系统输出变化

为 ( )px t′ ，定义两者的二阶均方差期望 [10]作为系统

状态稳定性的衡量标准： 
2

wave E[( ( ) ( )) ]p px t x tΛ ′= −          (15) 
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a. 噪声功率为10−6～10−5 W的幅值误差 

b. 噪声功率为10−5～10−4 W的幅值误差 

图3  两种振子随噪声功率变化的幅值变化 

图3给出了两种模型的波动方差随噪声功率增

加的变化曲线。由仿真结果可以看出，两种模型的

周期相态都具有一定的稳定性，但也存在明显差异。

有：1) 噪声功率位于10−6～10−5 W时，除个别噪声

功率值外，两种模型的波动方差相差不大，二者的

相态稳定性相当，如图3a；2) 进一步增加噪声功率，

Duffing振子的波动方差也随之增加，二者的相态稳

定性开始出现较大差距，如图3b；3) 继续增加噪声

功率，Duffing振子的波动方差急剧变化，而本文模

型仍旧保持了很强的稳定性，其中，噪声功率为
44.0 10−× W时，Duffing振子输出 x 幅值的波动方差

为0.54，而本文模型的波动方差值为0.01，仅是前者

的1 54。 
经过以上实验分析，得出：在不同强度噪声下，

本文模型的相态稳定性均强于经典Duffing振子，尤

其是强噪声条件下，该模型相态稳定性和噪声免疫

性的优势更加明显，也更加适合弱信号检测的需求。 
2) 复杂度。广义Van der Pol振子是一个非线性

微分方程，无法得到其精确解析解，只能采用EM等

数值分析方法对其进行求解。因此，本节对两种模

型的复杂度进行比较时，以数值分析方法中实数加

法和乘法次数为标准。 
对于式(3)所示的本文模型，其单次迭代运算过

程中乘法次数为： 1,mul 5 ( 1)C i i= + + ，加法次数为：

1,add 4C i= + ，总的运算复杂度可表示为： Van {[5C = +  
( 1)] (4 ) }i i M i L N+ + + ，其中M 代表乘法，L 代表加

法， N 代表迭代次数。 
此时，Duffing振子的运算复杂度为 Duf (5C M= +  

4 )L N ，可得运算复杂度的增加量为： 
Van Duf

Duf

1   =0,1,
5 4

C C i i M iLB i
C M L

− + +
= =

+
"( )  (16) 

因而当 1i = 时，本文模型即为三阶广义Van der 
Pol振子，其运算复杂度增加为 ( )2M L N+ ，主要体

现在非线性阻尼项上。其中，乘法和加法运算次数

的增加量分别为： mul 0.6B = ， add 0.25B = ，即本文

模型与Duffing振子的运算复杂度为同一量级。 
图4给出了本文模型与Holmes-Duffing振子的时

间复杂度实验对比结果。 
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图4  两种振子的时间复杂度对比图 

由仿真结果可以看出，混沌模型复杂度的改变

主要体现在高数据量的迭代次数 N 上，其迭代次数

的绝对值一般达到 410 量级甚至更高。当迭代次数
44 10N = × 时，步长 210h −= s时，经典模型的运算时

间为 11.4 10−× s，本文模型的运算时间为 11.6 10−× s，
其运算复杂度约为Duffing振子的1.16倍；迭代次数

增加到 54 10N = × 时，步长 110h −= s时，经典模型的
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运算时间为1.5 s，本文模型的运算时间为1.7 s，其

运算复杂度约为Duffing振子的1.13倍。因此，实验

结果与理论分析均可以证实，与经典Duffing振子模

型相比，本文模型的运算复杂度虽有一定增加，但

并没有数量级的提高。 
3) 检测性能。采用新模型对弱信号检测的可靠

性进行检验，调整周期策动力强度使系统处于临界

状态。待测信号为谐波信号，表示式为 cos( )A tω +  
( )tη ，其中 ( )tη 为高斯白噪声， A 为待测信号的幅

值，实验中信号幅值为服从 [0.001,0.01]之间均匀分

布的 510 个随机数，信号频率 10 rad / sω = 。待测信

号的信噪比定义为： 
2 2SNR 10 lg( / )s nψ ψ= ×          (17) 

式中， 2
sψ 辨识有用信号的功率值； 2

nψ 表示背景噪

声的功率值。SNR范围为−35～0 dB。注入第 j 个待

测信号后，若系统进入周期状态，则记 , 1P jN = ；否

则，系统仍驻留在混沌状态，则记 , 1C jN = 。单个信

噪比点对应的统计差错概率为： 

,

, ,

( ) C j
X

C j P j

N
T i

N N
=

+
∑

∑ ∑
        (18) 

式中， 51,2, ,10j = " ，代表全部待测信号。另外，

对应于SNR范围−35～0 dB，可设定 0,1, ,35i = " 。 
在每个信噪比点上进行100次蒙特卡洛实验，并

计算系统的平均差错概率为： 

,
1

1 ( )
M

X i X
k

T T i
N =

= ∑             (19) 

式中， 100M = 。图5给出了两种模型的检测结果

对比。 

10−2 
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10−4 

10−5 
−35 −30 −25 −20 −15 −10 −5 0

SNR/dB 

Duffing模型 
Van der Pol模型

3 dB 参考线 

差
错

概
率

 

 

图5  广义Van der Pol模型的检测差错概率 

对比相同差错概率条件下两者的性能差异，定

义其信噪比增益如下： 

SNR= SNR SNRV DΔ −          (20) 

式中， DSNR 为某一固定差错概率值下，Duffing振
子对应的信噪比； VSNR 为本文模型对应的信噪比。

分析图5中的仿真结果，当输入信噪比为−35～
−26 dB时，两种模型的检测差错概率波动范围集中

于10−4～10−2之间的量级。其参考线为Holmes-Duffing
振子取得3 dB信噪比增益的假设曲线。 

根据图5的实验结果，可以发现本文模型的检测

差错概率始终在3 dB参考线的下方。其中，当信号

检测平均差错概率为 35.0 10−× 时，Duffing振子对应

的信噪比约为−28 dB，而文中模型为−33 dB，其信

噪比增益为5 dB；当检测差错概率为 45.0 10−× 时，

Duffing振子对应的信噪比为−24 dB，而文中模型约

为−27 dB，其信噪比增益为3 dB。实验结果表明，

当两者的检测差错概率均位于10−4～10−2之间时，本

文模型可获得至少约3 dB的信噪比增益。 
随着输入信噪比的增加，新模型的可靠性提升

程度相比传统Duffing模型更加显著，当输入信噪比

为 −15 dB 时， Duffing 模型的检测差错概率为
42.3 10−× ，而新模型的检测差错概率为 52.1 10−× ，

新模型的应用使混沌检测算法的检测差错概率降低

了一个数量级。 
综合上述分析可知，新模型的应用可以有效降

低噪声对系统相态跃迁的影响，在算法复杂度并未

明显增加的前提下，提高了混沌检测算法的可靠性，

对混沌理论的实际工程应用具有较好的实用价值。 

4  结 束 语 
本文提出了一种基于广义Van der Pol振子的混

沌检测模型，并从理论上证明了新模型存在一个稳

定的极限环，可用于弱信号检测，通过实验分析可

知新模型可用于深空探测、遥感控制等领域的微弱

信号检测。实验表明，该模型可实现随机幅值的谐

波信号检测，相对于传统Duffing检测模型，可以有

效降低噪声对相态跃迁的影响，提高信号检测的可

靠性。 
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