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阵元缺损下的波达方向估计算法 
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【摘要】为解决在均匀线阵中阵元降采样或其他因素引起的阵元损坏导致角度估计精度下降的问题，该文对缺损的采样

数据矩阵进行Hankel矩阵变换，利用Hankel矩阵变换的性质以及矩阵填充理论，将不满足矩阵填充理论的接收数据矩阵变换

为适用于矩阵填充理论的数据矩阵，通过不定增广拉格朗日乘子法精确重构出完整的接收数据矩阵，实现了精确的波达方向

估计。仿真实验验证了该方法在均匀线阵阵元出现损毁的情况下，仍能实现对角度的精确估计，同时给出了算法随阵元缺损

程度变化的性能变化趋势。 
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Abstract  In order to solve the accuracy decrease in angle estimation caused by the undersampling or the 

damage of the array elements in the uniform linear array, the matrix completion theory and Hankel matrix 
characteristic are exploited to transform the undersampling data matrix into a two-fold Hankel matrix. The 
completed data matrix is reconstructed by inexact augmented Lagrange multiplier method and the accurate angle 
estimation is achieved. Simulation results demonstrate that the proposed method is still effective with damaged and 
missing elements and show the tendency of the proposed method versus the different elements damage of the 
uniform linear array. 
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随着阵列天线广泛应用于军事领域，阵列信号

处理技术得到了迅速地发展，波达方向(direction of 
arrival, DOA)估计作为阵列信号处理的一个重要组

成部分，得到了众多学者的广泛关注。经过几十年

的不断研究，先后提出了如多重信号分类(multiple 
signal classification, MUSIC)算法这类子空间类算法

以及其他算法[1-3]。但随着阵列规模的不断增加，整

个信号处理过程处理的数据量不断增加，使得算法

的实时性变差，因此，人们在探测少量目标时常常

会关闭部分阵元进行阵元降采样以降低运算复杂

度，但是会降低角度估计精度。同时，随着阵列规

模的扩大，提高了阵元损坏的概率，一旦阵元出现

损坏，将会影响系统的角度估计精度。这两种情况

可认为是相应位置上的阵元出现缺损，阵元接收数

据未知，传统估计未知采样数据的方法如内插和学

习[4-5]方法过于依赖先验知识，限制了在实际中的应

用，如何解决这类问题成为了目前的研究热点。 
文献[6-7]提出的矩阵填充(matrix completion, 

MC)理论利用矩阵少量的已知元素，通过对矩阵低

秩性的约束可精确重构出原始矩阵。MC理论广泛应

用于雷达成像 [8]、多输入多输出 (multiple input 
multiple output, MIMO)体制雷达[9]以及波达方向估

计中[10-11]，并取得了大量富有成效的成果。但在实

际处理过程中，对阵元的降采样或可能出现的阵元
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损坏会导致接收数据矩阵的某一行上缺失全部数

据，而传统的MC方法要求采样矩阵的每一行或每一

列至少有一个非零元素，以保证准确恢复出原始的

接收数据矩阵。因此，文献[11]将单次快拍下接收到

的列向量数据变换为等效低秩矩阵，通过MC理论有

效地恢复了原始数据，但由于仅利用单次观测数据，

估计精度较低，而且系统自由度受到阵元数量的限

制，限制了其在实际中的应用。 
本文对均匀线阵阵元缺损位置的接收数据做置

零处理，使接收数据矩阵出现全零行，将接收数据

矩阵每一列变换成一个Hankel矩阵，并将所有生成

的Hankel矩阵构成一个二重块Hankel矩阵，获得一

个全新的数据矩阵。通过对变换后的矩阵进行填充

恢复，再通过反变换获得完整的接收数据矩阵，因

此，实现了在阵列接收存在阵元缺损的情况下，获

得了高精度的角度估计值。 

1  阵列信号接收模型 
设空间中存在有K( K L )个远场窄带目标，接

收天线为阵元数为L的均匀线阵，阵元间隔为d，信

号发射频率为 0f ，波长为 λ ，目标反射信号
j2π( ) ( )e fts t s t= ，t时刻有一目标反射信号从θ 方向入

射到阵列上，不考虑噪声时阵列接收到的数据为： 
( ) = ( )t s ty a                (1) 

由式(1)可知，在理想情况下当同时接收K个信

源目标的信号时有： 

1

T
1 2 1 2

( ) ( )

[ ( ), ( ), , ( )][ ( ), ( ), , ( )]

K

k
k

K K

t t

s t s t s tθ θ θ
=

= =∑y y

a a a
  (2) 

可简写式(2)为： 
=y As                    (3) 

式中，称 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Kθ θ θ=A a a a 为阵列流形矩阵；
T

1 2[ ( ), ( ), , ( )]Ks t s t s t=s 。 

由于K个远场窄带目标相互独立，可知： 
rank( ) K=A                 (4) 
rank( ) K=s                 (5) 

由 rank( ) min(rank( ), rank( ))AB A B≤ 可知： 
rank( ) min(rank( ), rank( )) K L=y A s≤     (6) 

对于多次快拍的情况，则有： 
=Y AS                   (7) 

式 中 ， 1 2[ , , , ]M=Y y y y ， M 为 快 拍 数 ；

1 2[ , , , ]M=S s s s 。 

由式(6)可知： 
 rank( ) KY ≤                 (8) 

因此，本文认为阵列天线接收到的数据矩阵是

低秩的；一般情况下，在接收信号时会有一定的噪

声进入，一般表示为： 
= +Y AS N                (9) 

式中， N表示空时加性高斯白噪声。 
当存在噪声时，一般认为数据矩阵满足近似低

秩性，仍然适用MC理论[12]。 

2  基于Hankel矩阵变换的矩阵填充算 
法在DOA估计中的应用 

2.1  矩阵填充基本模型 
由于数据矩阵的低秩性，当满足强不相干性[12] 

(strong incoherence property, SIP)条件时，可通过最

小秩约束利用已知元素求解出唯一存在的原始矩

阵，这个约束优化问题可表示为： 
minmize rank( )

s. t .   ( ) ( )Ω ΩΘ Θ
      

          =
M

M Y
        (10) 

式中， L M×∈M 为决策变量矩阵；Ω 为矩阵Y有效

元素位置的集合，对于任意 ( , )i j Ω∈ ，均有 ijY 为矩

阵Y的有效元素。类似于压缩感知中的求解零范数问

题，矩阵秩的求解是NP-hard问题[13]，因此，通常将

式(10)转换为求解： 

minmize 

s. t . ( ) ( )Ω ΩΘ Θ
∗

     

             =

M

M Y
        (11) 

或 
21minmize ( )

2 FΩΘ μ
∗

   − +M Y M     (12) 

式中，
∗
i 表示求取矩阵的核范数； μ 为参数。 

不定增广拉格朗日乘子法[14](inexact augmented 
Lagrange multiplier, IALM)相对于经典的奇异值阈

值(singular value thresholding, SVT)算法[7]稳定性更

好、运算量更小，因此，本文选择使用IALM算法对

数据矩阵进行重构恢复。算法的具体步骤和参数选

择见文献[15]。 
2.2  Hankel矩阵变换 

对阵元缺损位置的接收数据做置零处理，所得

的数据矩阵Y 将出现全零行，此时Y 不满足SIP条
件，无法直接通过MC理论恢复数据，因此需要对矩

阵Y 进行变换以确保矩阵满足SIP条件，适用MC理
论。根据文献[16]可知，需首先对矩阵Y 做转置处理： 

Tˆ =Y Y                  (13) 
定义一个二重块Hankel矩阵结构，如： 
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式中， 1k ( 11 k M≤ ≤ )为矩阵 eY 的结构参数。 eY 中

的每一个块矩阵都是一个 2 2( 1)k L k× − + 大小的

Hankel矩阵，且具有如下形式： 
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式中， l 满足 1 l M≤ ≤ ； l̂Y 为 Ŷ 的第 l行构成的

Hankel矩阵； 21 k L≤ ≤ 为矩阵的另外一个结构参数。 
由文献[16]证明可知 erank( ) KY ≤ ，且 eY 满足

SIP条件。因此，可通过对矩阵 eY 直接进行MC处理

后再经过反变换可恢复出完整的接收数据矩阵，因

此，可进行精确的DOA估计。 
综上，本文提出的算法可总结如下： 
1) 对接收到的数据矩阵在阵元缺损位置做置

零处理，获得数据矩阵Y ，并将Y 变换成具有式(14)
形式的二重块Hankel矩阵 eY ； 

2) 利用ILAM算法对 eY 进行精确重构； 
3) 通过反变换获取完整的接收数据矩阵； 
4) 利用MUSIC算法估计出信源目标角度。 

2.3  性能分析 
定义参数 χ 为： 

1 2 1 2

max ,
( 2)( 1)

ML ML
k k M k L k

χ
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
− + − +⎩ ⎭

   (16) 

定理 1[16]：矩阵X为具有形式(14)的 1 2n n× 维矩

阵，Ω 为一个大小为m的随机位置矩阵，假设参数τ
为小于0.1的正常数，则存在一个只与τ 相关的正常

数 c，当： 
2 2 2 3

1 2log ( )m c r n nμ χ>           (17) 

使得满足SIP条件的矩阵X以不低于 2
1 21 ( )n n −− 的概

率恢复出数据矩阵M。其中 μ 为判定矩阵X是否满足

SIP条件的参数；r为矩阵的秩。 
由定理1不难得出：随着参数 χ 的增大，对矩

阵 eY 内元素个数m的要求随之增大，使得算法的整

体运算复杂度上升。同时由当参数 χ 最小时，

1 2 1 2( 2)( 1)k k M k L k− + − + 将取得最大值，此时恢

复原始矩阵的概率最大，因此通常将矩阵 eY 构成一

个方阵，方便计算求解。 

当阵元出现缺损时，只要构造出的矩阵 eY 满足

定理1，无论缺损位置如何，都可以恢复出精确的原

始数据矩阵，仿真实验中通过采用随机缺损阵元的

形式给出了验证。 
对于阵元缺损程度不同的情况而言，由矩阵 eY

的子块矩阵 l̂Y 不难看出，阵元缺损程度越低，矩阵 l̂Y
中未知元素的位置就越少，换言之，矩阵 l̂Y 的有效

元素越多，也即是矩阵 eY 中的有效元素越多，因此

更易满足定理1，所以缺损程度越低，矩阵填充恢复

的效果越好。 

3  仿真与分析 
为简化仿真，将对阵元的随机降采样等效为阵

元出现的随机缺损。仿真条件设置为：均匀线阵的

阵元数 25L = ，阵元间距为半波长，采样快拍数

39M = ，设蒙特卡罗实验次数为100次。 
仿真 1  为直观比较验证本文算法的有效性，

设阵列分别接收来自10°、13°和65° 3个不相干的远

场窄带目标信号，功率经单位化后分别为1.5、1和2，
信噪比为20 dB，随机关闭阵列中的8个阵元。仿真

结果如图1所示。 
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本文算法
理想情况下应用 MUSIC 算法 
缺损数据直接矩阵填充后应用 MUSIC 算法

缺损数据直接应用 MUSIC 算法  
图1  随机阵元降采样下的DOA估计 

由图1可知：直接对阵元降采样数据进行矩阵填

充处理后再做DOA估计与直接用阵元降采样数据进

行DOA估计效果类似，说明此时MC理论失效；而

本文算法通过对降采样数据进行变换后再进行MC
处理，得到的DOA估计结果近似于利用完整的阵列

接收数据直接DOA估计的结果，获得的空间谱峰值

明显高于直接利用阵元降采样数据进行DOA估计的

情况，角度的分辨率更高，明显提高了阵元降采样

时DOA估计的精度，而且对于多目标信源功率变化

时仍能有效估计出多个目标信源的角度信息。 
仿真 2  为考虑信噪比的变化对估计性能的影

响，设阵列天线接收来自45°的远场窄带信号，信噪

比以3 dB为间隔、在区间[−7 dB，21 dB]内变化，其
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余条件设置同仿真1。由于对缺损数据直接进行矩阵

填充处理是失效的，因此在仿真2中不考虑这一情

况，利用角度估计的均方根误差来反映角度估计性

能的变化[17]，仿真结果如图2所示。 
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缺损数据直接应用 MUSIC 算法 

信噪比/dB  
图2  算法性能随信噪比的变化曲线 

由图2不难发现：随着信噪比的不断增大，3种
情况下算法的估计精度均越来越高；本文算法和完

整的接收数据直接进行DOA估计性能相近，均优于

直接利用阵元降采样数据进行DOA估计的性能，进

一步说明了本文算法的有效性。 
仿真 3  为考虑可用阵元数对阵列角度估计性

能的影响，在仿真中设阵元缺损数量从0～16以2为
间隔依次增加，信噪比设定为−5 dB，信号入射方向

为45°，以同等阵元数的均匀线阵的性能为对比，利

用角度估计的均方根误差来反映角度估计性能的变

化。仿真结果如图3所示。 
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 本文算法 
相同阵元数的均匀线阵应用 MUSIC 算法

 
图3  不同阵元数时角度估计的性能 

由图3可以看出：随着可用阵元数目的降低(阵
列缺损阵元数不断增加)，系统角度估计性能不断下

降。阵列存在阵元缺损时导致可用阵元数减少，但

经本文算法处理后仍能获得等效的完整阵列，阵列

孔径明显优于相同可用阵元数的均匀线阵，因此，

存在阵元缺损的阵列通过本文算法获得的角度估计

性能明显高于相同可用阵元数的均匀线阵。因此，

在实际使用中，可以采用阵元降采样的方式估计目

标角度，在保证获取足够精度的同时，提高系统的

利用效率。 

4  结 束 语 
本文提出了一种阵元缺损情况下精确DOA估计

的新方法，通过对阵元缺损位置接收数据的置零处

理，利用Hankel矩阵变换的性质，将不满足SIP条件

的接收数据矩阵变换为满足SIP条件的新矩阵，再通

过MC理论精确重构出了完整的接收数据矩阵，最终

获得了阵元缺损情况下的精确DOA估计。本文所提

方法适用于多种信号模型，如何解决算法在二维角

度估计、相干源目标以及非均匀线阵情况下的应用

是下一步需要解决的问题。 
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