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基于相位提取基函数的高效区域分解方法 
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【摘要】为了进一步提高电大导体目标电磁散射问题的计算能力，给出了一种高效的区域分解方法。该方法采用定义在

曲面三角形单元上的相位提取基函数来展开目标表面的感应电流，大幅减少了待求未知量的数目；同时结合区域分解方法，

将原问题分解为若干个重叠的子问题并逐个进行求解，进一步降低了峰值内存需求。此外，为了简化缓冲区的构造过程，采

用了仅一层锯齿状的边长约为0.5个波长的三角形单元作为缓冲区，取得了良好的收敛效果。多层快速多极子方法被用于加速

矩矢相乘运算。数值算例说明了该方法的高效性和稳健性。 
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Using Phase Extracted Basis Functions 
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Abstract  To further improve the ability of analyzing electromagnetic scattering from electrically large 

perfect electric conducting objects, an efficient domain decomposition method is presented. In this method, the 
approximated current density is expanded with the phase-extracted basis functions defined over curvilinear 
triangular patches, and the number of unknowns to be solved is significantly reduced. Meanwhile, to further reduce 
the memory requirement, the original problem domain is divided into a number of small overlapped sub-domains 
and the sub-domain problems are solved one by one. In addition, the buffer regions introduced in this method are 
limited to only a single layer of jagged triangular mesh cells whose edges are about half a wavelength long, leading 
to a simplified construction process of buffer zones as well as a smaller number of additional variables to be solved. 
A good convergence behavior is observed. The multilevel fast multipole algorithm is applied to accelerate the 
matrix-vector products. Numerical examples are given to show the efficiency and robustness of the proposed 
approach. 
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电大导体目标的电磁散射分析在隐身设计和雷

达目标识别等领域具有重要应用。表面积分方程

(SIE)方法具有精度高、离散未知量数目少的优点，

通常作为此类问题的常用数值分析方法。作为积分

方程的快速方法，虽然多层快速多极子方法

(MLFMA)[1] 的计算复杂度和存储复杂度仅为

O(NlogN)，但对电大目标散射问题的求解依然会消

耗大量的计算时间和存储资源。为了提高当前计算

平台的求解能力，可以将原问题分解为有限个子问

题，并对子问题逐个进行求解。为此，文献[2]提出

一种前后向迭代法，求解了三维开放导体平板的散

射问题。在此基础上，人们提出了重叠型区域分解

方法，分别求解了闭合导体目标[3]、涂覆目标[4]以及

均匀介质目标[5]的电磁散射问题，取得了良好的效

果。以上工作都引入了一定电尺寸长度的缓冲区来

抑制由人工边界产生的伪边缘效应。其中，前者在

目标表面直接划分缓冲区，后者则通过种子节点来

查找缓冲区。这两种缓冲区的构造方式相对繁琐。

文献[6]提出的非重叠型区域分解方法虽然可以通过

定常迭代法进行求解[7]，但此方法引入的人工端面

会带来较多的额外未知量。文献[8]采用定常迭代法

成功求解了既不包含人工端面也不包含缓冲区的区
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域分解问题。但是，该方法利用显示边界条件对两

个相邻的半RWG基函数[9]的系数进行约束，生成超

定的线性方程组。超定系统的迭代求解多依赖于法

方程方法，而法方程方法的困难在于矩阵的条件数

变成了原矩阵的平方[10]。这可能导致迭代法的收敛

速度变慢。同时，一次迭代需要完成两次矩矢相乘

运算，增加了求解时间。这些缺憾不利于该方法在

电大问题中的应用。 
针对电大导体目标的电磁散射问题，本文将相

位提取基函数方法与区域分解方法相结合，在减少

待求未知量数目的同时，进一步降低峰值存储需求，

以提高单机的求解能力。此外，利用大贴片基函数

的优势，本文仅采用一层三角形单元来构造缓冲区，

简化了缓冲区的构造过程，并实现了对伪边缘效应

的有效抑制。 

1  表面积分方程 
考虑理想导体目标在自由空间中的散射问题。

利用导体表面的切向边界条件，可以建立如下的电

场积分方程(EFIE)和磁场积分方程(MFIE)： 
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式中， ( , ) e 4πik ′−′ ′= −r rG r r r r 为自由空间格林函 

数； 0η 为波阻抗； 0k 为波数； n̂为目标表面的单位

外法向量；P.V.表示柯西主值积分。在实际应用中，

经常将EFIE和MFIE进行线性组合，得到混合场积分

方程(CFIE)，用来改善阻抗矩阵的条件数并避免内

谐振问题： 
0CFIE = EFIE + (1 ) MFIE,   (0,1)α α η α− × ∈   (3) 

式中，α 为比例因子，通常取0.5。 

2  相位提取基函数 
对于均匀平面波入射下的导体目标，相位提取

(PE)基函数[11]描述了目标表面的感应电流随频率和

位移快速变化的相位信息。而缓慢变化的幅度信息

则作为待求量，通过求解矩阵方程获得。利用该基

函数对表面电流进行展开，有： 
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式中，N 为未知量数目； na 为展开系数； ( )f r 为曲

面RWG基函数； ie
i ⋅k r 为一致相位因子。由于待求系

数 na 仅需表征缓慢变化的幅度信息，无需表征快速

变化的相位信息，因此网格剖分密度可以适当地降

低。这将减少待求未知量数目，从而节约计算时间

和计算内存。 
根据Galerkin测试过程，采用与基函数相同的测

试函数对方程两端进行内积，可以得到如下形式的

矩阵方程： 
=Z I V                  (5) 

式中，Z 为 N N× 维阻抗矩阵；V 为 N 维激励向量；

I 为待求系数向量。阻抗矩阵和激励向量中的元素

分别为： 
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多层快速多极子方法通过逐层向上聚合，又逐

层转移和向下配置的方式，高效地完成远区互耦分

析中的矩矢相乘运算。本文采用该方法对式(5)中的

矩矢相乘运算进行加速。 

3  重叠型区域分解方法 
重叠型区域分解方法(ODDM)通过逐个求解子

域问题的方式来降低原问题求解所需的峰值内存，

其实质为高斯-赛德尔迭代。缓冲区的引入有效地抑

制了由人工边界引起的伪边缘效应，使外层迭代能

够快速收敛。假设原目标被分为 M 个区域。在第 k 次

外层迭代中，含缓冲区的子域m上的未知电流可以

通过求解如下的矩阵方程获得： 
1
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式中， mmZ 表示子域m上基函数所对应的阻抗矩阵；

mnZ 表示子域n和子域m上基函数间的耦合矩阵； k
mI

表示待求系数向量； 1k
n

−I 和 k
nI 为已知系数向量。 

文献[2-3]分别采用了不同的方式来构造具有一

定电尺寸长度的缓冲区，取得了良好的收敛效果。

但是这些缓冲区的构造过程相对繁琐，同时会引入

较多的待求未知量。对于每个待求子域，本文仅选

取人工边界外侧的一层三角形单元作为缓冲区，如
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图1所示。该缓冲区可由跨边界基函数的定义域确

定，易于构造。同时，待求的额外未知量数目仅随

人工边界增长，与文献[8]类似。由于PE基函数可以

定义在边长为 0.5λ ～ 2.0λ 的三角形贴片上[12]，虽然

上述缓冲区的构造方式简单，但仍能够获得足够的

电尺寸面积，从而实现对伪边缘效应的有效抑制。 

  
图1  白色区域的缓冲区示意图(深灰色所示) 

为了考察实际的抑制效果，本文定义了一种对

边缘电流的变化更为敏感的相对残差计算方式： 
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式中， line1
kI 和 line2

kI 表示在第 k 次外层迭代中，先后

两次计算得到的跨边界电流的解向量。当伪边缘效

应得到有效抑制的时候，随着外层迭代的进行，子

域上的感应电流逐渐趋于真实解，此时 1ε 应趋于零。

此外，用于判断全局电流收敛情况的相对残差定义为： 
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4  数值算例 
本文的数值算例均在Dell T7500工作站上完成。

矩阵方程的求解采用广义最小残差算法(GMRES)，
并使用稀疏近似逆(SAI)预条件进行预处理。PE基函

数的贴片边长取 0.5λ ，RWG基函数的贴片边长取

0.125λ 。为了更好地节省CPU时间，在首次外迭代

中，内迭代误差门限设为0.01；在后面的外迭代中，

内迭代误差门设为 0.001。将本文方法表示为

ODDM-PE，将采用如图1所示缓冲区和RWG基函数

的方法表示为ODDM-RWG1，将文献[3]方法，即构

造更大面积缓冲区并采用RWG基函数的方法表示

为ODDM-RWG2。 
例1  考虑一个半径为 25λ 的金属球。该目标被

均匀地分为4个区域，如图2所示。均匀平面波沿−z
轴入射，扫描平面为xoz面，HH极化。表1记录了

ODDM-RWG1, ODDM-RWG2和ODDM-PE 3种方法

中 1ε 和 2ε 的变化情况。可以看到，随着外层迭代的

进行，3种方法中 1ε 和 2ε 均呈单调递减趋势。进一步

观察可以发现，在ODDM-RWG2和ODDM-PE中， 1ε

和 2ε 收敛到0.01仅需3次外层迭代，均具有较快的收

敛速度。这说明本文方法设置的缓冲区能够有效地

抑制伪边缘效应，且与传统方法构造的缓冲区的抑

制效果相近。而ODDM-RWG1由于缓冲区面积过小，

1ε 和 2ε 的收敛速度相对较慢。图3比较了3种方法与

解析方法计算得到的双站RCS曲线。可以看到，3种
方法所得结果均与解析结果吻合良好。相比于解析

结果，ODDM-RWG1，ODDM-RWG2和ODDM-PE
的均方根误差(RMSE)分别为0.33 dB，0.33 dB和

0.27 dB。 

  x

z

y

 
图2  金属球的表面分区(4个分区) 

表1  例1中3种方法的相对残差变化情况 

ODDM-RWG1 ODDM-RWG2 ODDM-PE 外迭

代次

数 1ε  2ε  1ε  2ε  1ε  2ε  

1 7.28×10−1 1.0 2.54×10−1 1.0 6.53×10−1 1.0 

2 2.05×10−1 2.35×10−1 2.30×10−2 2.22×10−1 9.00×10−2 2.29×10−1

3 7.82×10−2 1.65×10−2 3.94×10−3 8.08×10−3 8.55×10−3 5.94×10−3

4 4.12×10−2 5.69×10−3 3.74×10−3 1.40×10−3 2.97×10−3 4.97×10−4

5 9.96×10−3 2.30×10−3 3.65×10−3 3.19×10−4 1.76×10−3 2.17×10−4
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图3  金属球的双站RCS 

例2  一个长37.16 m，翼展33.85 m的金属飞机

模型被分为6个区域。如图4所示。平面波沿−x轴入

射，频率为2 GHz，扫描平面为xoy面, HH极化。图5
给出了ODDM-RWG1，ODDM-RWG2和ODDM-PE
中相对残差 1ε 和 2ε 随外层迭代的变化情况。可以看

到，在ODDM-RWG2和ODDM-PE中，随着迭代的

进行， 1ε 和 2ε 均呈单调递减趋势，且收敛到0.01仅
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需3次外层迭代，这说明人工边界引起的伪边缘效应

得到了有效抑制。而ODDM-RWG1中 1ε 并未收敛到

0.01，且随着迭代的进行， 1ε 和 2ε 均呈发散趋势，

这说明伪边缘效应并未得到有效抑制，原因在于该

方法中缓冲区面积过小。图6给出了上述方法与传统

MLFMA方法计算的双站RCS曲线。可以看到，本文

方法和文献[3]方法均与整体计算的结果吻合较好。

其中，ODDM-PE(相较于MLFMA-PE)的均方根误差

为0.10 dB；ODDM-RWG2(相较于MLFMA-RWG)的
均方根误差为0.13 dB。可见，在有效抑制伪边缘效

应的基础上，采用区域分解方法带来的误差很小。

由于ODDM-RWG1中相对残差 1ε 并未收敛到指定

精度，迭代发散，其均方根误差为16.77 dB。另外，

与MLFMA-RWG相比，ODDM-PE的均方根误差为

1.11 dB。表2统计了不同方法的计算信息。可以看到，

采用PE基函数能够有效地降低未知量数目，减少计

算时间并降低内存需求。在此基础上结合区域分解

算法，虽然未知量数目和计算时间略有增加，但内

存需求可以进一步降低。 

表2  算例2中不同方法的计算信息统计 

方法 未知量 内存/GB 时间/min 

MLFMA-RWG 6 348 651 40.31 220.95 

MLFMA-PE 586 911 10.43 85.35 

ODDM-RWG2 6 432 908 12.11 251.63 

ODDM-PE 587 697 4.10 87.02 

 

33.85 m

37.16 m  
a. 飞机目标几何模型 

 

y 

x 

 
b. 表面分区 

图4  飞机模型及区域分解示意图 
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图6  飞机目标的双站RCS 

5  结 束 语 
将相位提取基函数与区域分解方法相结合，并

采用多层快速多极子算法加速矩矢相乘运算，大大

降低了原问题所需的计算时间和存储资源，为电大

导体目标的电磁散射分析提供了可行的途径。同时
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利用大贴片基函数的优势，简化缓冲区的构造过程，

并最大限度地降低额外未知量数目。数值实验发现，

边长约为 0.5λ 的单层三角形贴片所构成的缓冲区能

够有效地抑制伪边缘效应，并使外层迭代快速收敛。

值得注意的是，本文方法中缓冲区对伪边缘效应的

抑制效果受剖分贴片尺寸影响。当贴片尺寸小于

0.5λ 时，缓冲区面积变小，伪边缘效应可能无法得

到有效抑制。后续工作将引入电流连续性条件来抑

制伪边缘效应[13]，以消除对贴片边长的依赖，实现

更为自由的剖分密度选择。 
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