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邹帅东，王光建  
(重庆大学机械传动国家重点实验室  重庆 沙坪坝区  400044) 

 
【摘要】采用解析法推导了存在双偏心误差的渐开线齿轮副的传动误差计算公式，建立了其传动误差解析计算模型，同

时分析了齿轮副的瞬时节点、传动比误差以及传动误差之间的等价关系；应用RecurDyn软件验证了传动误差计算模型；在啮

合频率变负载的动态传动误差仿真的基础上，建立了与理论计算的传动误差及其侧隙值间的关系；在此基础上，针对已有偏

心误差情况下，提出齿轮偏心误差初始相位的优化配置方法，得到最小传动误差，为精密传动设备的装配调整提供理论指导。 
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Abstract  A transmission error analytical mothed of dual-eccentric gears is proposed. The relation among 
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对于精密传动系统，传动误差和侧隙是影响运

动准确性的重要因素，而偏心是大周期传动误差和

周期性侧隙的主要来源。由于齿轮传动中的偏心是

不可避免的，因此研究考虑偏心作用下的齿轮传动

误差有重要意义[1-4]。 
目前在齿轮传动误差计算方法方面主要有几何

解析法和啮合线增量法，如文献[5-6]采用几何学方

法研究摆线轮的行星传动机构传动精度，但应用范

围局限于摆线齿轮。文献[7]采用啮合线增量法等建

立了多级传动误差耦合模型，研究了随机误差对行

星齿轮传动误差的影响。文献[8-10]采用解析法计算

分析了单偏心外啮合齿轮的传动误差。但在工程实

际中，齿轮啮合副的两个齿轮通常均存在偏心误差。

同时，传动误差啮合线增量计算法是一种近似计算

方法，计算精度有限[11-12]。 
本文采用精确的解析计算方法，建立存在双偏

心的渐开线齿轮副传动误差解析计算模型，计算出

双偏心齿轮的瞬时节点啮合轨迹，传动比误差和传

动误差，应用RecurDyn软件验证了解析计算模型，

并对啮合频率下的变负载动态传动误差进行仿真，

建立了与理论传动误差的关系。同时针对已有偏心

误差情况下，提出了齿轮偏心误差初始相位的优化

配置方法，得到最小传动误差的初始相位调整方法，

为精密传动系统的装配调整提供了理论指导。 

1  传动误差理论计算 
1.1  瞬时节点轨迹 

主动轮1和从动轮2为一对相啮合齿轮，如图1
所示。O1和O2分别为轮1、2的回转中心，O1′和O2′
分别为轮1、2的基圆中心。在啮合过程中，O1′和O2′
的轨迹分别是以O1和O2为圆心，偏心误差e1和e2为半

径的圆。若O1′和O2′转动至O10和O20位置时，侧隙为
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零，P0为标准啮合时的节点，则O10P0和O20P0分别为

轮1和轮2的分度圆半径R01和R02。 
如图2所示，O1′和O2′为任意位置，其中ψ1是轮1

的任意时刻相对于初始时刻的转角，θ1是轮1初始时

刻偏心e1与O1O2的夹角，ψ2是轮2的任意时刻相对于

初始时刻的转角，θ2是轮2初始时刻偏心e2与O1O2的

夹角。 

轮2 

轮速 

轮1 

2O

2′O

1′O

1O

 
图1  双齿轮偏心误差示意图 
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图2  具有双偏心的齿轮传动误差计算模型 

在此瞬间，两齿轮基圆中心的连线为O1′O2′，两

瞬时节圆的切点为P′。设PP′为此时两齿轮的瞬时啮

合线，且与回转中心连线O1O2交于P点。 
以轮2的旋转中心O2为原点，O1O2为y轴建立坐

标系，基圆中心O1′的坐标(x1,y1)为： 
1 1 1 1sin( )x e ϕ θ= − +                (1) 

1 02 01 1 2 1 1 1cos( )y R R e e e ϕ θ= − − − − + +        (2) 

基圆中心O2′的坐标(x3,y3)为： 
3 2 2 2sin( )x e ϕ θ= +                (3) 

3 2 2 2cos( )y e ϕ θ= +                (4) 

瞬时节点P′的坐标(x2,y2)为： 
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以表1中参数的为例，可描绘出具有双偏心的外

啮合齿轮的瞬时节点轨迹如图3所示。 

表1  偏心啮合齿轮副参数 

偏心 
齿轮 

半径

/mm
偏心量

/mm 
转速 

/rad⋅s−1 
初始相位

/rad 
压力角 

/(°) 

轮1 60 0.04 π/3 7π/18 20 
轮2 45 0.05 π/3 11π/18 20 
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瞬时节点 x坐标  
图3  双偏心齿轮瞬时节点轨迹 

由双偏心齿轮瞬时节点轨迹公式和图形可以看

出，其轨迹由偏心值和半径决定而与齿轮转速无关，

转速决定图形轨迹上的点的运动快慢。同时，由于

偏心的影响，外啮合副齿轮的节点不再是一个固定
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的点，而是以原理想节点为中心，在其周围以一定

的周期规律不停的波动。 
1.2  传动比误差 

在任意时刻时，齿轮啮合副的瞬时传动比为： 
1

21
2

= Ri
R

′
′

′
                   (7) 

理论传动比为： 
01

21
02

=
R

i
R

                  (8) 

传动比误差为： 
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设线段O1′O2′的斜率为K1，PP′的斜率为K2，则： 
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所以传动比误差为： 
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式中， 
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由于 01 02 1 2, ,R R e e>> ，所以将传动比误差简化为： 

21 2 2

011 1 2 2
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以表1的参数为例，代入上式方程，可得双齿轮

偏心齿轮传动比误差曲线与简化后的曲线对比图4。
从图中可知，简化后的传动比误差与未简化的传动

比误差几乎完全重合，两曲线差值的范围约在10−6

内波动，与传动比误差本身差两个数量级，所以在

一般情况下，计算传动误差时可采用简化后传动比

误差公式。 
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图4  精确与简化传动比误差曲线对比 

1.3  传动误差计算 
一对相啮合的齿轮的理想传动比为： 

2
21

1

d=
d

i ϕ
ϕ

                (15) 

而实际传动比为： 
2

21
1

d=
d

i ϕ
ϕ

′
′

′
                (16) 

式中， 1ϕ 是轮1的实际转角； 2ϕ 是轮2的理想转角；

2ϕ′ 是轮2的实际转角。 
所以传动比误差为： 
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2 2 2 2
21 21 21

1 1 1

d d d d= =
d d d

i i i ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

′ ′ −
Δ − − =     (17) 

因此轮2的转角误差为： 
1 

2 21 1
 0

di
ϕ

ϕ ϕΔ = Δ∫               (18) 

在精密传动中，将上节所求得的精确传动比误

差公式代入并通过计算机辅助积分即可得到理论精

确的传动误差结果，如图5所示。 
在精度要求不是很高的情况下，为方便计算，

本文将简化的传动比误差公式代入上式，可得到如

下简化的传动误差公式： 
1 

2 21 1
 0

1
1 1 1

02

2
2 2 2

02

d

[sin( ) sin( )]
cos

[sin( ) sin( )]
cos

i

e
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ϕ ϕ

ϕ θ α θ α
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+ + − + +
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由所求得的简化的双偏心齿轮副传动误差公式

可知，与啮合线向量法所求的结果一致，传动误差

是两正弦函数和常数项构成的周期函数，幅值分别

由主从轮的偏心值决定，频率分别是主从动轮的转

频。由于外啮合副齿轮的从动轮转动方向与主动轮

转动方向不同，所以双偏心齿轮传动误差计算中，

不能将单偏心齿轮时计算所得传动误差直接简单

叠加。 
以表1齿轮参数为例，代入上述传动误差公式，

精确的传动误差和简化的传动误差对比如下： 
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图5  传动误差曲线 

从图中可知，简化后的传动误差与未简化的传

动误差几乎完全重合，两曲线差值的范围约−6″～
+1″内波动，与传动误差本身差1个数量级，所以在

一般情况下，计算传动误差时可采用可简化后传动

误差公式。 

2  双偏心齿轮传动误差仿真 
2.1  理论传动误差仿真验证 

RecurDyn作为多体动力学分析软件，可以对齿

轮的接触进行良好分析[13-15]。以图1理论模型和表1
参数建立双偏心齿轮传动实体模型，如图6所示，并

对两偏心齿轮施加约束，设置接触参数以及添加驱

动并设置驱动参数,设定负载为恒定值。最后仿真曲

线和理论曲线对比如图7所示。 

 
图6  双偏心齿轮实体模型 

通过RecurDyn仿真的传动误差曲线与理论解析

传动误差曲线对比可知，两曲线吻合良好，其中最

大相差值占理论传动误差值的2.508 9%，并通过

MALAB软件用理论公式拟合仿真数据曲线，决定系

数高达0.991 6，从而验证了理论公式的正确性。仿

真传动误差曲线相比理论传动误差曲线有一定微小

量的向下偏移，是因为在仿真过程中，齿轮具有一

定刚度、施加了一定的负载，且必须设置一定的穿

透量。而刚度、负载和穿透量等因素相当于使齿轮

在初始传动时有一定的微小侧隙，因此仿真的曲线

整体向下微量偏移。 
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图7  双偏心齿轮仿真和解析传动误差对比 
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2.2  啮合频率变负载动态传动误差仿真以及与理

论传动误差关系 
在实际工况下，负载为恒定值的情况非常少。

因此，在上述仿真验证的基础上将RecurDyn中的恒

定负载重新设定为啮合频率的变负载。在变负载的

驱动下，从动轮将在齿隙间以负载变动的频率波动，

仿真曲线如图8所示。图中，动态传动误差的下轮廓

线与理论传动误差重合，上轮廓线与理论传动误差

叠加间隙曲线重合。可见，随着间隙量增大，动态

传动误差与静态传动误差差值增大，因此间隙越大，

动态冲击越大。 
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图8  啮合频率变负载动态传动误差仿真 

3  初始相位最优配置 
由于加工误差和装配误差的存在，齿轮偏心无

可避免。但通过传动误差公式可以看出，在既定的

偏心值下，调整偏心的初始相位，传动误差最值呈

正弦函数变化。所以，为了尽可能减少偏心对传动

误差的影响，调整齿轮偏心的初始相位非常有必要。 
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    图9  初始相位优化前后传动误差曲线对比 

将传动误差公式分别对θ1和θ2求偏导： 
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可得： 
1 2=  =n nθ α θ α− + π, + π  

传动误差值最小。 
图9为表1数据的初始相位改变前后传动误差的

对比。初始相位优化后，传动误差的最大幅值从-14
分降低到最大幅值为6′左右，优化效果明显。 

4  结 束 语 
本文在考虑一对啮合的齿轮均有偏心的基础

上，建立传动误差计算模型，用解析法推导了瞬时

节点轨迹、传动比误差和传动误差公式，结果表明

传动误差是两正弦函数和常数项构成的周期函数，

幅值分别与主从轮的偏心值成正比，频率分别是主

从动轮的转频。在外啮合齿轮副中，其传动误差并

非分别两个单偏心齿轮时计算所得传动误差的直接

简单叠加，其中的压力角相位主动轮为正，从动轮

为负。通过与RecurDyn仿真传动误差曲线对比，两

种方法推导的传动误差公式一致，验证了解析算法

的正确性，并根据实际工况，在啮合频率变负载动

态传动误差仿真的基础上，建立了与理论传动误差

曲线的关系。最后在考虑齿轮几何偏心不变的情况

下，分析初始相位对传动误差的影响，并给出了最

佳初始相位，结果表明通过初始相位优化后，齿轮

传动误差可以明显改善。 
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