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基于证据理论和代理模型的QMU分析 
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【摘要】针对结构可靠性或性能评估中的随机和认知不确定性同时存在的情况，根据性能裕量与不确定性量化的概念，

提出了基于证据理论和Kriging代理模型的性能裕量与不确定性量化分析计算方法。该方法首先对随机变量进行抽样并通过优

化求解证据焦元内结构性能响应极值分布并生成训练样本空间，通过最大置信水平期望提高加点准则构建并更新Kriging代理

模型，提高裕量与不确定性量化分析过程中不确定性传播的效率和精度，在此基础上通过计算置信因子实现结构可靠性或性

能评估度量。最后通过算例比较研究了基于置信因子度量结构可靠性和结构非概率可靠性之间的差异。 
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Abstract  The structure reliability or performance assessment of complex systems with both epistemic and 

aleatory uncertainties is a challenge problem for engineering systems. In this paper, an implementation framework 
of systems reliability assessment based on the quantification of margins and uncertainties (QMU) methodology is 
proposed. The description of QMU concept is introduced first, then the Dempster-Shafer Theory of Evidence is 
used to present the presence of aleatory and epistemic uncertainties in the proposed QMU implementation 
framework. To alleviate the computational costs, the Kriging model has been implemented as the surrogate for the 
structure response. Then the structure reliability was presented by a QMU metric in terms of confidence factor(CF). 
The technique is demonstrated by a numerical example to account for the computational efficiency. The  
difference between QMU metric and non-probabilistic reliability methods is discussed 
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不确定性普遍存在于工程结构的分析和设计

中。根据不确定性的不同来源和人们的认知程度，

在工程实际研究中将不确定性分为随机不确定性

(aleatory uncertainty) 和认知不确定性 (epistemic 
uncertainty)[1-2]。传统的结构可靠性分析主要考虑随

机不确定性，一般基于概率方法，需要大量实验样

本构造参数的精确概率分布[3-4]。对于信息难以获取

或掌握信息较少的情况，国内外学者提出了基于模

糊数学、区间分析、证据理论等非概率模型来描述

处理结构可靠性分析中的认知不确定性，并发展了

相应的非概率可靠性指标和分析方法[5-8]。近年来，

美国圣地亚等国家实验室提出了裕量与不确定度量

化(quantification of margins and uncertainty, QMU)的
概念用于具有随机和认知不确定性的禁试武库可靠

性、安全性评估认证以及风险决策[9-10]。国内外学者

围绕随机和认知不确定性分别研究了QMU理论及

其应用于系统性能评估和分析时的具体实施流程。

文献[9]描述了如何采用QMU处理复杂系统的可靠

性以及代替传统可靠性估计的置信度，提出了QMU
方法的关键要素即性能通道、裕量、不确定性。文

献[11]提出的QMU度量指标考虑了系统操作区域和

性能要求的不确定性。文献[12]应用QMU方法研究

了环状结构的可靠性。针对混合不确定性，文献[13]
集成概率区间分析和证据理论研究了可应用于
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QMU的计算工具。文献[14]基于Bayes网络充分考虑

复杂分层系统各级组件的随机和认知不确定性，建

立了QMU方法的Bayes网络框架。 
从上述文献看，不确定性量化与传播是QMU方

法应用于工程实际的关键环节，而实际工程中系统

性能响应常常由隐式模型表示，需进行复杂的数值

模拟计算，因此需要建立代理模型进行不确定性传

播分析从而降低计算成本。本文在QMU概念的基础

上，考虑随机和认知混合不确定性，提出了基于证

据理论和Kriging代理模型的结构性能裕量与不确定

性量化计算方法，以提高不确定性分析精度与效率。 

1  QMU的基本概念与分析流程 
QMU是一套考虑不确定性并以性能阈值和裕

量为关键点的复杂系统风险决策支持方法，如图1
所示，其裕量(M)的定义为系统名义响应值和性能通

道边界阈值之间的距离[9-10]。系统设计或服役结构的

性能是否满足要求通过置信因子CF(confidence 
factor)进行定义度量。置信因子CF定义为性能裕量

M与该性能的不确定度U之比： 
CF M

U=              (1) 

如果对系统评估过程中的不确定性认识量化足

够充分，当置信因子CF＞1时，就判定为可靠；当

置信因子CF≤1时，就判定系统存在失效风险。 
对于复杂系统或大型结构，运用QMU方法评估

其性能状态的分析流程涉及3个环节(如图1所示)：1) 
建立观测清单；2) 建立性能通道；3) 性能裕量预测

及其不确定性量化。对于一般的结构可靠性分析，

如果已知结构性能通道特征方程，即性能响应的功

能函数，则采用QMU进行评估的关键是通过不确定

性传播计算结构响应的不确定性分布。 

2  基于证据理论的混合不确定性分析 
2.1  证据理论的基本原理 

D-S证据理论源于Dempster和Shafer提出的一套

基于“证据”和“组合”来处理不确定性推理问题

的数学方法。由于证据理论能够对各种不完全信息、

不确定信息、不可靠信息甚至冲突信息进行合理的

描述和处理，因而被广泛应用于各种领域的不确定

性研究。其基本原理主要包括基本可信度分配函数、

信任与似然函数[15]。 
设Θ 为识别框架，即对于某一问题或事物所能

认识到的所有可能结果的集合。函数m为从Θ 的幂

集 2Θ 到[0,1]的映射且满足以下3条性质： 
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图1  QMU方法的关键要素流程示意图 
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则函数m为识别框架Θ 上的基本概率分配(BPA)。
( )m A 称为集合A的基本概率分配值，表示对A的信任

程度，其中 ( )m A >0的集合称为该分配函数的焦元。

若B表示识别框架的任一子集，则B的真实程度由信

任函数和似然函数表示： 
Bel( ) ( )

A B

B m A
⊆

= ∑              (3) 

Pl( ) ( )
A B

B m A
≠∅

= ∑
∩

            (4) 

式中， Bel( )B 表示完全支持命题B的证据的基本概

率函数值之和； Pl( )B 是完全或者部分支持命题B的
基本概率函数之和。Bel( )B 和 Pl( )B 分别构成对B信
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任度的下限和上限，记为[ Bel( )B , Pl( )B ]。 
2.2  基于证据理论的不确定性传播模型 

根据证据理论，设不确定性变量Y 的描述用证

据空间 ( , , )mY Y 表示。其中Y 表示不确定性变量Y
的所有可能值的集合，构成Y 的样本空间。令 U 表

示集合Y 的子集，Y 表示子集 U 的可数集合，即Y
的焦元的集合。m 为子集 U 的基本概率分配函数，

满足当 ∈U Y 时， ( ) 0m ≥U ；当 ∉U Y 时， ( ) 0m =U

且对所有 ∈U Y ， ( ) 1m =∑ U 。 

在结构可靠性以及系统性能分析中，需要通过

不确定性传播研究输入参数的不确定性对系统响应

的影响，获得系统响应的不确定性。工程实际中随

机和认知不确定性同时存在，设结构系统的响应函

数抽象为： 

1 2 1 2

( ) ( , )
( , , , , , , , )nX nY

G g

g X X X Y Y Y
= =Z X Y

      (5) 

式中， X 为客观不确定性向量，采用概率分布来描

述其不确定性； Y 为n个证据空间 ( 1 ,Y 1 ,Y 1m ), 
( 2 ,Y 2 ,Y 2m ), , ( , , )n n nmY Y 描述的不确定性变量，其

联 合 证 据 空 间 可 表 示 为 ( , , )mYY Y 。 其 中

1 2 nY= × × ×Y Y Y Y ， 1 2= nY× × ×U U U U ，U ∈Y ，

k k∈U Y ， ( 1,2, , )k nY= ， ( )mY U 为联合BPA，可

以通过下式计算： 

1 2
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根据全概率理论，G小于某个阈值c的概率P可
写为： 
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式中，乘积空间Y中的焦元 iU 的概率等于 iU 的联合

BPA，即 Pr{ } ( )Yi i im=∈Y U U 。根据认知不确定性变

量的性质，响应G小于某个阈值c的概率将会是一个

区间，其边界用信任函数和似然函数度量： 
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改变不同的阈值c，即可得到系统响应G的不确

定性描述。 

3  混合不确定性传播求解方法 
3.1  Kriging代理模型 

根据证据理论很容易求得BAP，记为 ( )i
mY U ，

但 minPr{ ( , ) }i iG c< ∈X Y Y U 为随机变量和区间变量

混合的情况，其上下边界的求解比较困难。针对随

机和区间混合变量，双重循环抽样方法对于大型复

杂的工程问题计算成本太大。为减少采用MCS方法

直接抽样的计算量，Kriging代理模型方法被广泛地

应用于响应函数的近似[16-17]。该方法是一种基于统

计理论的插值技术，建立输入参数和系统响应输出

之间的近似函数关系。响应函数 ( )G x 可通过代理模

型表示为： 
 T( ) ( ) ( )G S= +x f x α x            (10) 

式中，f 
T(x)=[f1(x), f2(x),…, fb(x)]为回归模型的基函

数，是一个确定性部分提供对模拟全局的近似，一

般用x的多项式表示；α为回归模型对应基函数的系

数；S(x)是一个高斯随机过程，提供对模拟局部偏差

的近似，其均值为0，方差为 2σ 。通常情况下多项

式f(x)可以取为平均响应值 μ ，而不影响模拟的精

度，式(10)可改写为： 
( ) ( )G Sμ= +x x               (11) 

对于空间某点x′，系统性能函数的响应可通过

Kriging代理模型的预测值和预测均方差分别表示为： 
T 1ˆ ( ) ( )G μ μ−′ = + −x r R G A           (12) 

T 1 2
2 T 1

T 1

(1 )ˆ( ) 1e σ
−

−
−

⎡ ⎤−
= − + ⎥

⎦
′ ⎢

⎣

A R rrx R r
A R A

     (13) 

式中，r为点x′和样本点之间的相关向量；A是n×1的
单位向量。 
3.2  基于最大置信水平期望提高加点方法 

如何确定Kriging代理模型训练样本的位置和数

量是保证代理模型计算精度和效率的关键。文献[18]
计算结构可靠性时采用自适应抽样方法，采用 大

置信水平期望提高准则建立Kriging代理模型训练样

本的加点方法。 
基于已构建的Kriging代理模型，可通过MCS计

算结构的响应不确定性分布。采用MCS方法通过代

理模型M计算时，假设通过随机抽样得到N个输入向

量Xm=[xm,1, xm,2,…, xm,N]，结构响应函数在点xm,i的预

测值G(xm,i,)为服从分布N( Ĝ (xm,i)， ê (xm,i))的随机变

量。对于样本空间中的第i个样本向量xm,,的结构响应
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预测值可按其是否小于或大于阈值c进行分类。针对

该点的预测置信水平CL(xm,i)可根据正确分类的概

率表示如下： 

,
,

,

ˆ ( )
CL

ˆ( )
( ) m i

m i

m i

G c

e
Φ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
x

x
         (14) 

式中， ( )Φ ⋅ 表示标准正态分布函数；| ⋅ |为求绝对值

符号。式(14)表示在响应预测值 Ĝ (xm,i)<c的条件下，

实际真实值G (xm,i)<c的概率。对于由MCS产生的N
个样本点，根据阈值c正确分类概率获得的置信水平

期望为： 

,
1

1ECL CL( )
N

m i
iN =

= ∑ x         (15) 

ECL表示代理模型替代原响应函数的近似精

度。如果Kriging代理模型M计算响应预测值的近似

精度低于设定的目标值，则需添加新的训练样本点

构建新的代理模型M*。设响应函数在点xm,i处的真实

响应值为 ,( )m iG x ，增加(xm,i， ,( )m iG x )为训练数据后

构建的代理模型M*，其近似精度的置信水平期望提

高可表示为： 
*

,EI( ) ECL( ) ECL( )m i = −x M M       (16) 

由于尚未获得样本点 xm,i 处的真实响应值

,( )m iG x ，式(16)无法直接计算获得，因此通过置信

水平定义EI计算表达式为[18]：  

, , , ,ˆ(EI( ) (1 CL( ))) ( )m i m i m i m ief= − Xx x x x   (17) 

式中， ,CL( )m ix 是样本xm,i的响应值正确分类的概率；

fX(xm,i)是样本xm,i的概率密度函数值； ê (xm,i)为响应

预测值的均方差。式中第一项表示xm,i成为训练样本

后代理模型针对该点预测置信水平提高的潜在值，

前两项相乘表示增加样本点xm,i后获得置信水平提

高潜在值的可能性，第三项表示响应预测值的均方

差对置信水平期望提高的影响。通过式(17)计算

MCS样本xm中每个点xm,i的置信水平的期望提高，其

中使得该值 大的点作为下一个加入Kriging代理模

型的训练样本点，即： 
*

,max EI( )m i=x x             (18) 

3.3  混合不确定性传播计算流程 
基于 大置信水平期望提高准则的自动加点

Kriging代理模型和证据理论，以求解式(9)的似然函

数为例，计算混合不确定性传播的主要步骤如下： 

1) 根据证据理论，计算响应函数中主观不确定

性变量Y 的联合BPA，并确定每个焦元 U i的边界。 
2) 根据随机变量 X 的分布类型，采用拉丁超立

方 抽 样 (Latin Hypercube sample) 方 法 取

( 1)( 2) 2L n n= + + 个样本点 ( 1,2, , )t t L=x ，其中 n
为随机变量 X 的维数。 

3) 采用优化方法计算所抽取样本点在焦元 iU

内对应的响应函数的极值Gmin ( )tx 。 
4) 根据 tx 和 min ( )tG x 建立Kriging代理模型M。 
5) 根据MCS抽样和代理模型，采用MCEI准则

搜寻点x*并计算Gmin(x*)，将该数据加入到原样本中

返回步骤4)，更新代理模型。 
6) 重复步骤4)、步骤5)，直至满足ECL大于设

定的限制。 
7) 根据MCS样本计算响应函数小于阈值c的概

率边界。 
8) 重复步骤3)～步骤7)步计算出每个焦元 iU 内

响应函数的输出不确定性小于某一阈值c的概率边界。 
9) 根据联合BPA和步骤8)步计算结果求解在随

机和认知混合不确定性输入下响应函数的不确定性

分布。 
式(8)表示的信任函数则需将步骤3)～步骤5)中

的求 小值Gmin ( )tx 替换为求 大值Gmax ( )tx ，即可

获得系统响应小于某一特定阈值c的概率下限。 

4  基于证据理论框架的置信因子计算 
从QMU的概念和流程可知，性能裕量M由系统

响应和阈值的估计值描述，不确定性U也由系统响

应和阈值的不确定性进行确定。在证据理论的框架

下，结构性能响应的不确定性分布用似然函数和信

任函数表示。引入安全系数γ，从支撑风险决策的角

度保守估计，针对性能通道上边界阈值要求定义系

统响应估计值和不确定性取值见表1。下边界阈值要

求对应的系统响应估计值和不确定性取值见表2。 
基于表 1 和表 2 的取值，上下边界的性能裕量

M 和不确定性 U 均可由下式计算： 

function T| |M Y Y= −            (19) 

function TU U U= +            (20) 

如果性能通道同时有上下边界阈值要求，表征

系统QMU度量的置信因子则为上下边界置信因子

的 小值。 
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表1  系统响应估计值和不确定性取值(上边界阈值) 

上边界阈值不确定性类型 系统响应估计值 Yfunction 阈值估计值 YT 系统响应不确定性 Ufunction 阈值不确定性 UT 

精确值(固定住) 0.5BelP=  THF  (1 ) / 2 0.5Bel P lP Pγ= + =−  —— 

随机不确定性 

(分布函数) 
0.5BelP=  0.5PF =  (1 ) / 2 0.5Bel P lP Pγ= + =−  0.5 (1 ) / 2P PF F γ= = −-  

混合不确定性 

(似然函数和信任函数) 
0.5BelP=  *

0.5Pl P=  (1 ) / 2 0.5Bel P lP Pγ= + =−  * *
0.5 (1 ) / 2Bel PLP P γ= = −−  

表2  系统响应估计值和不确定性取值(下边界阈值) 

上边界阈值不确定性类型 系统响应估计值 Yfunction 阈值估计值 YT 系统响应不确定性 Ufunction 阈值不确定性 UT 

精确值(固定住) 0.5PlP=  TLF  0.5 (1 ) / 2Bel P lP P γ= = −−  —— 

随机不确定性 

(分布函数) 
0.5PlP=  0.5PF =  0.5 (1 ) / 2Bel P lP P γ= = −−  (1 ) / 2 0.5P PF Fγ= + =-  

混合不确定性 

(似然函数和信任函数) 
0.5PlP=  0.5PF =  0.5 (1 ) / 2Bel P lP P γ= = −−  * *

(1 ) / 2 0.5Bel P lP Pγ= + =−  

 

5  算例研究 
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图2  曲柄滑块机构示意图 

图2为曲柄滑块机构示意图[19]。曲柄的长度为

a，连杆的长度为 b ，其内径为 1d ，外径为 2d ，受

到外力载荷为 F ，连杆的杨氏模量为 E ，连杆的屈

服强度为 S 。它们均为随机变量，其分布参数列于

表3中。此外，滑块与地面NN的摩擦力系数 μ 和偏

移量 e的精确分布不可获知。基于专家经验和有限

的历史数据，变量 μ 和 e的区间和BPA可以获得，它

们的BPA及其联合BPA分别列于表4和表5中。针对连

杆的强度，传统的结构可靠性分析定义极限状态函

数为材料的强度与 大应力之间的差，即： 

1 2 2 2 2
2 1

4 ( )( , )
( ( ) )( )

P b ag S
b a e e d dμ

−
= −

π − − − −
X Y  (21) 

文献[19]基于证据理论采用UAA方法求解了上

述极限状态函数的非精确概率可靠性。本文根据

QMU方法的框架，以连杆的 大应力作为系统的性

能响应函数Y，S作为性能响应函数的上边界阈值，

采用置信因子评估结构的可靠性。 

2 2 2 2
2 1

T

4 ( )
( ( ) )( )

P b aY
b a e e d d

Y S
μ

−⎧ =⎪
π − − − −⎨

⎪ =⎩

     (22) 

表3  曲柄滑块机构中随机变量 X 的分布参数 

随机 
变量 变量符号 均值 标准差 分布类型 

1X  a /mm 100 0.01 正态分布 

2X  b /mm 400 0.01 正态分布 

3X  P /KN 280 28 正态分布 

4X  E /GPa 200 10 正态分布 

5X  S /MPa 290 29 正态分布 

6X  1d /mm 60 3 正态分布 

7X  2d /mm 25 2.5 正态分布 

表4  曲柄滑块机构算例认知不确定性变量 

主观变量 变量符号 区间 BPA 
[100,120] 0.2 
[120,140] 0.4 1Y  e  
[140,150] 0.4 
[0.15,0.18] 0.3 
[0.18,0.23] 0.3 2Y  μ  

[0.23,0.25] 0.4 

表5  曲柄滑块机构认知变量的联合BPA 

1Y  
2Y  

[100,120]  [120,140]  [140,150]  

[0.15,0.18]  0.06 0.12 0.12 

[0.18,0.23]  0.06 0.12 0.12 

[0.23,0.25]  0.08 0.16 0.16 
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由上述自动加点Kriging代理模型方法计算得到

的系统响应函数的不确定性分布由信任函数和似然

函数描述如图3所示，其中虚线表示系统响应Y的信

任函数和似然函数，实线表示阈值YT的累积概率分

布函数。 
根据表1和式(10)～式(20)提供的计算方法，取

不同的安全系数γ得到的系统QMU分析结果如表6
所示。根据QMU的概念，当置信因子CF＞1时，判

定为可靠；当置信因子CF≤1时，判定系统存在失

效风险。表6中当风险决策时的安全系数γ=0.95时，

置信因子CF＜1，说明系统存在失效风险，当可接

受的决策风险变大，即安全系数降低时，置信因子

CF＞1，说明系统可靠为可接受状态。算例表明安

全系数的大小与QMU分析得到的置信因子密切相

关，从一定程度上表示了风险决策者对系统决策风

险的可接受程度。 
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图3  系统响应函数和阈值的不确定性分布 

表6  不同安全系数取值计算得到的CF 

γ M U CF 

0.95 133.5 138 0.967 4 

0.9 133.5 117.5 1.136 

0.8 133.5 93.5 1.428 

 
从结构可靠性分析的视角出发，根据蒙特卡洛

方法式(21)定义的极限状态方程，可得到响应失效概

率的真实值介于信任函数与似然函数值之间，即
4 34.68 10 1.164 8 10fP− −× ×≤ ≤ 。说明滑块存在较低

的失效概率。γ=0.95时的置信因子CF能够反映出系

统的失效状态，这与传统可靠性分析的结果相一致。 
由于本例中系统响应函数是认知不确定性变量

e和 μ 的单调函数，函数的极值出现在两个变量的

端点处。因此不考虑优化求极值过程，采用基于

Kriging方法调用系统响应函数的次数为2×9×50= 
900(每个焦元建立代理模型的训练样本数为50)，而

采用MCS方法9个焦元计算信任与似然函数分布共

需极限状态函数次数为 69 10× 。这说明本文建立的

基于Kriging方法用于随机和认知混合不确定性下的

QMU分析具有很好的可行性。 

6  结 束 语 
本文建立的基于证据理论和代理模型能够有效

处理混合不确定性的传播计算，从而支撑系统QMU
分析过程中的不确定性量化这一关键要素。算例研

究表明，基于 大置信水平期望提高加点的Kriging
模型在处理混合不确定性分析方面具有较高的精度

和效率。QMU是一套考虑不确定性并以性能阈值和

裕量为关键点的复杂系统风险决策支持方法，算例

分析表明QMU方法可作为传统可靠性分析的补充，

用于度量系统可接受风险时的可靠性分析。 
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