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【摘要】近年来，不同添边规则下的网络渗流特征得到了广泛研究，但系统初始条件对渗流变换的影响少有关注。该文

研究了初始分支尺度服从指数分布条件下的经典ER(Eröds-Rényi)渗流过程，通过分支凝聚过程的斯莫洛科夫斯基方程解析分

析发现，与经典ER渗流过程相比，尽管渗流仍然连续，但在相变点附近，分支尺度分布不再服从幂律分布，同时，敏感度在

相变点也不再满足居里-外斯定律。 
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Abstract  Recently, the extensive researches have done on percolation characteristics of different rules. 

Nevertheless, the impact of initial size distributions on percolation transition is rare in concern. In this paper, we 
investigate a modified ER (Eröds-Rényi) percolation process, in which the initial size distributions is set to 
exponential distribution. Through the analysis of Smoluchowski equation, it is found that although percolation 
transition is continuous compared to classical ER percolation process, the distributions of cluster size do not 
comply with the power-of distributions near the critical point, and both analytical and simulation results reveal that 
susceptibility does not satisfy the Curie-Weiss law. 
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渗流是描述非平衡态系统相变的基础性模型[1-2]。

为描述流体在多孔介质中的流动行为，文献[3]首次

引入了渗流概念。文献[4-5]研究了随机网络模型(经
典ER渗流模型)：初始系统由 N 个完全孤立的顶点

组成，以完全随机的方式在任选的两顶点间逐步添

边。结果表明：1) 序参量随添边密度的演化行为是

连续相变过程；2) 在相变点附近，分支尺度分布服

从幂律分布；3) 敏感度在相变点满足著名的居里-

外斯定律。 
经典ER渗流模型是研究真实系统(如多孔岩

石[1]、森林火灾[6]、电阻网络[7]、疾病传播[8]、社会

网络[9]等)突变行为的重要理想模型。由于其规则的

简单性，对用数学与统计物理方法研究自然界中广

泛存在的相变现象有着重要指导意义。文献[10]对经

典ER渗流模型进行简单修改，发现了有趣“爆炸渗

流”现象，引起了人们对网络渗流的广泛兴趣，获

得了许多研究成果[11-12]。 
然而，目前提出的所有渗流模型中，总假定系

统起始于孤立顶点和单一的演化规则。事实上，大

量真实系统生长演化过程的初始状态并不都是由孤

立顶点组成的简单系统，同时演化规则可能呈现阶

段性变化。因此，研究渗流现象，应该考虑不同的

初始条件和混合演化规则。文献[13-14]开始研究系

统初始条件对网络渗流的影响，在一个特定的模型

上，研究了初始分支尺度分布为幂律的情况下对连

续渗流和爆炸渗流的影响。结果表明：不同的初始
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幂律指数将对渗流的相变点、相变点处的分支尺度

分布、最大分支的临界奇异性、各种临界指数、以

及敏感度等产生影响。 
该文进一步研究初始分支尺度分布为指数的情

况下，初始条件对经典ER渗流过程的影响。通过解

析分析和数值模拟发现: 1) 渗流变换仍然属于连续

的二阶相变；2) 在相变点附近，分支尺度分布不再

具有严格的幂律分布特征，出现了幂律弯曲现象；

3) 敏感度在相变点不再满足居里-外斯定律。这说

明网络渗流的性质，不仅取决于模型的添边规则，

而且还取决于系统中分支尺度的初始分布状况。对

该现象的深入研究有助于深刻认识和理解复杂网络

渗流过程。 

1  模型描述 
设时间 t 表示系统中的边数与系统总顶点数的

比值，s表示系统中连通分支的尺度，序参量 ( )S t 表

示最大连通分支尺度与系统总顶点数的比值，定义

( , )P s t 为 t 时刻从系统中任取的一个顶点属于尺度

为 s 连 通 分 支 的 概 率 。 在 0t = 时 刻 ， 假 定

0( ,0) e sP s a τ−= ，其中 0a 是大于零的正常数，τ 是初

始时刻分布指数。 0a 与τ 的设置需保证系统中初始

时刻最大分支尺度为微观，即 ~ 0S 。同时假定渗流

过程的演化规则与ER随机规则相同。 

2  序参量 ( )S t  
在热力学极限下，系统中分支聚集的动力学方

程(斯莫罗科夫斯基凝聚方程[15])为： 
1

1

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )
s

u

P s t s P u t P s u t sP s t
t

−

=

∂
= − −

∂ ∑    (1) 

为了对方程作解析分析，引入如下生成函数： 

1

( , ) ( , ) s

s

z t P s t zρ
+∞

=

= ∑           (2) 

将式(2)代入式(1)，得到生成函数微分方程： 

[ ]( , ) ( , )2 1 ( , )
ln

z t z tz t
t z

ρ ρρ∂ ∂
= − −

∂ ∂
        (3) 

通过Hordgraph变换[16]，得到式(3)的解为： 
ln 2 (1 ) ( )z t gρ ρ= − +            (4) 

其中， ( )g ρ 由分支尺度初始分布确定。 
设初始分布 0( ,0) e sP s a τ−= ，那么： 

0 ln
(1,0) ( ,0)=

(ln )
a z

z
z

ρ ρ
τ τ

−
−

 

由此求出： 
2

0

(1 )1
(1 )

nz
a

ρ τ
ρ τ

− −
=

− −
 

式(4)中，令 0t = ，有 ln ( )z g ρ= ，因此得： 
2

0

(1 )( )
(1 )

g
a

ρ τρ
ρ τ

− −
=

− −
           (5) 

将(5)代入(4)，得： 
2

0

(1 )ln 2 (1 )
(1 )

z t
a

ρ τρ
ρ τ

−
= − −

− −
         (6) 

式(6)中，令 1z = ，当 ct t≥ 时，考虑到1 ( )S tρ− = ，得： 
2

0

0 2 StS
a S

τ
τ

= −
−

             (7) 

由式(7)得： 
2

02
( )

2
a t

S t
t

τ
τ
−

=               (8) 

图1为序参量 ( )S t 随时间 t 变化曲线的理论值与

实验值的比较，在相变点附近理论曲线和数值实验

曲线符合得较好，其中 0 0.045aτ = = ， 510N = 。 
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     图1  序参量 ( )S t 随时间 t 变化曲线的理论值 

 与实验值的比较 

3  分支尺度分布函数 ( , )P s t  
( , )P s t 是关于 t 的解析函数。所以， ( , )P s t 在

0t = 的幂级数展开为： 
2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )P s t A s A s t A s t= + + +     (9) 
在 初 始 条 件 0( ,0) e sP s a τ−= 下 研 究 系 数

0
1 ( , )( )
!

n

n tn

P s tA s
n t =

∂
=

∂
。 

3.1  分支尺度分布函数 ( , )P s t 的一阶近似 
由演化方程式(1)得到： 

1

1 0 0 0
1

( ) ( ) ( ) 2 ( )
s

u

A s s A u A s u sA s
−

=

= − −∑      (10)  

将式(10)改写并将初始分布代入得到： 
2 2

01( ) ~ e sA a ss τ−  

特别地，当 1t << 时，忽略高阶无穷小量，得到
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分支尺度分布的渐进线性分布表达式： 

 2 2
0 0e( , ) es ssP t a as tτ τ− −≈ +  

3.2  分支尺度分布函数 ( , )P s t 的二阶近似 
由演化方程式(1)得到： 

1

2 1 0 1
1
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−

=

= − −∑      (11) 

将式(11)改写为： 
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所以： 

3 3
2 0

1 1( ) e e 2es s sA s a s sτ τ τ

τ τ
− − −⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

3 4
0

sa s e τ−≈  

由此获得了分支尺度分布的二阶近似表达式为： 
2 2 3 4 2

0 0 0( , ) e e es s sP s t a a s t a s tτ τ τ− − −≈ + +      (12) 

对于一般的系数 ( )nA s ，同样可以计算出来，但

考虑到 1t << ，所以不再计算，只考虑分支尺度分布

的一阶或二阶近似。 
从式(12)可以看出，分支尺度分布并非指数分

布，也非幂律分布。这和经典ER渗流模型中分支尺

度在相变点附近服从幂律分布相违背。在图1的参数

与系统规模设置下，本文对系统在相变点附近的分

支尺度分布进行了数值实验，其中 0 0.045aτ = = ，
510N = 。图2a表示系统初始时刻分支尺度分布，属

于指数分布；图2b～图2d分别表示系统在临界点 ct
左邻域、临界点和右邻域中3个特定点处的分支尺度

分布。从图中不难看出，分布曲线不是标准的幂律

分布曲线，而是具有幂律弯曲现象，同时也不是指

数分布曲线。 
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图2  在相变点附近系统分支尺度分布曲线图 

4  敏感度 ( )tχ  
在网络渗流中，敏感度为随机选择一个顶点所

属分支尺度是平均分支尺度的概率，即 ( , )P s t 的一

阶矩： 

1

( , )P
s

s sP s tχ
+∞

=

=< > = ∑          (13) 

由斯莫洛科夫斯基凝聚方程，可以推出 χ 与 S
的关系为： 

( ) 2 2P
S t S s S

t
χ∂

= < > =
∂

        (14) 

将
2

02
2

a t
S

t
τ
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= 代入式(14)，得到： 

2

2
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τ
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显然，当
2

02
t

a
τ

= 时， ( )tχ 发散，由此，可以断

定相变点应该为： 
2

02ct a
τ

=               (16) 

同时，根据式(15)和式(16)，不难发现敏感度在

相变点附近不满足居里-外斯定律：
1

ct tχ −−∼ ，这

和经典ER渗流结果相违背。 

对 0ε∀ > ，令 ct t ε= + ，即
2

02
t

a
τ ε= + ，由式(8)，

得到
2

0
3

0

2
2

a
S

a
ε

τ ετ
=

+
，显然，这是关于ε 的一个连续

函数。当 0ε = 时， 0S = ，说明初始条件为指数分

布下的经典ER渗流仍然为连续渗流。 

5  结 束 语 
网络渗流的研究方法与结果可以为统计物理相

变问题研究提供借鉴，同时，在传播动力学、基础

设施级联失效、网络同步等问题的研究中有其重要

应用。特别是近年来，人们在应用网络渗流研究人

脑科学、人体基因科学以及寻找复杂网络的关键节

点等方面都取得重要进展[17-19]。本文研究系统初始

状态对渗流变换的影响，不仅对深入认识网络渗流

的特征具有重要的理论意义，而且也具有一定的现

实意义，如在疾病传播过程中，不同的初始感染比

例及病毒携带者在人群中的分布状况对疾病的扩散

会产生不同的影响，对其作优化控制，可以消除或

减缓疾病传播。 
目前，研究各种初始状态对网络渗流的影响还

主要停留在数值模拟层面，本文的理论分析是一个

重要尝试，如何把数值模拟与理论分析相结合，这

是值得进一步探讨的问题。此外，研究初始条件对

不连续渗流的影响也是今后研究的一个方向。 
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