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旋磁各向异性非均匀球体电磁散射特性 
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(电子科技大学电子工程学院  成都  611731) 

 
【摘要】应用T矩阵方法推导了旋磁各向异性径向非均匀球体散射场的解析解。置于自由空间的球形结构被分为N个区域，

每个区域的材料参数为标量电导率和旋磁张量磁导率。根据球矢量波函数理论将入射场，散射场以及球体内部各个区域的电

磁场展开为球矢量波函数的线性叠加，最后通过匹配边界条件求得散射系数。雷达散射截面数值结果与有限元方法得到的数

值结果有很好的吻合，验证了公式的正确性与有效性。最后给出几个新的算例分析了旋磁非均匀球体的散射特性。 
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Abstract  In this paper, we present an analytical T-matrix solution of Mie type for electromagnetic (EM) 

scattering by a radially multilayered gyromagnetic anisotropic sphere. A sphere located in free space is divided into 
N regions, each region is characterized by scalar permittivity and gyromagnetic permeability tensor. Based on the 
vector spherical wave functions (VSWFs) theory, the incident field, scattered field, and the field inside the sphere 
are expanded as linear combination of VSWFs. The scattering coefficients and unknown expansion coefficients of 
each layer are calculated by matching the boundary conditions on the discontinuous surfaces. According to the 
derived formulations, the numerical results of radar cross sections (RCS) given by proposed analytical method is in 
good agreement with those computed by finite element method (FEM). Several calculation examples for some 
specific cases are also presented to investigate the EM scattering characteristic of multilayered gyromagnetic 
sphere. 

Key words  anisotropic media;  electromagnetic scattering;  gyromagnetic media;  Mie theory;  vector 
wave functions 

 

                                                        
收稿日期：2017 − 02 − 21；修回日期：2017 − 10 − 18 
作者简介：曹雷(1988 − )，男，博士，主要从事电磁理论方面的研究. 

针对各向异性媒质的光或者电磁散射特性研究

一直都是物理界和工程界的研究热点，因为各向异

性媒质在光学、生物学、医学以及纳米科学等领域

都有着广泛而有前景的应用。文献[1]提出了均匀球

形媒质对于平面波的散射理论，称之为Mie散射理

论。随后许多研究者在Mie散射理论基础上对各向同

性多层非均匀球体的电磁散射特性进行了研究[2-3]。

除了对各向同性媒质散射特性的研究，研究者还根

据Lorenz-Mie散射理论，应用不同的方法给出了各

向异性媒质中电磁场的解析解，如：并矢格林函数

结合变化的球矢量波函数的方法[4]，应用球矢量波

函数结合傅里叶变换的方法[5-6]，T-矩阵方法[7-8]。近

几年，学者们也提出了一些新的方法用于对各向异

性媒质电磁特性的研究，如：使用频域鞍点估算法

对外加单轴电各向异性涂层电大尺寸复杂目标散射

场的计算 [9]，非均匀各向异性目标电磁散射的

Nystom解[10]，各向异性媒质的光学定理[11]，尺度变

换方法[12]，应用状态空间法对双轴双各向异性媒质

电磁特性的研究[13]。应用球矢量波函数结合傅里叶

变换的方法对不同结构的球形等离子体的电磁散射

特性进行了研究，包括：等离子各向异性球体[14]，

等离子各向异性球壳[15]以及等离子各向异性非均匀

多层球壳[16]。文献[17]根据球矢量波函数的完备性

与正交性给出了光各向异性磁性球体中电磁场的解

析解，其方法避开了冗长而复杂的积分运算，在数

值精度上有较大的优势。随后文献[18]将该方法应用
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在旋电各向异性球体的研究中，给出了完整的理论

公式和数值结果。 
本文将文献[17]的方法进行推广并用于研究径

向非均匀多层旋磁介质球的电磁散射特性。具体地，

根据Lorenz-Mie散射理论和球矢量波函数理论，多

层球球心区域的电磁场被展开为第一类球矢量波函

数的线性叠加，球壳区域电磁场展开为由第一类和

第三类矢量波函数的线性叠加。而入射场和散射场

分别由第一类和第三类球矢量波函数进行展开。最

后在不连续表面匹配边界条件得到各个区域的展开

系数以及散射系数。随后，计算了非均匀旋磁球体

的双站雷达散射截面，并与有限元法得到的数值结

果进行对比，结果吻合很好，验证了公式推导的正

确性和有效性。最后给出了几个新的算例，用于分

析旋磁各向异性多层球体的物理特性以及在减弱和加

强雷达散射截面中可能的应用前景。 

1  基本模型 
首先考虑旋磁各向异性球体，其电磁参数为标

量电导率 和张量磁导率 μ，假设时谐因子为 ie tω− ，

μ在直角坐标系下的表达式为： 
i 0
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根据文献[17]，旋磁介质球中的电磁场在球坐标

系下可以表达为具有不同特征值 lk 的球矢量波函数

的线性叠加，具体的H和E的表达式为： 

(1)
,

,

,(1) (1)
,

00, (1)
00

(1) (1)
, ,

,

[ ( , )

( , ) ( , )]

[ ( , )]

i [ ( , ) ( , )]

s
mn l mn l mn l

n m l l

mn l
mn l mn l mn l

l

ls
l l

l l l

mn l mn l mn l mn l mn l
n m l

E d k
k
w

c k k

w
k

k

E c k d k

ωε
α

λ

ωε
α

λ

α

= − +

+ −

= − +

∑ ∑

∑
∑ ∑

Η M r

N r L r

L r

E M r N r

 

 (2) 
将文献[17]用于研究径向多层结构的旋磁各向

异性球体。图1为径向多层非均匀球形结构的平面

图。层数N可以取任意值。散射体置于自由空间中，

球心与坐标原点重合。区域0为自用空间，其介电常

数和磁导率分别为 0ε 和 0μ 。而对于区域 p ，其电磁

参数分别为 psε 和 pμ ，其中 pμ 表达式和 μ 完全一

致，除了用于标记区域的下标 p ， 1,2, ,p N= 。 

2  多层旋磁球内部场展开式 
如图1所示，在区域N( 0 Nr a≤ ≤ )，即多层球的

球心区域，因为包括了原点，考虑到在电磁场在原

点取值必须为有限值，所以这里只采用第一类矢量

波函数对区域N的电磁场进行展开，其表达式与式(2)
相同，并增加了区域下标N： 
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图1  多层球形结构的几何模型 

在区域p( 1p pa r a+ ≤ ≤ ，p=1,2,…,N−1)，因为不

包括原点，第一类和第三类Bessel都为有限值，考虑

到球矢量波函数的完备性，区域p中的电磁场需要展

开为第一类和第三类球矢量波函数的叠加，具体表

达式为： 
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因为 0mn⋅ ≠L∇ ，可知 0p⋅ ≠H∇ ，这与各向同
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性媒质中磁场散度为零不同，也体现了旋磁媒质特

殊的电磁特性。 

3  散射场和入射场的展开 
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图2  平面波照射到球体的球坐标系示意图 

图2为平面波照射到球体的球坐标系示意图。自

由空间中的散射场 sca sca( , )E H 与Mie理论中的表达

式相同[19-20]，根据矢量波函数理论，可将散射场展

开为： 
(3) (3)

sca 0 0
,

(3) (3)0
sca 0 0

,0

i [a ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )]

mn mn mn mn mn
n m

mn mn mn mn mn
n m

E k b k

k
E b k a k

ωμ

⎧ = +
⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

∑

∑

E N r M r

H N r M r
(5) 

式中， 2 2
0 0 0k ω ε μ= 。波矢量为k0的平面波照射到多

层球体结构，入射场 inc inc( , )E H 的表达式为： 
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式中， ( )k kp pθ φ= +p θ φ 为归一化复极化矢量；E0

是入射场的幅度。同样的，根据矢量波函数理论[21]，

inc inc( , )E H 可以展开为： 
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 (7) 
式中，展开系数pmn和qmn可以在文献[17]中找到；双

求和符号
,n m

∑中的下标 n 的取值为1～ cn  (截断常

数)；对应每个n，m的取值为−n～n。 

4  匹配边界条件 
入射场、散射场、以及球体内部各个区域场都

已展开为球矢量波函数的叠加形式。下面通过匹配

边界条件来确定各个内场区域的展开系数以及散射

系数。在不连续表面 pr a= ，根据电磁场切向连续

性，可以得到： 
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式中 2,3, ,p N= 。在球体的最外层表面 1r a= ，

边界条件为： 
inc sca 1
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将电磁场展开式(4)带入式(8)，经过化简，并考

虑等式两边对应分量相等，可以得到以下矩阵递推

公式： 
  1, 1 ,p p p p p p− −⋅ = ⋅T X T X           (10) 

式中， 2,3, ,p N= ；T 矩阵具体表示为： 
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T中的矩阵元素具体为： 
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式中， ( ) ( )n nz zj zψ = 和 (1)( ) ( )n nz zh zξ = 分别为第一类

和第三类球Riccati-Bessel函数。根据递推公式可以
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得到： 
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在分界面 1r a= 匹配边界条件，可以得到： 

(1,1)(1,1) (1) (3)1
,, 1 1

1

(1,1)(1,1) (1) (3)1
,, 1 1

1

(1,1)(1,1) (1) (3)1
,, 1 1

1

1

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

n
mn lmn mn l l l mn

ln

n
mn lmn mn l l l mn

ln

n
mn lmn mn l l l mn

ln

n

x
a A A p

x

x
b B B q

x

x
a C C p

x

x

ξ
α α

ψ

ξ
α α

ψ

ξ
α α

ψ

ξ
ψ

′⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥′⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

′
′

∑

∑

∑
(1,1)(1,1) (1) (3)

,, 1 1
1

( )
( )

mn lmn mn l l l mn
ln

b D D q
x

α α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎡ ⎤

+ + =⎪⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎩

∑

  (14) 

式中， 1 0 1x k a= ，表示球体的电尺寸。 

将式(13)代入式(14)，并求解线性方程组，可以

得到散射系数 ,mn mna b 以及球心区域展开系数 Nα 。

根据递推关系式(10)，当求得展开系数 Nα 后，可以

采用由内向外递推的方式以获得区域 1N − 到区域1
的场展开系数。并且，根据已经求得的散射系数 mna 、

mnb ，可以对雷达散射截面进行计算，其定义为[21]： 
2

sca2
2

inc

lim 4π
r

rσ
→∞

=
E

E
            (15) 

当 r → ∞ 时，球矢量波函数在远场的近似表达

式可以在文献[22]中找到。 

5  数值结果 
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图3  2层球形结构的归一化雷达散射截面数值结果与有限

元方法计算结果的对比图 

通过数值计算对旋磁非均匀介质球的雷达散射

截面进行分析和讨论。根据已经得到的公式，可以

计算空间任意点的场值。对于入射场，假设其幅度

为1，极化方向沿着 x 轴，传播方向为 z 轴正方向，

即 0 1, 1, 0E p pθ φ= = = 。球体结构的大小由电尺寸所

描述 0 2π /p p px k a a λ= = ，介电常数统一假定为 

0psε ε= ，其中 1,2, ,p N= 。由Lorenz-Mie理论知

道，线性展开式(3)和式(4)是收敛级数，因此可以对

展开式进行截断以便于实际的计算。本文的截断常

数为 cn [17]： 
1/ 3

1 14 2cn x x= + +            (16) 

实际计算中，递推式中不同区域的矩阵T 需要

有相同的维度，那么各个区域中电磁场展开式的截

断系数 cn 应该具有相同的值，为了获得足够的精度，

本文采用最大电尺寸 1x 计算截断常数 cn 。 
为了验证本文公式的正确性和有效性，首先将2

层旋电介质球雷达散射截面的数值结果同有限元仿

真结果进行对比，观察到雷达散射截面在E面和H面

都具有很好的吻合，如图3所示。其中电尺寸为：

1 2πx = , 2 1.5πx = ；材料参数为 1sμ = 2sμ = 0μ , 

1κμ = 2κμ =2, 1rμ = 3.14 + 2.0i， 2rμ  = 6.28 + 2.0i。  
这在一定程度上证明了公式的正确性和数值计算的

有效性。下面给出3个新的算例研究该散射结构的远

场特性，并分析材料参数 rμ 和 κμ 的改变对雷达散射

截面的影响。 
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图4  3层单轴各向异性球体在E面和H面的双站雷达散射截面 
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图4给出了3层单轴各向异性磁球在E面和H面

的双站雷达散射截面图，电尺寸和材料参数为：

1 πx = , 2 0.8πx = , 3 0.6πx = , 1 05sμ μ= , 2 07sμ μ= , 

3 09sμ μ= , 0pκμ = ( p =1,2,3)。其中根据不同的 

ps prμ μ ( p = 1,2,3)画出了3条雷达散射截面曲线图。

由图4可以看出，当 ps prμ μ 的值从 05μ 增加到 09μ 时，

E面的谐振角往左有明显的偏移，而在H面，谐振角

往右有着明显偏移。 
图5给出了3层旋磁各向异性球在E面和H面的

雷达散射截面图，该散射结构的电尺寸和图4相同，

1 0sμ μ= ， 2 03sμ μ= ， 3 05sμ μ= 。对于每一层的电磁

参数， 03ps prμ μ μ= ( p =1,2,3)，而 ps pκμ μ 选取了4组
参数，变化范围为 0μ 到 02.5μ 。从图5可以看出随着

ps pκμ μ 的增加，E面和H面的雷达散射截面有着不规

则的变化。因此可以预见通过改变 ps pκμ μ 的值来对

散射场进行控制有困难。 
图6给出了一个中等电尺寸的5层无耗旋磁媒质

球在E面和H面的雷达散射截面，材料参数为表1所
示。从图6可以看出，当电尺寸变大以后，雷达散射

截面曲线变得十分振荡，这与图4和图5有所不同。

同时也可以看出当入射波长和散射体大小相当时，

雷达散射截面图的分布特性。 
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图5  3层旋磁各向异性球体在E面和H面的双站雷达散射截面 

表1  5层无耗旋磁各向异性球体的电尺寸以及材料参数 

区域 x μs μsμr μsμκ 

1 2π μ0 3μ0 2μ0 

2 1.7π 3μ0 3μ0 2μ0 

3 1.4π 5μ0 3μ0 2μ0 

4 1.1π 7μ0 3μ0 2μ0 

5 0.8π 9μ0 3μ0 2μ0 
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图6  5层无耗旋磁各向异性球体在E面和H面的双站雷达散

射截面 

6  结 束 语 
本论文以T矩阵方法为基础，得到了旋磁各向异

性非均匀球体散射特性的新的解析解。根据 Lorenz- 
Mie 散射理论，入射场、散射场以及球体内部各区

域的场被展开为球矢量波函数的线性叠加形式。通

过在非连续表面匹配边界条件得到各区域场的展开

系数以及散射系数。通过与有限元法计算得到的雷

达散射截面数值结果进行对比，很好地验证了本文

公式的正确性和有效性。最后通过几个算例对该模

型的电磁散射特性进行了详细分析和讨论。对于旋

磁材料，利用球形多层非均匀结构，可以实现对雷

达散射截面的增强或者减弱的优化设计。 
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