
  第 47 卷  第 6 期                          电 子 科 技 大 学 学 报                             Vol.47  No.6   
    2018年11月             Journal of University of Electronic Science and Technology of China               Nov. 2018 

 

·通信与信息工程· 

适用于低频问题的多层复源点方法 

宋连宁，李先进，胡  俊，聂在平  
(电子科技大学电子科学与工程学院  成都  611731) 

 
【摘要】该文将多层复源点(MLCSP)方法用于求解理想导体目标的增量电场积分方程(AEFIE)。AEFIE将待求问题的电流

和电荷进行分离，使用合适的频率归一化因子来平衡电场积分方程(EFIE)的磁矢量位和电标量位，使之成为解决低频问题的

一种有效手段。为了降低AEFIE-矩量法(MoM)的复杂度，使用复源点(CSP)分别展开AEFIE的磁矢量位和电标量位，并构造了

用于MLCSP的聚合矩阵以加速其矩矢相乘。数值算例表明，在求解低频电磁散射问题及电路问题时，该方法计算结果准确，

其计算量和计算机内存需求可降低至O(N)量级。 
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Abstract  The multilevel complex source point (MLCSP) method is used to solve augmented electric field 

integral equation (AEFIE) for perfect electric conduct target. As an effective solution of the low-frequency problem, 
AEFIE separates current and charge to avoid the imbalance between the vector potential and the scalar potential in 
the conventional electric field integral equation (EFIE). In order to reduce the computational complexity of method 
of moment (MoM) for AEFIE, the vector potential and scalar potential are expanded by complex source point 
(CSP). Then, an aggregation operator is introduced to form a multilevel algorithm for acceleration the 
matrix-vector products. The numerical results showed that, the accuracy of the method is very high when solving 
low frequency electromagnetic scattering problems and circuit problems, while computational complexity can be 
reduced to O(N)level. 
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随着电子技术的发展，低频电磁目标和小尺寸

电子器件的数值仿真分析方法受到越来越多的关

注。然而，在工程领域广泛使用的基于电场积分方

程(EFIE)的矩量法(MoM)[1]在使用RWG基函数[2]时，

必须使用高密度的剖分网格以精确模拟细微目标的

结构。随着网格的不断缩小，方程中的矢量磁位贡

献不断变小并被最终标量电位湮没，EFIE矩阵条件

数不断上升，将最终陷入所谓的“低频崩溃”中[3-4]。 
为了克服低频崩溃问题，学者们通常在RWG基

函数的基础上采取loop-tree，loop-star分解的方法分

离电和磁的物理贡献[5-6]，并使用Calderón预条件以

获得良好的矩阵形态 [7-9]。然而使用 loop-tree，
loop-star方法不可避免地需要进行繁琐的loop基函

数和tree基函数搜索，这种搜索在目标尺寸增大和含

有分枝结构时变得十分困难。为了简化电和磁的分

离过程，近年来学者们从分离电流和电荷的角度又

取得了一系列成果。例如分离位积分方程(separated 
potential integral equation, SPIE)[10]、电流电荷积分方

程(current and charge integral equation, CCIE)[11]、增

量电场积分方程(AEFIE)[12]等均可以改善EFIE的低
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频崩溃问题。其中，AEFIE将电荷作为额外的未知

量引入方程之中，通过强加电流连续性条件和频率

缩放获得了稳定的系统方程，其阻抗矩阵为鞍点矩

阵，可以通过专门的预条件加速迭代收敛速度，并

且矩阵系统中有一半为稀疏矩阵，内存占用较低。 
随着计算量的增加，诸多快速方法也被应用到

AEFIE当中。如低频多层快速多极子算法 (low- 
frequency multilevel fast multipole algorithm, 
LF-MLFMA)[13]，积分方程快速傅里叶变换(integral 
equation fast Fourier transform, IE-FFT)[14]，多层快速

笛卡尔展开算法 (multilevel accelerated cartesian 
expansion algorithm, MLACEA)[15-16]，以及多层自适

应交叉近似(multilevel adaptive cross approximation, 
MLACA)[17]等。其中前3种方法在计算电小问题时均

可以获得O(N)量级的复杂度。最近，一种基于复源

点(CSP)的方法应用在了电磁场分析中[18-19]。由于复

源点波束是麦克斯韦方程的精确解，因此可以用定

义在等效面上的复源点展开基函数与外界的互作

用[20-21]，并将基函数间的远场阻抗矩阵表示为这些

复源点之间的相互作用。本文将使用多层复源波束

(MLCSP)法加速AEFIE，并通过数值算例对低频问

题的MLCSP方法进行分析和验证。 

1  增量电场积分方程的矩量法 
对处于自由空间的理想金属目标，利用目标表

面的边界条件，可以得到其表面电流 ( )′J r 满足的电

场积分方程： 
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式中，
0ie( , )

4π

k R

G
R

′ =r r ；R ′= −r r 为自由空间中的标

量格林函数； 0k 、 0η 分别是自由空间的波数和波阻

抗； iE 表示入射电场； r、 ′r 分别表示观察点和源

点的位置。 
由于前述原因，为了克服低频崩溃问题，需要

在电场积分方程中引入表面电荷 ( )Φ ′r 作为未知量，

并使用脉冲基函数对其进行离散： 
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式中， iA为电荷所在三角形面元 iT的表面积。表面

电流使用去除公共边长的归一化RWG基函数进行

离散： 
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通过添加电流连续性关系，可以得到增量电场

积分方程： 
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其中，各矩阵向量的相应元素为： 
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式中， j、 φ分别表示电流与电荷未知向量； 0c 表

示自由空间中的光速；稠密矩阵V 表示定义在表面

电流所产生的磁矢量位的相互作用关系； P 表示表

面电荷所产生的电标量位的相互作用关系；稀疏矩

阵 D表示电流所在的三角形贴片对和电荷所在的三

角形贴片之间的几何连接关系； I 为单位矩阵。在

上述AEFIE方程中，磁矢量位和电标量位被分离，

并通过合适的频率缩放因子进行平衡，因此可以在

低频时获得良好的矩阵形态。 

2  AEFIE的多层复源点方法 
同EFIE的复源点波束展开类似，AEFIE的复源

点展开可以从电流产生的磁矢量位和电荷产生的电

标量位进行等效开始： 
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式中， ( )i r′ρ 、 ( )jh r′ 分别是第 i个归一化的RWG基

函数和第 j个脉冲基函数。利用复源点等效，上述位

函数可以写作一系列复源点所产生的位函数的叠加： 
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式中，Q为等效CSP的数量； q′r 为第 q个等效CSP

的复位置[21]， ( )
0i

2e,
4π

k R

G R
R

′ ′= = −r r r r， 为使用

复位置时的标量格林函数； , , ,ˆ ˆ ˆx y z
q i q i q ixw yw zw+ + 为基

函数 ( )i rρ 向第 q个CSP展开的矢量权值； ,
p
q jw 为基

函数 ( )jh r 向第 q个CSP展开的标量权值。结合式

(9)～式(11)，并在远区点 ( 1,2, , )t t Q= =r r 处作匹

配，可以得到： 
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通过求解上述方程，可以得到相应基函数的

CSP展开权值 ,
x
q iw 、 ,

y
q iw 、 ,

z
q iw 和 ,

p
q jw 。利用基函数

的展开权值，组 ′m 对应的等效CSP的矢量展开系数

可以由组内的电流系数 'm
j 展开： 

, , , ,, , , ,v x y z x y z
L m L m L m L m m m m m′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦s s s s W W W j    (15) 

标量展开系数可以由电荷系数 m′φ 展开： 

,
p p
L m m m′ ′ ′=s W φ                (16) 

式中， ,[ ] v
m qi q iwν

′ =W ； ,[ ]p p
m qj q jw′ =W ； L表示该组位

于八叉树分组的最细层。利用这些展开系数，可以

将式(4)中的远区组m和组 'm 之间的矩矢相乘分别

写作： 
T
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式中，T表示矩阵的转置运算； ,m m′T 是组m和组 'm 之

间的转移因子，其元素为： 
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mm m mqq
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式中， , ′
′′r rq q

m m 分别表示这两个组的等效CSP的复位

置。 
以上给出了用于AEFIE-MoM远区的复源点加

速方法，同MLFMA[22]等基于八叉树的多层算法类

似，为了实现多层复源点算法，需要构建相关展开

量在子-父层之间的递推关系。由于子层(第l+1层)
第 1lq + 个复源点所产生的矢量位函数和标量位函数

分别为： 
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利用类似式(9)～式(14)的方法，可以构建相似

的方程组，矩阵形式为： 
1l l l+=G A P                 (22) 

式中，[ ] ( , )
l l ll t q t qlG ′=G r r 表示父层(第l层)CSP在远区

点的位函数的匹配；
1 11[ ] ( , )

l l l ll t q t qG
+ ++ =P r r 表示子层

CSP在远区点的标量位函数。需要注意的是，此时

对矢量位函数匹配的3个方程均和标量位函数的匹

配式(22)一致。在求解完矩阵式(22)后，即可以获得

聚合矩阵 lA ，利用其可以实现子层CSP展开系数向

父层的递推： 
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最终使用MLCSP加速方程(4)中远区矩矢相乘

可以写作： 
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这里先将最细层的组 m和 'm 的电流和电荷使

用CSP展开；随后为了简单起见，上行过程直接将

系数聚合至第2层，并在其位于第2层的父组 2m 和 2m′

之间进行转移；最后使用聚合和展开矩阵的转置进

行下行和配置过程。 

3  数值算例 
为了验证本文方法的正确性和性能，对低频金

属目标的散射问题和电小电感模型进行计算，并简

要分析了本文方法的精度和复杂度。 
3.1  低频金属球散射 

如图1所示，本文首先计算了一个低频电小金属

球的散射。球的半径为1 m，采用100 Hz平面波入射，

(入射角为 0 0= ° = °θ φ， )，电尺寸为 76.67 10 λ−× 。

共剖分成1 764个三角形贴片，共有2 646个电流未知

量和1 764个电荷未知量。使用本文方法进行多层分

组，共分3层，最细层边长为 88.3 10 λ−× 。采用

GMRES-30进行迭代求解，在使用文献[12]中的预条

件时，仅80次迭代就可以收敛到 1510− 。图1还给出了

使用本文方法和使用Mie解析结果计算的的双站

RCS结果，可以看到，两种方法的结果一致，并均

在120°时出现零陷，与电小目标的散射理论一致。 
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图1  直径1m金属球在100Hz时的双站RCS 

3.2  电感模型计算 
由于常见的射频元件在其工作频率下均为电小

目标，因此本文方法针对的低频问题也适于该类目

标的求解。以电感为例，如图2所示的电感模型被剖

分成7 144个三角形贴片，共10 716个电流未知量和7 
144个电荷未知量，采用Delta-Gap进行馈电端口的建

模。为了对比本文方法对电小目标的低频稳定性，

本文在400 MHz到7 GHz的频带范围内(每隔150 
MHz，共45个频点)计算了其电感参数。其中，EFIE
和AEFIE为了求解的稳定性，均使用了LU分解计算。

本文方法将目标分为4层，每个最细层盒子约60个未

知量；由于目标电尺寸极小，在计算时，每层的每

个盒子使用的等效CSP数量不变，在本文中取82个；

使用GMRES-30和文献[12]中的预条件进行迭代计

算，并收敛到 310− 。图3给出了EFIE、AEFIE和本文

方法计算出的电感值，可以看出本文方法同AEFIE
方法获得的电感参数吻合良好，且在低频时趋于稳

定的常数；在较高频率下，EFIE同前两者吻合较好，

但随着频率的降低，EFIE开始出现明显的低频崩溃，

无法计算出正确的结果。 
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图2  电感模型(单位：mm) 

为了详细考察本文方法的计算复杂度，本文在

3 GHz时，对采用不同剖分网格的电感进行计算。这

里，剖分II到剖分IV是不断对前一个网格进行4次细

分得到的，具体的MLCSP分层数和总未知量数目如

表1所示。可以看到随着未知量呈4倍的增加，填充

时间、单次迭代时间和总内存占用也约呈4倍的增

加。这表明本文方法的存储复杂度和矩矢相乘复杂

度均为O(N)量级。 
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图3  本文方法与增量电场积分方程的电感参数提取结果对比 

表1  不同剖分大小时MLCSP的计算复杂度统计 

 剖分I 剖分II 剖分III 剖分IV

总未知量数 4 465 17 860 71 440 285 760
分层数 3 4 5 6 

最细层边长/λ 0.001 6 0.000 8 0.000 4 0.000 2
填充时间/s 0.3 1.1 4.2 16 

单次迭代时间/s 0.06 0.23 0.92 3.6 
总内存/MB 105.1 384.4 1 242.6 4 863.5

4  结 束 语 
本文针对低频电磁问题的计算，提出了多层复

源点方法来加速增量电场积分方程矩量法的远区计

算。该方法首先将AEFIE的磁矢量位和电标量位用

CSP进行展开；随后构建了子层CSP展开系数向父层

递推的聚合矩阵；最后使用多层复源点方法来加速

AEFIE的矩矢相乘。结果表明，本文方法的计算结

果准确，并且时间和内存复杂度为O(N)量级。 
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