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【摘要】作为当前形式概念分析领域的研究热点，利用三支概念格可以实现更为有效的决策分析。该文在现有基于属性

导出三支概念格的规则提取基础上，研究了基于对象导出三支概念格的规则提取，并与经典概念格及属性导出三支概念格下

的规则提取进行了比较。然后通过对象导出三支概念格和属性导出三支概念格的合并，定义了对象/属性导出合并三支概念格，

并提出了相应的规则提取算法。理论分析和实例结果表明，对象导出三支概念格和属性导出三支概念格的合并进一步改善了

生成规则的质量。 
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Abstract  As one of the research focuses in the field of formal concept analysis, three-way concept lattice 

can make more effective decision analysis. Firstly, the rule extraction based on object-induced three-way concept 
are investigated and compared compared with those of the classical concept lattice and attribute-induced three-way 
concept lattice. Then, by merging the object-induced three-way concept lattice and the attribute-induced three-way 
concept lattice, a new three-way concept lattice, i.e. object-attribute-induced three-way concept lattice, and its rule 
extraction[0] algorithm are proposed. Theoretical analyses and results show that the merging of object-induced 
three-way concept lattice and attribute-induced three-way concept lattice can improve the quality of rules. 
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作为形式概念分析(FCA)的核心数据结构，概念

格刻画了概念之间的泛化和例化关系，在数据挖掘、

机器学习和信息检索等领域取得了广泛的应用[1]。

近年来，概念格研究取得了很多重要的成果，特别

是文献[2]提出粗糙集框架下的概念格理论以来，一

些学者借鉴粗糙集理论深入研究概念格的属性约简

和规则提取等问题。文献[3-6]研究了粗糙集与信息

系统的属性约简和规则提取问题，文献[7-10]探讨了

粗糙集与概念格的属性约简理论以及基于概念格的

决策形式背景规则获取问题。文献[11-12]针对不完

备决策形式背景，研究了相应的近似概念构造、规

则提取以及知识约简。 
作为二支决策的推广，三支决策 (3-way 

decisions)是文献[13]提出的一种新的决策理论框

架，它将决策问题分为三类：接收、拒绝和不承诺。

传统的形式概念分析仅支持二支决策，实际构造形

式概念时，仅仅考虑“某些对象共同具有哪些属性”

或“某些属性为哪些对象所共同具有”，而没有同时

考虑“某些对象共同不具有哪些属性”或“某些属

性为哪些对象所共同不具有”。为了更好地支持实际

应用中的复杂决策问题，文献[14-15]引入三支决策

思想，将具有二支决策的形式概念分析推广为支持
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三支决策的三支概念分析(3-way concept analysis)，
提出了两种具体的三支概念格(对象导出三支概念

格和属性导出三支概念格)，并研究了它们与经典概

念格之间的关系。 
自文献[14]提出三支概念格以来，就引起了有关

学者的关注，并取得了一些初步的研究成果。文献

[16]对概念格与三支决策相结合的研究历程、研究内

容以及研究展望进行了系统的综述。目前，这些工

作主要集中在基于三支概念格的属性约简方面[17]，

在基于三支概念格的规则提取方面则偏少。文献[18] 
在利用三支概念格进行规则提取方面做了有益的尝

试，给出了基于属性导出三支概念格的决策背景规

则提取方法，并通过与经典概念格下的生成规则进

行比较，表明了基于属性导出三支概念格的决策背

景规则提取方法的有效性和优越性。 
本文在文献[18]的基础上进一步研究基于对象

导出三支概念格的规则提取，并与经典概念格及属

性导出三支概念格下的生成规则进行比较。同时通

过对象导出三支概念格和属性导出三支概念格的合

并，进一步改善三支概念格下的生成规则质量。 

1  基本概念和性质 
先给出形式背景及其算子的定义。 
定义 1[1] (G,M,I)为形式背景，其中G={x1, x2, …, 

xn}，每个xi(i≤n)称为对象；M={a1, a2, …, am}，每

个aj(j≤m)称为属性；对于x∈G与a∈M，如果(x,a)
∈I，则称对象x拥有属性a。 

定义 2[1]  (G,M,I)为形式背景，X⊆G，A⊆M。

一对算子定义如下： 
*: P(G)→P(M)，X*={a∈M |∀x∈X，(x,a)∈I}； 
*: P(M)→P(G)，A*={x∈G |∀a∈M，(x,a)∈I}。 
基于形式背景的算子，可定义形式概念及其概

念格。 
定义 3[1]  (G,M,I)为形式背景，若X*=A且A*= 

X，则称(X,A)是一个概念。X称为该概念的外延，A
称为该概念的内涵。 

对于任意概念(X1,A1)，(X2,A2)，定义偏序关系为

(X1,A1)≤(X2,A2)⇔X1⊆X2⇔A2⊆A1，则形式背景(G,M,I)
的所有概念在该偏序关系下是完备格，称为概念格，

记为L(G,M,I)。 
以下给出概念格之间的细于关系以及决策形式

背景及其协调性的定义。 
定义 4[8]  L(G,M,I)与L(G,N,J)是两个概念格，

若对∀(Y,B)∈L(G,N,J)，存在(X,A)∈L(G,M,I)，使得 

X=Y，则称L(G,M,I)细于L(G,N,J)，记作L(G,M,I)≤
L(G,N,J) 。 

定义 5[8]  (G,M,I)与(G,N,J)是两个形式背景，

则称 (G,M,I,N,J)是决策形式背景。若L(G,M,I)≤
L(G,N,J)，则称该决策形式背景是协调的。 

为了在形式概念分析中引入三支决策的思想，

给出形式背景负算子的定义： 
定义 6[14]  (G,M,I)是形式背景，对于X⊆G，

A⊆M，一对负算子定义如下： 
*－: P(G)→P(M)：X*－= {a∈M|∀x∈X，⎤(xIa)}={a

∈M|∀x∈X，xI ca}，其中Ic =(G×M)−I。 
*－: P(M)→P(G)：A*－={x∈G|∀a∈A，⎤(xIa)}={x

∈G|∀a∈A，xI ca}。 
在形式背景算子及负算子的基础上，可定义形

式背景的三支算子： 
定义 7[14]  (G,M,I)是形式背景，X⊆G，A⊆M，

一对三支算子定义如下： 
≤: P(G)→DP(M)：X≤=(X*，X*－) 
≤: P(M)→DP(G)：A≤=(A*，A*－)  
进一步地，可定义上述三支算子的逆运算： 
≥: DP(M)→P(G)：(A,B)≥={x∈G|x∈A*且x∈B*

－}=A*∩B*－ 
≥: DP(G)→P(M)：(X,Y)≥={a∈M|a∈X* 且 a∈

Y*－}=X*∩Y*－ 

基于形式背景的三支算子，可定义对象导出三

支概念和对象导出三支概念格。 
定义 8[14] 设(G,M,I)是形式背景，(X,(A,B))称为

对象导出三支概念，简称OE-概念，这里 X≤=(A,B)
且(A,B)≥=X，其中X⊆G，A、B⊆M。X和(A,B)分别称

为OE-概念的外延和内涵。 
对于(X,(A,B))，(Y,(C,D))，定义偏序关系(X,(A,B)) 

≤(Y,(C,D))⇔X⊆Y⇔(C,D)⊆(A,B)，形式背景(G,M,I)
的所有OE-概念在该偏序关系下是完备格，称为对象

导出三支概念格，记为OEL(G,M,I)。    
类似地，可定义属性导出三支概念及属性导出

三支概念格。 
定义 9[14] 设(G,M,I)是形式背景，则称((X,Y),A)

为属性导出三支概念，简称AE-概念，这里(X,Y)≥=A
且A≤=(X,Y)，其中X、Y⊆G，A⊆M。(X,Y)和A分别称

为AE-概念的外延和内涵。 
对于((X,Y),A),((Z,W),B)，定义偏序关系((X,Y),A) 

≤((Z,W),B)⇔(X,Y)⊆(Z,W) ⇔B⊆A，形式背景(G,M,I)
的所有AE-概念在该偏序关系下是完备格，称为属性

导出三支概念格，记AEL(G,M,I)。 
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文献[18]定义了属性导出三支概念格之间的细

于关系，以及决策背景基于属性导出三支概念格的

协调性。 
定义 10[18]  设AEL(G,M,I)与AEL(G,N,J) 是属

性导出三支概念格。若对于任意 ((Z,W),B) ∈
AEL(G,N,J)，存在((X,Y),A)∈AEL(G,M,I)，使得X=Z
且Y=W，则称AEL(G,M,I) 细于AEL(G,N,J)，记作

AEL(G,M,I)≤AEL(G,N,J)，并称决策背景(G,M,I,N,J)
是基于属性导出三支概念格协调的。 

文献[18]比较了属性导出三支概念格和经典概

念格下的规则提取。 
定理 1[18]  设(G,M,I,N,J)是决策形式背景，且

AEL(G,M,I)≤AEL(G,N,J)。R表示经典概念格下的生

成规则集合，TRa表示属性导出三支概念格下的生成

规则集合，则R⊆TRa 。 
定理 2[18] 设(G,M,I,N,J)是决策形式背景，且

AEL(G,M,I)≤AEL(G,N,J)，R表示经典概念格下的生

成规则集合，TRa表示属性导出三支概念格下的生成

规则集合，则对于A→B∈R，总存在C→B∈TRa，

且C⊆A。 

2  基于对象导出三支概念格的决策背 
景规则提取 
文献[18]给出基于属性导出三支概念格的决策

背景规则提取方法，本文在其基础上进一步研究基

于对象导出三支概念格的规则提取，并与经典概念

格及属性导出三支概念格下的规则提取进行比较。 
2.1  对象导出三支概念格下的生成规则 

先定义对象导出三支概念格之间的细于关系，

以及决策背景基于对象导出三支概念格的协调性。 
定义 11  设OEL(G,M,I)与OEL(G,N,J)是对象导

出三支概念格，若对于任意(Y,(C,D))∈OEL(G,N,J)，
存 在 (X,(A,B)) ∈ OEL(G,M,I) ， 使 得 X=Y ， 则 称

OEL(G,M,I)细于OEL(G,N,J)，记作OEL(G,M,I)≤ 
OEL(G,N,J)，并称决策背景(G,M,I,N,J)是基于对象导

出三支概念格协调的。 
例1：表1是一个决策形式背景[18]，G={1,2,3,4}，

M={a,b,c,d,e,f}，N={g,h,k}，其对象导出三支概念格

OEL(G,M,I)和OEL(G,N,J)分别如图1、图2所示。 

表1  决策形式背景(G,M,I,N,J) 

G a b c d e f g   h k
1   ×   ×  ×
2    × × × × ×
3 × × ×  × × × ×
4    × ×  ×  

 

(124,(∅,ab))

(∅,(M,M)) 

((3,(abcef, d)) (1,(cf,abde))( (2,(def, abc)) (4,(de,abcf))

(13,(cf ,d))(23,(ef,∅)) (24,(de,abc))

(234,(e,∅)) (123,(f,∅))

(G,(∅,∅)) 

 
图1  对象导出三支概念格OEL(G,M,I) 

 

(∅,(M,M)) 

(13,(k,g))

(1,(k,gh)) (3,(hk, g))(2,(gk,h))(4,(g,hk)) 

(124,(∅,h)) 

(24,(g,h)) 

(123,(k,∅))

(G,(∅,∅)) 

 
图2  对象导出三支概念格OEL(G,N,J) 

由图 1、图 2可以看出，OEL(G,M,I)≤OEL 
(G,N,J)，所以表1所示决策背景是基于对象导出三支

概念格协调的。 
接着定义对象导出三支概念格下的生成规则。 
定义 12  设决策背景(G,M,I,N,J)是基于对象导

出三支概念格协调的，若对于X、Y≠∅，G，有(X,(A,B))
∈OEL(G,M,I), (Y,(C,D))∈OEL(G,N,J), 且X=Y，则

称A→C和B→D分别是一个规则。 
例2：根据定义12，表1所示决策背景在对象导

出三支概念格下的生成规则集合TRo为：  
d→g；de→g；ab→h；abc→h；f→k；def→gk；

abde→gh；abcf→hk；abcef→hk 
2.2  与经典概念格下的生成规则比较 
2.2.1  经典概念格下的生成规则 

定义 13  设决策背景(G,M,I,N,J)是协调的，若

对于X,Y≠∅,G，有(X,A)∈L(G,M,I)，(Y,B)∈L(G,N,J)，
且X=Y，则称A→B是一个规则。 

例3：表1所示决策背景的概念格L(G,M,I)和
L(G,N,J)分别如图3、图4所示。 

根据定义13，表1所示决策背景在经典概念格下

的生成规则集合R为：de→g；f→k；def→gk；abcef→hk 
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(24,de) (13, cf)

(∅,M) 

(3,abcef)(2,def) 

(234,e) (123,f) 

(G,∅) 

(23, ef)

 
图3  概念格L(G,M,I) 

 

(∅,N) 

(3,hk)(2,gk) 

(123,k)(24,g) 

(G,∅) 

 
图4  概念格L(G,N,J) 

2.2.2  与经典概念格下的生成规则比较 
定理  3  设(G,M,I,N,J)是决策形式背景，且

OEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)。R表示经典概念格下的生

成规则集合，TRo表示对象导出三支概念格下的生成

规则集合，则R⊆TRo 

证明：对任意A→B∈R，由定义13，存在(X,A)
∈ L(G,M,I)， (Y,B)∈ L(G,N,J)，且X=Y。又因为

OEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)，由定义11，对于(Y,(B,Y*−J))
∈OEL(G,N,J)，存在(X,(C,X*−I))∈OEL(G,M,I)。由于

C=X* I=A，所以(X,(C,X*−I))即(X,(A,X*−I))。由定义12，
A→B∈TRo，因此R⊆TRo 

例4：比较表1所示决策背景分别在对象导出三

支概念格及经典概念格下的生成规则集合TRo和R，
可以看出，TRo不仅包含了R中每条规则，还包含了

ab→h；abde→gh等其他更多规则。 
定理  4  设(G,M,I,N,J)是决策形式背景，且

OEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)，R表示经典概念格下的生

成规则集合，TRo表示对象导出三支概念格下的生成

规则集合，则对于A→B∈R，总存在C→B∈TRo，

且C⊆A。 
证明：对任意A→B∈R，由定义13，存在(X,A)

∈L(G,M,I)，(Y,B)∈L(G,N,J)，且X=Y。由于存在保

序嵌入 [15]ϕ:L(G,M,I)→OEL(G,M,I) ， ϕ:L(G,N,J)→ 
OEL(G,N,J)，使ϕ((X,A))=(X,(A,X*−I))，ϕ((Y,B))= (Y, 
(B,Y*−J))，且OEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)，因此对于

(Y,(B,Y*− J))∈OEL(G,N,J)，存在(Y,(C,Y*− I))∈OEL 
(G,M,I)，使得C→B∈TRa。又因为Y=C* I∩ Y*− I *− I，

所以Y⊆C* I，进而C⊆Y* I=X* I=A，即C⊆A。 

例5：比较表1所示决策背景分别在对象导出三

支概念格及经典概念格下的生成规则集合TRo和R，
可以看出，对于R中的每条规则A→B，在TRo中总存

在相应的规则C→B，且C⊆A。 
与经典概念格下的生成规则比较，对象导出三

支概念格下的生成规则更为丰富也更为精炼。但是，

由于对象导出三支概念格比经典概念格的概念数量

更多，结构也更为复杂，因此构建对象导出三支概

念格比构建经典概念格要付出更多的时间开销。 

2.3  与属性导出三支概念格下的生成规则比较 

2.3.1  属性导出三支概念格下的生成规则 
定义 14  设决策背景(G,M,I,N,J)是基于属性导

出三支概念格协调的，若(X,Y)、(Z,W) ≠(∅,∅)、(G,G)，
有((X,Y),A)∈AEL(G,M,I)，((Z,W),B)∈AEL(G,N,J)，
且X=Z、Y⊆W，则称A→B是一个规则。 

例6：表1所示决策背景的属性导出三支概念格

AEL(G,M,I)和AEL(G,N,J)如图5、图6所示。 
 

((3,4), abcf)

((3,∅), abcef)((2,∅), def) ((∅,1), abde)

((3,24), abc)((13,4), cf) ((3,1), abe) ((23,∅), ef)((24,1), de)

((3,124), ab) ((123,4),f) ((234,1), e) ((13,24), c)((24,13),d)

((G,G), ∅) 

((∅,∅), M)  
图5  属性导出三支概念格AEL(G,M,I) 

 

((∅,∅), M) 

((3,4), hk)((2,∅), gk) ((∅,1), gh)

((3,124),h) ((24,13),g) ((123,4), k)

((G,G), ∅) 

 
图6  属性导出三支概念格AEL(G,N,J) 

根据定义14，表1所示决策背景在属性导出三支

概念格下的生成规则集合TRa为： 
d→g；de→g；ab→h；abe→h；abc→h；abcf→h；
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abcef→h； f→k；def→gk；abde→gh；abcf→hk；
abcef→hk 

2.3.2  与属性导出三支概念格下的生成规则比较 

先定义对象导出三支概念格与属性导出三支概

念格之间的细于关系，以及决策背景基于对象导出

三支概念格和属性导出三支概念格的协调性。 
定义 15  设(G,M,I)是形式背景，若对于任意

(X,(A,B))∈OEL(G,M,I)，存在((Y,Z),C)∈AEL (G,M,I)，
使得X=Y或Z，则称AEL(G,M,I)细于OEL(G,M,I)，记

作AEL(G,M,I)≤OEL(G,M,I)，并称形式背景(G,M,I)
是基于AEL(G,M,I)和OEL(G,M,I)协调的。 

例7：由定义15，对于图1所示对象导出三支概

念格OEL(G,M,I)，图5所示属性导出三支概念格

AEL(G,M,I)，有AEL(G,M,I)≤OEL(G,M,I)，所以形

式背景(G,M,I)是基于AEL(G,M,I)和OEL(G,M,I)协调

的；类似地，对于图2所示对象导出三支概念格

OEL(G,N,J) ， 图 4 所 示 属 性 导 出 三 支 概 念 格

AEL(G,N,J)，有AEL(G,N,J)≤OEL(G,N,J)，所以形

式背景(G,N,J)是基于AEL(G,N,J)和OEL(G,N,J)协
调的。 

接下来，给出相应的规则定义。 

定 义  16  设 形 式 背 景 (G,M,I) 是 基 于

AEL(G,M,I)和OEL(G,M,I)协调的，若对于X≠∅、G，

(Y,Z)≠(∅, ∅)、(G,G)，有(X,(A,B))∈OEL(G,M,I)，
((Y,Z),C)∈AEL(G,M,I)，且X=Y或Z，则称A→B是一

个规则。 
在上述定义的基础上，以下比较对象导出三支

概念格与属性导出三支概念格下的生成规则。 
定理  5  设 (G,M,I,N,J)是决策背景，且AEL 

(G,M,I)≤AEL(G,N,J)，OEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J), 
AEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)，则TRo⊆TRa 

证明：对于任意A→B∈TRo，由定义12，存在

(X,(A,C)∈OEL(G,M,I)，(X,(B,D)∈OEL(G,N,J)。因

为AEL(G,M,I)≤OEL(G,N,J)，因此对于(X,(B,D)∈
OEL(G,N,J)，存在((X,Z),A)或((Y,X),A)∈AEL(G,M,I)。
又因为AEL(G,N,J)≤OEL(G,N,J)，所以(X,(B,D)∈
OEL(G,N,J)等价于((X,Z),A)或((Y,X),A)∈AEL(G,N,J)，
因此对于((X,Z),A)或((Y,X),A)∈AEL(G,N,J)，存在

((X,Z),A) 或 ((Y,X),A) ∈ AEL(G,M,I) 。因此 A→B ∈

TRa ，即TRo⊆TRa 

例8：比较表1所示决策背景分别在对象导出三

支概念格及属性导出三支概念格下的生成规则集合

TRo和TRa，可以看出，TRa不仅包含了TRo中每条规

则，还包含了abe→h；abcf→h；abcef→h等规则。 

通过与属性导出三支概念格下的生成规则进行

比较，可以看出，属性导出三支概念格下的生成规

则更为丰富。但是，属性导出三支概念格比对象导

出三支概念格生成了更多的冗余规则，如图5、图6
所示属性导出三支概念格生成了de→g、abc→h、
abe→h、abcf→h、abcef→h、abcef→hk等6条冗余规

则，而图1、图2所示对象导出三支概念格只生成了

de→g、abc→h、abcef→hk等3条冗余规则。因此，

在支持决策分析方面，属性导出三支概念格的能力

要稍弱于对象导出三支概念格。 

3  基于三支概念格合并的决策背景规 
则提取 

与属性导出三支概念格类似，对象导出三支概

念格下的生成规则中也引入了一些冗余规则。冗余

规则是指[18]，对规则B→C和B′→C′，若B⊆B′且C′⊆C，
则称规则B′→C′是冗余的。例如，由图5、图6，属

性导出三支概念格下的生成规则中de→g、abc→h、
abe→h、abcf→h、abcef→h、abcef→hk均为冗余规

则；由图1、图2，对象导出三支概念格下的生成规

则中de→g、abc→h、abcef→hk均为冗余规则。 
进一步分析原因，主要是因为基于对象导出三

支概念格的规则提取时考虑的是对象特性，而基于

属性导出三支概念格的规则提取时考虑的是属性特

性。因此单纯基于对象导出或属性导出三支概念格

进行规则提取时，就会生成一些冗余规则。 
为进一步消除对象导出三支概念格或属性导出

三支概念格下生成的冗余规则，以下通过对象导出

三支概念格与属性导出三支概念格的合并，使得在

进行规则提取时受双重特性(对象特性和属性特性)
约束，从而进一步减少冗余规则的生成。为此，先

给出对象/属性导出合并三支概念格的定义。 
定义 17  (G,M,I,N,J)是形式背景，若((X,Y),A)∈ 

AEL(G,M,I)，(X,(A,B))或(Y,(B,A)) ∈OEL(G,M,I)，则

((X,Y),(A,B))称为对象/属性导出合并三支概念，简称

OAE-概念，这里(X,Y)≥=A且A≤=(X,Y)，X≤=(A,B)且
(A,B)≥=X ； 或 (X,Y)≥=A 且 A≤=(X,Y) ， Y≤=(B,A) 且
(B,A)≥=Y。其中X、Y⊆ G，A、B⊆M。(X,Y)和(A,B)
称为OAE-概念的外延和内涵。 

对于((X,Y),(A,B))，((Z,W),(C,D))，定义其偏序关

系 ((X,Y),(A,B)) ≤ ((Z,W),(C,D))⇔(X,Y)⊆(Z,W)⇔ 
(C,D)⊆(A,B)，形式背景(G,M,I)的所有OAE-概念在上

面定义的偏序关系下是完备格，称为对象/属性导出

合并三支概念格，记为OAEL(G,M,I)。 
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例 9 ： 合 并 图 1 的 OEL(G,M,I) 和 图 5 的

AEL(G,M,I) ， 以 及 图 2 的 OEL(G,N,J) 和 图 6 的

AEL(G,N,J)，所得对象/属性导出合并三支概念格

OAEL(G,M,I)和OAEL(G,N,J)如图7、图8所示。 
 

(∅,∅ ),(M,M) 

((3, ∅),(abcef, ∅))

((123,4),(f,∅)) 

((G,G),(∅,∅)) 

((∅,1),(abde,∅)) ((2, ∅),(def, ∅)) 

((3,4),(abcf, ∅)) 

((3,124),(ab,∅))((24,13),(d, ∅)) 

((23, ∅),(ef, ∅)) ((24,1),(de,abc)) ((3, 24),(abc, de))

((234,1),(e,∅)) 

 
图7  对象/属性导出合并三支概念格OAEL(G,M,I) 

 

((123,4),(k,∅)) 

((G,G),(∅,∅)) 

((∅,1),(gh,∅))((2, ∅),(gk,h)) 

((∅,∅ ),(M,M)) 

((3,4),(hk, ∅)) 

((3,124),(h ,∅))((24,13),(g, ∅)) 

 
图8  对象/属性导出合并三支概念格OAEL(G,N,J) 

接下来，定义对象/属性导出合并三支概念格之

间的细于关系，以及决策背景基于对象/属性导出合

并三支概念格的协调性。 
定义 18  设OAEL(G,M,I)与OAEL(G,N,J)是对

象 /属性导出合并三支概念格 ,若对于任意((Z,W), 
(C,D))∈OAEL(G,N,J)，存在 ((X,Y),(A,B))∈OAEL 
(G,M,I)，使得X=Z且Y=W，则称OAEL(G,M,I)细于

OAEL(G,N,J)，记作OAEL(G,M,I)≤OAEL(G,N,J)，
并称决策背景(G,M,I,N,J)是基于对象/属性导出合并

三支概念格协调的。 
例10：表1所示决策背景的对象/属性导出合并

三支概念格OAEL(G,M,I)≤OAEL(G,N,J)，所以该决

策背景是基于对象/属性导出合并三支概念格协调的。 
在上述定义的基础上，进一步定义对象/属性导

出合并三支概念格下的生成规则。 
定义 19  设决策背景(G,M,I,N,J)是基于对象/

属性导出合并三支概念格协调的，若对于(X,Y)、

(Z,W)≠(∅,∅)、(G,G)，有((X,Y),(A,B))∈OAEL(G,M,I), 
((Z,W),(C,D))∈OAEL(G,N,J)且X=Z、Y=W，则称

A→C，B→D分别是一个规则。 
例11：由图7、图8可以看出，因为((∅,1),(gh,∅))

∈OAEL(G,N,J)，((∅,1),(abde,∅))∈OAEL(G,M,I)，
根据定义19，可得规则abde→gh, ∅→∅(舍去)。 

以下给出基于对象/属性导出合并三支概念格

的规则提取算法。 
算法1  基于合并三支概念格的规则提取算法 
输入：决策形式背景(G,M,I,N,J)； 
输出：决策规则集合C； 
1) C=∅；  
2) 构建对象导出三支概念格OEL(G,M,I)和

OEL(G,N,J)； 
3) 构建属性导出三支概念格AEL(G,M,I)和

AEL(G,N,J)； 
4) 合并OEL(G,M,I)和AEL(G,M,I)，构建对象/

属性导出合并三支概念格OAEL(G,M,I)； 
① 对于AEL(G,M,I) 中每个概念((X,Y),A))，若

OEL(G,M,I)中存在对应概念(X,(A,B))或(Y,(B,A))，则

生成新概念((X,Y), (A,B))； 
② 由所有概念((X,Y), (A,B))生成对象/属性导出

合并三支概念格OAEL(G,M,I)； 
5) 合并OEL(G,N,J)和AEL(G,N,J)，构建对象/

属性导出合并三支概念格OAEL(G,N,J)： 
① 对于AEL(G,N,J)中每个概念((X,Y),A))，若

OEL(G,N,J)中存在对应概念(X,(A,B))或(Y,(B,A))，则

生成新概念((X,Y), (A,B))； 
② 由所有概念((X,Y), (A,B))生成对象/属性导出

合并三支概念格OAEL(G,N,J)； 
6) 对于OAEL(G,N,J)中每个概念((X,Y), (C,D))，

重复下列操作： 
若OAEL(G,M,I)中存在对应概念((X,Y),(A,B))，

则C = C∪ {A→C，B→D}； 
7) 舍去C中所有前提或结论为φ的规则，输出C。 
该算法综合利用了对象导出三支概念格所包含

的对象信息和属性导出三支概念格所包含的属性信

息，这是因为OE概念(X,(A,B))刻画了对象子集X共同

具有的属性子集A和共同不具有的属性子集B，而AE
概念((X,Y),A)刻画了共同具有属性子集A的对象子

集X 和共同不具有属性子集A的对象子集Y，因此相

对于单纯的对象导出三支概念格或属性导出三支概

念格，所得的对象/属性导出合并三支概念格同时包

含了对象和属性信息，进而也使得所生成的规则在
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冗余性方面得到一定程度的降低。 
另外，该算法的实现效率主要取决于对象导出

三支概念格和属性导出三支概念格中的三支概念构

建算法。关于三支概念的构建，文献[19]通过对形式

背景及其补背景的变换和并置，提出一种基于二支

算子的三支概念构建算法。文献[20]针对三支概念分

析理论中三支概念数量庞大、构建耗时的问题，提

出一种三支概念的并行构建算法。考虑到本文示例

中的形式背景比较简单，因此借鉴的是一般形式概

念的构建方法，在后续研究中将结合具体的应用，

尝试采用上述两类新的三支概念构建算法。 
例12：应用上述算法，由图7、图8的对象/属性

导出合并三支概念格OAEL(G,M,I)和OAEL(G,N,J)
所得的生成规则集合如下： 

d→g；ab→h；f→k；def→gk；abde→gh；abcf→hk 
比较前面的属性导出三支概念格下的生成规则

集合： 
d→g；de→g；ab→h；abe→h；abc→h；abcf→h；

abcef→h；f→k；def→gk；abde→gh； 
abcf→hk；abcef→hk 
以及对象导出三支概念格下的生成规则集合： 
d→g；de→g；ab→h；abc→h；f→k；def→gk；

abde→gh；abcf→hk；abcef→hk 
可以看出，对属性导出三支概念格和对象导出

三支概念格进行合并以后，进一步消除了原来的冗

余规则。 

4  结 束 语 
在决策背景的规则提取方面，现有文献基于属

性导出三支概念格进行规则提取，并取得了较好的

效果。本文在其基础上进一步研究了基于对象导出

三支概念格的规则提取，并与经典概念格及属性导

出三支概念格下的规则提取进行了比较；同时通过

对象导出三支概念格和属性导出三支概念格的合

并，定义了对象/属性导出合并三支概念格，并提出

了基于对象/属性导出合并三支概念格的规则提取

算法。理论分析和实例结果也表明了本文工作的有

效性。下一步将本文提出的决策规则提取算法应用

到地理课程自动解题研究，以自动获取用于地理试

题解答的隐式解题规则。 
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