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基于序列代理模型的结构可靠性分析方法 
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【摘要】工程中部件或系统的性能函数通常是隐函数形式，该文提出基于高效代理模型的结构可靠性分析方法，构造新

增样本点学习函数，并用于指导在序列迭代过程中的样本点选择。所提出的学习函数考虑了变量权重并保证所选的样本点相

互之间有一定的距离且分布在极限状态方程周围。算例分析表明该方法有较好的精度和鲁棒性，不仅适用于性能函数为隐函

数时的结构可靠性分析，而且也适用于现有的各种代理模型(神经网络、支持向量机、响应面等)，为结构可靠性分析提供新途

径与新方法。 
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Abstract  Performance functions of components and structural systems are often given using implicit 

functions for many practical engineering. An efficient surrogate-models-based reliability analysis method is 
proposed in this paper, a new sample selection learning function is constructed as a guideline to adaptively select 
new sample point at each iteration. The proposed learning function considers the weights of variables and ensures 
that the selected sample points reside not only around the limit-state functions, but also far away each other. The 
numerical examples show that the proposed method is accuracy and robustness, thus it can be used for structural 
systems with implicit performance function and various existing surrogate models (e.g., neural networks, support 
vector machine, response surface model). The proposed method provides a novel method for structural reliability 
analysis. 
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在工程中，由于事物的固有随机性及各种波动

的影响，需要处理各种不确定性问题，如外部载荷、

加工误差等[1]。结构可靠性理论与方法是处理工程

中各种不确定性的有效方法，以保障结构的高可靠

性。对结构进行可靠性分析，最为关键的是确定结

构失效模式及其所对应的性能函数。当性能函数为

显函数时，现有的很多方法都能解决，如蒙特卡罗

方法(Monte Carlo simulation, MCS)、一阶可靠性、

二阶可靠性方法等[2-3]。然而，工程中绝大多数性能

函数常用隐函数进行表示，对结构进行可靠性分析，

需借助有限元分析等数值仿真方法。但是，大量重

复的有限元分析所需计算量大，在实际工程中难以

适用，比如汽车整车的有限元分析一次计算通常需

要数十小时甚至数百小时，基于有限元分析及传统

可靠性方法需要数月的时间。为了解决以上难点，

相关学者进行了大量的研究工作。研究和工程实践

表明，代理模型是减少计算资源和提高计算效率最

为有效的方法之一[4]。基于代理模型方法的结构可

靠性分析核心在于构建高精度高效率代理模型。其

一般性原理为通过实验设计获取少量的训练样本

点，然后利用代理模型(响应面、神经网络、Kriging、
支持向量机等)构建输入-输出的函数关系式[5]，并用

现有的结构可靠性分析方法进行可靠性分析及可靠

性灵敏度分析。基于代理模型的方法能有效减少计

算量，其原理在于能把对有限元分析的调用转为对

代理模型的调用，从而节省计算时间。在基于代理
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模型的结构可靠性分析中，二次响应面模型由于结

构简单、易于构造，被广泛用于结构可靠性分析中
[6-10]。虽然基于响应面的结构可靠性分析方法简单且

便于操作，但对于非线性程度较高的性能函数，会

带来较大的误差，其精度难以保证。 
鉴于响应面方法对于非线性程度较高的性能函

数精度较低的问题，文献[12-13]研究了基于其他代

理模型(神经网络、支持向量机、Kriging等)的结构

可靠性方法，取得了有效成果。近年来基于自适应

Kriging代理模型方法引起了广泛关注，主要原因在

于Kriging模型是一种高斯过程插值方法，容易估计

未知样本点的均值和标准差，样本点的标准差可以

被广泛用于下一个样本点的更新与选取。文献[14]
提出AK-MCS方法，该方法能保证所选择的样本点

在极限状态方程周围并具有较大的标准差，实例表

明该方法能有效平衡精度和效率间的关系。基于

AK-MCS的思想，文献[15]提出基于全局灵敏度分析

与Kriging代理模型的结构可靠性分析方法，该方法

能部分去除AK-MCS中所选取对失效概率没有贡献

的样本点，因此计算效率有所提高。文献[16]在
AK-MCS的基础上，考虑了样本点间的相关性，提

出相关Kriging代理模型的可靠性分析方法。然而，

基于Krging代理模型的自适应代理模型构建和可靠

性分析方法均需估计未知样本点的标准差，对于其

他代理模型(神经网络、支持向量机、响应面等)，无

法给出样本点的标准差，从而导致以上方法局限于

Kriging代理模型而无法用于其他代理模型。鉴于此，

本文提出一种新的样本点选择更新策略(学习函数)，
无需用到样本点的标准差信息，可使所选择的样本

点分布在极限状态周围且相互之间有一定的距离

(同时考虑输入变量的权重)，从而避免聚集在一起。

本文建立的方法由于无需用到样本点的标准差信

息，类似思路也可用于现有的其他代理模型中，因

此鲁棒性较好。 

1  Kriging代理模型 
Kriging模型源于地质统计，是一种半参数化模

型并具有较好的灵活性，目前已得到广泛运用[17]。

由于Kriging方法具有局部估计的特点并克服了非参

数方法处理高维数据的局限性，使得其对非线性程

度较高的方程仍具有较好拟合效果，利用Kriging模
型可表示为[4]： 

T( ) ( ) ( )g Z= +x F x x� β            (1) 

式中， T ( )F x β 为高斯过程的均值； ( )Z x 是均值为0，

方差为 2
zσ 的随机过程。任意两点 ix 、 jx 的协方差可

表示为： 
2cov( ( ), ( )) ( , )i j z i jz z Rθσ=x x x x        (2) 

式中，Rθ 为相关性函数，用来刻画样本间的相关性，

一般而言，可以选择高斯相关函数，表示为： 

2

1 1

( , ) ( ) exp | |
s sn n

k k k k
i j i j k i j

k k

R Rθ θ θ
= =

⎛ ⎞
= − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∑x x x x x x

 (3) 
式中， sn 为样本量。 

根据极大似然估计， β 、 2
zσ 和 ( )g x� 可分别估

计为[18]： 
T 1 1 T 1ˆ ( )θ θ

− − −= F R F F R g�β           (4) 

2 T 11 ˆ ˆˆ ( ) ( )z
sn

θσ −= − −g F R g F� �β β        (5) 

T T 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )g θ
−= + −x F x r x R g F�� β β     (6) 

式(6)中， T
1( ) [ ( , ), , ( , )]

sn
R Rθ θ=r x x x x x" 。 

Kriging为现有的成熟技术，更多信息可以参考

文献[19]。 

2  样本点更新与选择策略 
构建兼顾精度和效率的高效代理模型，样本点

的更新与选择是关键及核心所在。若选择的样本点

过多，会浪费较多的计算资源；反之，构建的代理

模型精度较低。在基于代理模型的结构可靠性分析

中，为了提高精度和效率，需满足以下两种情况：1) 保
证所选择的样本点分布在极限状态方程周围；2) 样
本点之间应尽量分布均匀，避免出现相互聚集的情

况，同时考虑变量在迭代过程中对失效概率贡献的

权重，以下分别进行分析。 
1) 记所构建的代理模型为 ( )g x� ，若样本点在极

限状态方程周围，则其绝对值较小，可表示为： 
( ) 0g ≈x�                 (7) 

2) 为了使样本点分布均匀并有一定的距离， n
维空间任意两个点 ,i jx x 的欧拉距离可表示为： 

2

1
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n

ij i j
E k k

k

d x x
=

= −∑            (8) 

设随机产生的 sn 个样本点为 cx ，收集所得的 mn 个样

本点为 sx ，由式(8)可知 cx 与 sx 之间的欧拉距离可

表示为： 
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为了使得 cx 与 sx 之间任意两点不相互聚集，应保证

cx 中任一点与 sx 所有点的最小欧拉距离大于0，最

小欧拉距离可表示为： 

min min( ( ,:))k
E Ed k= d            (10) 

式中， 1,2, , mk n= " 。 
式(8)中所有变量的权重是一样的，然而，在可

靠性分析中，某些变量对失效概率的贡献较小，而

某些变量对失效概率的贡献较大。此时，应给予失

效概率贡献较大的变量较多的权重。考虑权重的欧

拉距离[20]可表示为： 

2
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式中， kw 为对应于第 k个变量的权重。 
由式(9～11)可知考虑权重的欧拉距离、欧拉最

小距离可分别表示为： 
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WE min WEmin( ( ,:))kd k= d            (13) 

为了确定 kw 的值，可采用Sobol全局灵敏度分析

方法，表示为： 
k

k
D

w
D

=                (14) 

式中， kD 和D分别表示第 k个方差和全部方差，其

值可用蒙特卡罗仿真确定[21]： 
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第 m个样本点。关于Sobol全局灵敏度分析更多信

息，可参考文献[22]。 
为了考虑变量权重并实现样本点不相互聚集且

分布在极限状态方程周围，根据式(7)和(12～13)，
可得样本的更新选择策略(学习函数)表示为： 

WE

( )
( , )

c

c s

g
℘=

x
d x x
�

              (17) 

由式(17)可知，所选择的样本点应该离极限状态

方程越近并且相互之间的距离越大越好。这等价于

式(17)中的min(| ( ) |)cg x� 和 WEmax( ( , ))c sd x x ，这是一

个典型的多目标优化问题。为了提高计算效率，首

先用蒙特 卡罗方法 产生大量 的候选样 本 点
1 2( , , , )cNc c c c=x x x x" ， 55 10cN ×≥ 。基于式(17)，计

算每个候选样本点的值，在每一步迭代过程中则选

取的样本点为： 
*
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| ( ) |
s.t. arg min   1,2, ,
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由式(18)可得用于训练的样本点更新为： 
*

*

[ ; ]

[ ; ( )]
s s c

cg

⎧ =⎪
⎨
⎪⎩

x x x

y = y x
            (19) 

为了停止所提算法的迭代过程，可参考文献[23]
中的收敛准则。 

3  计算系统失效概率 
记系统构建最后的代理模型为 ( )sg x� ，根据所产

生的 cN 个候选样本点 1 2( , , , )cNc c c c=x x x x" ，则系统

失效概率可表示为： 

sys

1

1 [ ( ) 0]
cN

i
f s c

ic

P I g
N =

= <∑ x�         (20) 

式中， [ ]I i 为符号函数。当 ( ) 0i
s cg <x� 时， [ ] 1I =i ；

反之， [ ] 0I =i 。 
当系统中存在m个失效模式时，则串联及并联

系统的失效概率可分别表示为： 

sys 1 1
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i m
f s c s c
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P I g g
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f s c s c
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P I g g
N =

= <∑ x x� �"    (22) 

4  算例分析 
为了验证所提方法的精度和有效性，给出一个

高度非线性振子系统进行说明，该系统具有6个随机

变量，是一个中等规模的复杂系统。本例中，蒙特

卡罗仿真产生的样本量为 610 个，其所得结果作为精

确解用来进行对比分析。 

( )F t

t

( )F t

( )Z t

1t

1F

2c

1c

 
图1  某振子系统 

设某振子系统，如图1所示，其性能函数[14]为： 
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式中， 1 2
0

c c
m

ω
+

= 。 

变量的相关分布参数信息如表1所示。 
表1  变量的分布信息 

变量 均值 方差 分布类型 

m  1.0 0.05 正态 
1c  1.0 0.10 正态 

2c  0.1 0.01 正态 
r  0.5 0.05 正态 

1F  1.0 0.20 正态 

1t  1.0 0.20 正态 

 
本例中，为了与AK-MCS进行对比，产生的初

始样本点取12个。为了全覆盖初始的样本空间，采

用优化拉丁方采样方法或同类的方法。本文所提方

法与AK-MCS、MCS方法的精度与效率对比如表2
所示。 

表2  各种方法的精度与效率对比 

方法 
参数 

所提方法 AK-MCS[15] MCS 

失效概率 0.028 7 0.028 4 0.028 6 

可靠性指标 1.900 1 1.904 8 1.901 8 

样本量 62 83 
610  

 
在每一步的迭代过程中样本量与失效概率的关

系变化如图2所示。 
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0.11 

样本量 

失
效
概

率
 

 

每一步迭代失效概率 
MCS 所得结果 

 
    图2  样本量与所对应的失效概率 

本例中，用优化拉丁方试验设计方法产生12个
在设计空间均匀分布的初始样本点，最终共用于训

练代理模型的样本量为62个。虽然在每一步迭代过

程中产生大量的随机样本，但无需用这些样本量去

计算原始的极限状态方程，因此不会影响计算效率。

从表2及图2可知，本文所提方法与MCS相比，其精

度较高，但对极限状态方程的调用次数远低于MCS；
与AK-MCS相比，其精度与效率基本在同一水平。

但是，由于AK-MCS需要估计样本点标准差，因此

其局限于Kriging代理模型，而本文所提方法无需用

到样本点标准差，其鲁棒性远高于AK-MCS，因此

可运用于其他现有的代理模型中。 

5  结 束 语 
本文对基于高效序列代理模型的结构可靠性分

析方法进行了研究，并用算例验证了该方法的合理

性，具体如下： 
1) 工程中性能函数常为隐函数形式，大量重复

的有限元仿真分析计算量较大，在实际工程中难以

运用，基于代理模型的结构可靠性分析方法可提高

计算效率。 
2) 本文所提的学习函数可用于选择在每一步

迭代过程中的样本点，其考虑了变量在迭代过程中

的权重，也能保证所选择的样本点分布在极限状态

方程周围且相互之间有距离。 
3) 本文所提方法的精度和鲁棒性较高，可广泛

用于结构可靠性及可靠性灵敏度分析。由于无需估

计样本点的标准差，因此本文所提方法不局限于

Kriging代理模型，还适用于现有的其他代理模型如

支持向量机、神经网络等。 
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