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【摘要】针对声源数多于阵元数的近场信源定位问题，该文提出一种基于Khatri-Rao (KR)积的稀疏重构近场源定位方法。

该方法首先假设信号是准平稳的，然后通过KR积得到虚拟阵列结构，增加了阵列的自由度；接着在虚拟阵列结构下对虚拟信

号进行稀疏表示，最后通过l1范数约束得到声源的空间谱估计。仿真表明，此稀疏重构定位方法可以实现信源定位的欠定估计，

且性能优于基于KR积的子空间方法。 
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Abstract  Aiming at the problem of near-field sound source localization estimation under the condition of 

less array elements than sources, the method of sparse reconstruction based on Khatri-Rao (KR) product is 
proposed. The source signals are wide-sense quasi-stationary in this method. A virtual array structure is acquired by 
KR product and the degree of freedom is increased. In the virtual array structure the spectra of the sound sources 
are acquired band on sparse reconstruction, which is solved by l1 norm method. Simulations demonstrate the 
proposed method can realized underdeterminded estimation of sound source and the performance is better than the 
subspace method. 
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近场源定位是阵列信号处理的主要问题之一。

对于点源，当信号源距接收阵列较近时，平面波的

假设不再成立，声波将以球面波的形式到达阵列。

子空间方法实现近场源定位已有较多文献论述。例

如，文献[1]将一维MUSIC算法推广为二维MUSIC算
法用于近场源定位，文献[2-3]将高阶累积量应用到

子空间方法中提高了定位精度。文献[4]采用对称阵

列，将扩展ERSPRIT方法应用到近场源定位，且该

方法将二维搜索转化为两次一维搜索，降低了计算

量。文献[5]利用了信号的准平稳性得到了KR子空

间，实现了准备平稳信号的欠定DOA估计。 
近年来，稀疏重构理论逐渐应用到信号方向估

计上。文献[6]提出了l1-SVD算法，将阵列多测量信

号进行奇异值分解，得到信号子空间，然后约束噪

声项和稀疏信号子空间的l1范数来完成信号源的定

位。文献 [7]建立协方差矩阵稀疏模型并应用于

DOA。通过矢量化协方差矩阵的稀疏表示和互素阵

列相结合的方法进行信号波达方向估计日益受到重

视[8-12]。文献[9]从信号方向不在方向格点的角度，

分析了互素阵列条件下接收信号协方差矩阵稀疏表

示的DOA估计方法。文献[11-12]利用TV范数来求解

稀疏问题得到DOA估计，文献[13-16]研究了宽带信

号的欠定DOA估计问题。然而近场源的欠定估计问

题还未深入研究。本文首先将基于KR积的子空间方
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法推广到近场源定位的欠定估计，然后重点研究了

基于KR积的稀疏重构近场源定位方法。 

1  信号模型  
考虑阵元数为 M 的均匀直线阵列，阵元间距为

d，空间存在 K 个中心频率为 0f 的窄带信号入射到

阵列，则第m 个阵元接收到的信号可以表示为： 

0j2 ( , )

1

( ) ( )e ( )

1,2, ,

m k k

K
f r

m k m
k

x t s t n t

m M

τ θπ

=

= +

=

∑        (1) 

式中， ( )ks t 第 k 个为信源； ( )mn t 是第m 个阵元上的

加性噪声，且噪声与信源不相关； ( , )m k krτ θ 是第m 个

阵元与参考阵元接收到第 k 个声源信号的时间差；

kθ 为第 k 个声源信号的方位角； kr 为第 k 个声源信

号到参考阵元的距离， ( , )m k krτ θ 可由式(2)计算得到： 

0

( , ) mk k mk k
m k k

r r r r
r

c f
τ θ

λ
− −

= =          (2) 

式中， mkr 为第m 个阵元与参考阵元与第 k 个声源的

距离，可由三角形余弦定理得： 
2 22( 1) sin [( 1) ]mk k k kr r m dr m dθ= − − + −     (3) 

将式(3)进行泰勒级数展开，保留二次幂得[12]： 
2

2( 1) 1 ( 1)1 sin cos
2mk k k k

k k

m d m dr r
r r

θ θ
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎪ ⎪≈ + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
 

(4) 

令
sin

2 k
k

d θ
α

λ
= − π ，

2 2cos k
k

k

d
r

θ
β

λ
= π ，由式(1)、式

(2)和式(3)得： 
2j(( 1) ( 1) )
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( ) ( )e ( )k k

K
m m
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x t s t n tα β− + −
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令 T
1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]Kt s t s t s t=S ， 1( ) [ ( ) t x t=X  

T
2 ( )  ( )]Mx t x t ，可写成矩阵形式： 

( ) ( , ) ( ) ( )t r t tθ= +X A S N          (6) 

其中： 

1 1 2 2( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )] M K
K Kr r r rθ θ θ θ ×= ∈A a a a

2 T
( ) j( ( 1) ( 1) ) 1( , ) 1,e , ,ek k k kj M M M

k kr
α β α βθ + − + − ×⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦a  

式中， ( , )rθA 为阵列的方向矩阵； ( , )k krθa 为阵元

接收到的第 k 个信号源的方向向量。 

2  基于KR积的子空间方法近场源定位 
假设各信号源互不相关，且是准平稳的。各阵

元处噪声互不相关。取一段信号分成 L 帧，帧长为

Δ 。第 l 帧信号协方差矩阵定义为： 
HE{ ( ) ( )}  [( 1) , 1]l t t t l lΔ Δ= ∀ ∈ − −R X X   (7) 

假设各信源信号和噪声信号均为零均值准平稳

信号，各信源信号互不相关，且从不同位置发出，

此协方差矩阵可以表示为： 
H

l l l= +R AZ A C            (8) 

其中： 
1 2Diag( , , , )l l l lKz z z=Z  

1 2Diag( , , , )l l l lMc c c=C  
式中， 2z E{| ( ) | }lk ks t= 为第 k 个信号在第 l 帧时间段

的信号功率； 2c E{| ( ) | }lm kn t= 为第 m 个阵元在第 l
帧时间的噪声功率。将 lR 矢量化得： 

H

*

vec( ) vec( ) vec( )

( )z vec( )
l l l l

l l

= = + =

+

y R AZ A C

A A C
     (9) 

式中， 表示KR积； H( )⋅ 表示共轭转置； ( )∗⋅ 表示

共轭。 
将{ , 1,2, , }l l L=y 写到一起得到矩阵： 

*( )= +Y A A Z C              (10) 

其中： 
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将Y进行奇异值分解得： 
H

H
[ ] s s

s c
c c

⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Σ V
Y U U

Σ V

0
0

        (11) 

式中， sU 和 H
sV 分别是是由大奇异值对应的左右奇

异值矢量张成的子空间，也就是信号子空间； cU 和
H

cV 是由小奇异值对应的左右奇异值矢量张成的子

空间，也就是噪声子空间； sΣ 是由大奇异值组成的

对角线矩阵； cΣ 是由小奇异值组成的对角线矩阵。 

由此得信源的方向向量满足： 
H * *[ ( , ) ( , )] 0c p p p pr rθ θ⊗ =U a a  

式中， ( , )p pr θa 为第p个声源信号的方向向量；⊗ 表

示Kronecker积。 
信号源空间谱可写为： 

H * *=1 [ ( , ) ( , )]c p p p pr rθ θ⊗P U a a       (12) 

如果各阵元处噪声是平稳的，则第m 个阵元处

各帧时间段的噪声功率相等，即： 

1 2m m Lmc c c= = =  
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式(7)可以写为： 
* T( ) vec( )l L= +Y A A Z C 1        (13) 

式中， T[1,2, ,1]L =1

 可以通过 L1 的正交投影矩阵
L

⊥
1P 消除噪声，正交

投影矩阵为： 
T(1/ )

L L L LL⊥ = −P1 I 1 1  

所以： 
* T T T

* T T

( )( ) vec( )

( )( )
L L L

L

l L
⊥ ⊥ ⊥

⊥

= + =1YP A A P Z C P

A A P Z
1 1

1

1
    (14) 

再利用子空间方法求出空间谱。 

3  基于KR积的准平稳信号稀疏重构 
近场源定位 
假设信号源可能的方位角为 1 2( , , ,Θ θ θ=  

)Pθ ，可能的距离为 1 2( , , , )QR r r r= ，则信源可能

的位置可离散化为 H P Q= × 个点，且 K H ，那

么接收矩阵Y可以稀疏表示为： 
*

( )= + = +Y A A Z C BZ C         (15) 
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对Y进行奇异值分解可得： 
T= o o oY U LV  

式中，L中的奇异值从左上角到右下角按从大到小排

列；Y保存前K列可得到 = o o K o K=Y U L D YV D ，其中
T=[ ]K KD I 0 。 KI 为 K K× 维单位矩阵， 0 为

( )K T K× − 维零矩阵。令： 

SV = o KC CV D  
SV SV T

SV 1= [ ]o K Hz z=Z ZV D  
TSV SV SV SV(1)  (2)   ( ) 1,2, ,i i i iz z z K i H⎡ ⎤= =⎣ ⎦z  

可得： 

SV SV SV= +Y BZ C             (16) 

可得优化目标函数为： 

2
2 SV( )

SV SV 1F
min l

S
λ− +Y BZ z        (17) 

其中： 
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问题(17)可转化为二阶锥规划问题： 
min p qλ+               (18) 

2
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通过求解上面优化问题就可以得到信号的位置

估计。此问题是二阶锥规划问题，可通过文献[17]
中的CVX软件来求解。 

4  仿真结果及分析 
为简便称本文算法为 KRSR(KHATRI-RAO 

sparse representation) ， 子 空 间 定 位 方 法 称 为

KRmusic ， 用 于 KR 子 空 间 的 capon 方 法 称 为

KRcapon。以下实验将对3种算法的性能进行比较。

取阵列阵元数为6，阵元间距为波长的四分之一。取

6个声源，入射位置分别为： ( 15 ,0.142),− °  ( 10 ,− °  
0.222), ( 5 ,0.302), − ° (10 ,0.382), (15 ,0.462), ° °  (20 ,°  
0.542), (25 ,0.622), ° 取稀疏度参数 2.3λ = ，采样点

数为25 000，帧数为50，每帧为500点，噪声为高斯

白噪声，信噪比分别为SNR=10 dB和SNR=0 dB时，

声源的空间谱仿真如图1～图4所示。从图中可以看

出，当信噪比SNR=10 dB时，KRSR算法谱峰优于

KRmusic算法，但KRmusic算法仍可以清晰分辨各声

源。当信噪比SNR=0 dB时KRSR算法的谱峰仍很明

显，但KRmusic算法已经不能分辨声源。 
为了验证本文算法的分辨率能力，将两个声源

从 (11 ,0.302)° 和 (12 ,0.382)° 位置阵列，信噪比

SNR=15 dB。仿真结果如图5和图6所示，KRmusic
方法此时已经几乎不能分辨两个角度，KRSR算法仍

能明显分辨各入射信号。 
将两个声源从 ( 9 ,0.222)− ° 和 (12 ,0.382)° 位置阵

列，信噪比SNR=15 dB。相干声源的空间谱估计仿

真结果如图7和图8所示，可以看出KRmusic方法不

能分辨两个声源，KRSR算法仍能明显分辨入射信号。 
最后讨论算法的误差性能与信噪比及帧数的关

系。仿真结果如图9和图10所示，分别显示了误差性

能受信噪比和采样点数的影响。从图中可以看出，

KRSR算法误差性能均优于其他两种。 
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图1  SNR=10 dB时KRSR空间谱 
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图2  SNR=10 dB时KRmusic空间谱 
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图3  SNR=0 dB时KRSR空间谱 
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图4  SNR=0 dB时KRmusic空间谱 
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图5  SNR=15 dB时两声源入射KRSR空间谱 
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图6  SNR=15 dB时两声源入射KRmusic空间谱 
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图7  SNR=0 dB时两相干声源入射KRSR空间谱 
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图8  SNR=0 dB时两相干声源入射KRSR空间谱 
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图9  3种方法均方根误差与SNR关系 
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图10  3种方法均方根误差与帧数关系 

5  结 束 语 
针对信源数多于阵元数的情况，本文首先将

KHATRI-RAO子空间方法扩展到近场源定位方法，

接着提出一钟基于KHATRI-RAO变换的稀疏重构近

场源定位方法。该方法通过KR积变换得到阵列输出

信号的KHATRI-RAO子空间，然后在KHATRI-RAO
子空间对信号进行了稀疏表示，从而通过l1范数约束

求得声源的空间谱，实现声源的欠定定位。仿真结

果表明，此方法的定位性能与基于KHATRI-RAO子

空间近场源定位方法相比有较大的提高。 
 
本文工作得到河南师范大学博士启动课题

(qd18027)的资助，在此表示感谢。 
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