
 

 

移动辐射源 AOA-TDOA-FDOA联合定位

闭合解算法

熊    杰*，陈    俊，宁    静，曹师齐，杨    海，万洪容

(中国西南电子技术研究所　成都　610036)

【摘要】移动辐射源无源定位是电子对抗领域需要解决的关键问题之一。基于到达时间差 (TDOA)与到达频率差

(FDOA)的联合定位闭合解算法是解决上述问题的有效途径之一，但完成一次定位至少需要 5个协同平台才能达到该算法的

应用条件。在保持无源定位闭合解框架的前提下，为减少协同平台个数，提出了一种融合到达角 (AOA)观测量、TDOA观

测量以及 FDOA观测量的无源定位算法。当各观测量的观察噪声及传感器位置偏差均为高斯噪声且噪声强度适中时，可建

立移动辐射源位置与各观测量及传感器位置的近似代数表达式，并由此形成 AOA-TDOA-FDOA联合定位闭合解算法。进一

步的理论分析表明，该算法的定位误差能达到克拉美罗界，数值仿真结果与理论分析结论吻合。
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Closed-Form AOA-TDOA-FDOA Solution for
Moving Source Location
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(Southwest China Institute of Electronic Technology　Chengdu　610036)

Abstract　 The  location  of  a  moving  emitting  source  is  a  key  problem  in  the  field  of  electronic
countermeasures. One of the effective solutions to solve this problem is the passive location closed-form algorithm
based  on  the  time  difference  of  arrival  (TDOA)  and  frequency  difference  of  arrival  (FDOA)  measurements.
However,  in  order  to  satisfy  the  requirement  of  the  above  algorithm,  at  least  5  nodes  need  to  collaborate  to
complete  a  location  task.  Given  the  closed-form frame of  passive  location  algorithm,  by  combining  the  angle  of
arrival (AOA), TDOA and FDOA measurements, a novel location algorithm is proposed to reduce the number of
collaborative platforms.  The approximate algebraic relationships are derived between the moving source position
and  the  measurements  with  platform  positions.  According  to  the  aforementioned  conditions,  the  closed  formed
expressions can be calculated by joint AOA-TDOA-FDOA mechanism. The theoretical analysis demonstrates that
solution  accuracy  of  the  proposed  location  algorithm  can  achieve  the  Cramér –Rao  lower  bound  (CRLB),  some
numerical simulation results coincide with the theoretical results.
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辐射源无源定位是雷达[1]、声纳[2]、无线通信

网络[3] 以及电子对抗[4] 等领域中的一个基本问题。

针对某一外源辐射源，多平台协同无源定位通常可

以采用基于到达角 (AOA)的定位体制[5-6]、基于到

达时间差 (TDOA)的定位体制 [7]，以及基于 AOA-
TDOA联合的定位体制 [8-9]。当源辐射源运动或者

协同平台运动时，到达频率差 (FDOA)通常也被加

入无源定位算法以提高定位精度[10-12]。另一方面，

由于上述几类观测量与辐射源位置成非线性关系，

因此辐射源无源定位问题不是一个简单的问题。近

年来涌现了多种算法试图解决辐射源无源定位问

题，如基于泰勒展开的迭代搜索算法[13]、闭合解定位算

法[6-12] 等。虽然闭合解定位算法的定位精度容易受

到传感器位置误差的影响，但是由于其具有不需要

辐射源位置的先验知识且回避了迭代搜索算法常遇

到的迭代发散问题的优点，因而备受关注。本文同
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样将焦点聚于移动辐射源无源定位闭合解

算法。

现有的很多无源定位闭合解算法能直接用于电

子对抗领域中针对敌方移动辐射源无源定位的问

题。文献 [8]所提的基于 AOA-TDOA的联合定位

闭合解算法忽视了传感器位置误差所带来的影响；

而文献 [9]所提的基于 AOA-TDOA的联合定位闭

合解算法虽然考虑了传感器位置误差的影响，但所

提算法只针对双平台协同定位这一特例；文献

[7]所提的基于 TDOA的定位闭合解算法以及文

献 [10-12]所提基于 TDOA-FDOA的联合定位闭合

解算法，虽然都考虑了协同平台的位置误差，但均

要求参与定位任务的我方协同平台的个数不小于

5个。这一要求限制了上述几种算法在实际作战场

景中的应用范围。针对上述问题，在建立移动辐射

源位置与各种观测量以及各个传感器位置的近似等

式关系的基础上，本文提出一种新的 AOA-TDOA-
FDOA联合定位闭合解算法。所提算法在保持闭合

解框架不变的前提下，不仅考虑了传感器位置误差

所带来的影响，同时还能将参与定位的我方平台个

数减小至 3个。进一步对所提算法进行理论分析，

在观测噪声及传感器位置误差均为高斯噪声并且噪

声强度适中时，所提算法的定位误差均方根能达到

克拉美罗 (CRLB)界。3平台协同定位仿真实验结

果以及对照仿真实验结果验证了上述理论结论。

1　问题描述

假定某时刻有 M个传感器对一移动辐射源开

展联合协同无源定位，定位场景如图 1所示。
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图 1    多平台联合定位示意图
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记移动辐射源在该时刻的三维位置向量为

，三维速度向量为 。

记该时刻第 个传感器的所在真实位

置为 ，真实速度为 。

一般地，定位算法并不能获取上述传感器的真实坐

标与真实速度，而只能获取传感器所在平台的导航

i si = [xi,yi,zi]T

ṡi = [ẋi, ẏi, żi]T

设备提供的位置向量与速度向量。记该时刻导航设

备给出的第 个传感器的所在位置为 ，

速度为 。

β = [sT, ṡT]T s = [sT
1 , s

T
2 , · · · ,

sT
M]T ṡ = [ṡT

1 , ṡ
T
2 , · · · , ṡT

M]T

∆β ∆β=β−βo= [∆sT,∆ṡT]T ∆s =

[∆sT
1 ,∆sT

2 , · · · ,∆sT
M]T∆ṡ = [∆ṡT

1 ,∆ṡT
2 , · · · ,∆ṡT

M]T;∆si = si−
so

i ∆ṡi = ṡi− ṡo
i ∆β

Qβ

为简便行文，将各传感器的位置向量与速度向

量收集在一起，并记为 ，其中

； 。若记传感器位置误差向

量为 ，那么 ，其中，

；

； 。一般地， 通常认为是零均值的

高斯向量，其协方差矩阵为 。

θoi ϕo
i

i(i = 1,2, · · · ,M)

记 与 分别表示该时刻辐射源相对于第

个传感器的方位角与高低角的真实

值，表示为：

θoi = tan−1
(

yo− yo
i

xo− xo
i

)
ϕo

i = tan−1

 zo− zo
i√

(xo− xo
i )2+ (yo− yo

i )2


(1)

θoi ∈ (−π,π) ϕo
i ∈ (−π/2,π/2)

θ = θo+ nθ ϕ = ϕo+ nϕ θ = [θ1, θ2,

· · · , θM]T ϕ = [ϕ1,ϕ2, · · · ,ϕM]T

θo = [θo1, θ
o
2, · · · , θ

o
M]T

ϕo = [ϕo
1,ϕ

o
2, · · · ,ϕ

o
M]T

nθ = [nθ1,nθ2, · · · ,nθM]T

nϕ = [nϕ1,nϕ2, · · · ,nϕM]T

Qθ Qϕ
nθ nϕ ∆β

式中， ； 。在实际中，所

观测到的方位角与高低角均带有测量噪声，即有

与 。 记 上 式 中 的

与 分别表示该时刻方位

角与高低角的测量向量，而 与

分别表示该时刻方位角与高低

角的真实值向量，以及 与

为对应的零均值高斯噪声向

量，其协方差阵分为记为 、 。并且假设测量

噪声 与 跟传感器位置误差向量 统计独立。

ri1 i(i = 2,3, · · · ,M)

ri1 = ro
i1+ni1

ni1 ro
i1

ro
i1 = ro

i − ro
1 ro

k =∥∥∥uo− so
k

∥∥∥ k(k = 1,2, · · · ,M)

r = [r21,r31, · · · ,rM1]T r = ro+ nt

ro = [ro
21,r

o
31, · · · , ro

M1]T

nt = [n21,n31, · · · ,nM1]T

nt Qt

∆β

nθ nϕ

设 1号传感器为参考传感器，那么该时刻则

有 M−1个 TDOA观测量作为无源定位算法的输

入。 为第 个传感器与第 1个传感器

之间的 TDOA观测量。一般地， ，

其中 为测量噪声， 为第 i个传感器与第 1个传

感器之间的TDOA真值，并且有 ，其中

代表该时刻移动辐射源与第

个传感器之间的欧氏距离。记在该时刻 M−1个
TDOA观测向量为 ，则 ，

其中   为 TDOA真实值向量，

为对应的观测噪声向量。假设

噪声向量 为零均值、协方差矩阵为 的高斯分布

向量，并且与传感器位置误差向量 、方位角噪

声向量 以及高低角噪声向量 统计独立。

同样地，设 1号传感器为参考传感器，那么该

时刻则有 M−1个 FDOA观测量作为无源定位算法
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ṙ = ṙo+ nν ṙo = [ṙo
21, ṙ
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o
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nν = [ṅ21, ṅ31, · · · , ṅM1]T

nν Qν
∆β

nθ nϕ
nt

的输入。 为第 个传感器与第 1个传

感 器 之 间 的 FDOA观 测 量 。 一 般 地 ，

，其中 为测量噪声， 为

第 i个传感器与第 1个传感器之间的 FDOA真值，

并且有 ， 。记在该

时刻M−1个 FDOA观测向量为 ，

则 ， 为 FDOA真实值

向量， 为对应的观测噪声向

量。假设噪声向量 为零均值、协方差矩阵为 的

高斯分布向量，并且与传感器位置误差向量 、

方位角噪声向量 、高低角噪声向量 以及 TDOA
噪声向量 统计独立。

fo
fo

需要说明的是，许多文献 (如文献 [12])在定

义 TDOA表达式时将光速 c也包含在内，在定义

FDOA表达式时同时将光速 c和辐射源信号载频

也包含在内。而这两类定义在已知辐射源信号载

频 时没有本质区别。因此，本文不特意区分上述

两类定义，其含义可由上下文得到。

α = [θT,ϕT, rT, ṙT]T

∆α = [nT
θ ,n

T
ϕ ,n

T
t ,nT
ν ]T

∆α Qα
Qα

综上，为简化算法推导，将上述 3类观测量汇

集起来。记 为该时刻的 AOA、
TDOA及 FDOA测量值向量，

为对应的观测噪声向量。一般地，观测噪声向量

被建模为零均值、协方差矩阵 为高斯向量，

其中 的定义为：

Qα = E[∆α∆αT] = diag{Qθ,Qϕ,Qt,Qν} (2)

α β

Qα
Qβ uo

那么，移动辐射源 AOA-TDOA-FDOA联合无

源定位算法所涉问题为：已知某一时刻的 AOA、
TDOA及 FDOA测量向量 与传感器位置向量 ，

以及二者对应的噪声/误差向量的协方差矩阵 与

，尽可能准确地估计该时刻的移动辐射源位置 。

2　AOA-TDOA-FDOA定位算法

uo u̇o α

β uo u̇o

移动辐射源 AOA-TDOA-FDOA联合定位算法

采用两阶段估计流程。第一阶段，首先建立起移动

辐射源位置参数 、 与观测向量 及传感器位置

向量 的伪线性关系，进而得到 与 粗略估计

值；第二阶段，修正第一阶段的粗估计值，从而精

确估计出某时刻移动辐射源的位置。

2.1　AOA观测量线性化

θoi ϕo
i

uo

θoi

方位角 、高低角 与移动辐射源位置参数

的伪线性关系可以通过以下代数变换推导得出。

由式 (1)可知，对观测真值 取正切运算，有：

0 = sinθoi (xo− xo
i )− cosθoi (yo− yo

i ) (3)

θoi xo
i yo

i式中， 、 以 及均为真实值，实际中并不可得，

用带噪值或带误差值代替上述各量，则式 (3)变为：

ηθi = sinθi(xo− xi)− cosθi(yo− yi) (4)

ηθi nθi ∆si

gθi = [− sinθi,cosθi,0]T

式中， 为测量噪声 以及传感器位置误差 带

来的近似误差。记 ，那么式 (4)
可以等价表达为：

ηθi = gT
θisi− gT

θiu
o (5)

nθi cos(nθi) ≈ 1 sin(nθi) ≈
nθi sinθi ≈ sinθoi +nθi cosθoi cosθi ≈ cosθoi −nθi sinθoi

xi = xo
i +∆xi,yi = yo

i +∆yi

ηθi = cosθoi ∆yi− sinθoi ∆xi+ {(xo− xo
i )cosθoi +

(yo− yo
i ) sinθoi }nθi
(xo−xo

i )cosθoi +(yo−yo
i ) sinθoi = loi cos2θoi + loi sin2θoi =

loi = ro
i cosϕo

i go
θi = [− sinθoi ,cosθoi ,0]T

当测量噪声 很弱时， 及

， 及 。

将上述两近似等式以及 带入

式 (4)，有

。再利用图 1中的一个几何关

系式

，并定义 ，那么有：

ηθi = nθiro
i cosϕo

i + goT
θi ∆si (6)

uo θi

ηθi

nθi ∆si

式 (5)与式 (6)分别建立了向量 与方位角 之

间的近似等式关系，以及近似误差 与测量噪声

及传感器位置误差 之间的函数关系。

ϕo
i

θi,ϕi, xi,yi,zi

同样地，对式 (1)中的观测真值 取正切运

算，并用 分别代替其真实值，有：

ηϕi = gT
ϕisi− gT

ϕiu
o (7)

gϕi = [− sinϕi cosθi,−sinϕi sinθi,cosϕi]T ηϕi

nϕi ∆si

nϕi sinϕi = sinϕo
i +nϕi cosϕo

i

cosϕi = cosϕo
i −nϕi sinϕo

i

si = so
i +∆si

式中， ； 为

测量噪声 以及传感器位置误差 带来的近似误

差。当测量噪声 很弱时，

及 近似成立，并将上述两近

似关系及 代入式 (7)，忽略二阶误差项，有：

ηϕi = ro
i nϕi+ goT

ϕi ∆si (8)

go
ϕi = [− sinϕo

i cosθoi ,−sinϕo
i sinθoi ,cosϕo

i ]T

0 = (xo− xo
i )×

sinθoi − (yo− yo
i )cosθoi (xo− xo

i )cosθoi cosϕo
i + (yo− yo

i )×
sinθoi cosϕo

i + (zo− zo
i ) sinϕo

i = ro
i

uo ϕi

ηϕi nϕi
∆si

式中， 。上

式推导过程中使用了图 1中两个几何关系

 及
。式 (7)与式 (8)分别

建立了向量 与高低角 之间的近似等式关系，以

及近似误差 与测量噪声 及传感器位置误差

之间的函数关系。

so
i −uo

go
θi go

ϕi

so
i −uo

gθi gϕi
gθi gϕi

so
i −uo ηθi ηϕi

事实上， 为三维空间中的一个向量，而

向量 与向量 是此三维空间中既彼此正交又同

时与向量 成正交关系。当存在测量噪声和传

感器位置误差时，定位算法只能得到 与 。向

量 与向量 虽然彼此正交，但却不再与向量

正交，这也就是残差 与 的产生原因。
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2.2　TDOA与 FDOA观测量线性化

ri1, i(i = 2,3, · · · ,M)

ro
i1+ ro

1 = ro
i

如文献 [10-12]及文献 [7]所示，TDOA观测

量   可以通过如下方式进行线性化

处理。首先，对等式 的两边同时取平方

运算，有：

ro2
i1 +2ro

i1ro
1 = soT

i so
i − soT

1 so
1−2(so

i − so
1)Tuo (9)

ro
i1 ri1−ni1 so

i si−∆si将上式中的 用 代替， 用 代替，忽

略二阶误差项整理可得：

εt,i = r2
i1− sT

i si+ sT
1 s1+2(si− s1)Tuo+2ro

1ri1 (10)

εt,i式中， 代表近似误差，其定义为：

εt,i = 2ro
i ni1+2(uo− si)T∆si−2(uo− s1)T∆s1 (11)

ro
1

ri1 uo

εt,i ni1

∆si

借助于辅助变量 ，式 (10)表征了 TDOA观

测量 与辐射源位置向量 之间的近似线性关系，

同时式 (11)也给出了近似误差 与测量噪声 及

传感器位置误差 之间的函数表达关系。

ṙi1, i(i = 2,3, · · · ,M)对于 FDOA观测量 的线性化

处理方式为同时对式 (10)及式 (11)的右端对时间

求导数[10-12]，即：

εν,i =ro
1ṅi1+ ṙo

1ni1+ (u̇o− ṡo
i )T∆si− (u̇o− ṡ1)T∆s1+

(uo− so
i )T∆ṡi− (uo− s1)T∆ṡ1 =

ri1ṙi1− ṡT
i si+ ṡT

1 s1+ (ṡi− ṡ1)Tuo+

(si− s1)Tu̇o+ ṙi1ro
1 + ri1ṙo

1 (12)

ro
1 ṙo

1

ṙi1 uo u̇o

εν,i

ni1 ṅi1 ∆si ∆ṡi

借助于辅助变量 与 ，式 (12)不仅给出了

FDOA观测量 与移动辐射源位置参数 与 之间

的近似线性关系，同时也给出了近似误差 、测

量噪声 、 、传感器位置误差 和速度误差

之间的函数表达关系。

2.3　闭合解定位算法

1)第一阶段：粗估计。

ro
1 ṙo

1 uo u̇o

α β

φo
1 = [uoT,ro

1, u̇
oT, ṙo

1]T

从上面的分析中可以知道，借助于辅助变量

与 ，移动辐射源位置参数 、 与无源定位输

入观测向量 及传感器位置向量 之间能建立起近

似线性关系，并且近似误差也有显示表达式。因

此，在第一阶段可以选取 为移

动辐射源位置参数的估计参数向量。

η = [ηθ1,ηθ2, · · · ,ηθM , ηϕ1,ηϕ2, · · · ,ηϕM]T, εt =

[εt,2, εt,3, · · · , εt,M]T εν = [εν,2, εν,3, · · · , εν,M]T

ε1 = [ηT,εT
t ,ε

T
ν ]T

记

，以及 ，并

定义 ，那么联合式 (5)~式 (8)、式

(10)~式 (12)，有：

Bo
1∆α+ Do

1∆β = ε1 = h1−G1φ
o
1 (13)

式中，

h1 =

[ hθϕ
ht
hν

]
, G1 =

[ Gθϕ
Gt
Gν

]
, Do

1 =

 Do
θϕ O2M×3M

Do O(M−1)×3M
Ḋo Do

 ,
Bo

1 =

 Bo
θϕ O2M×(M−1) O2M×(M−1)

O(M−1)×2M Bo O(M−1)×(M−1)
O(M−1)×2M Ḃo Bo


(14)

Oi× j i× j

hθϕ,Gθϕ,ht,hν,Gt,Gν

式 (14)中的矩阵 代表 维的全零矩阵，矩阵

分别定义为：

hθϕ =
[

(Gθ ⊙S)1M×1(
Gϕ⊙S

)
1M×1

]
, Gθϕ =

[ Gθ OM×5
Gϕ OM×5

]

ht =



r2
21− sT

2 s2+ sT
1 s1

r2
31− sT

3 s3+ sT
1 s1

...

r2
M1− sT

M sM + sT
1 s1


,

hν = 2



r21ṙ21− ṡT
2 s2+ ṡT

1 s1

r31ṙ31− ṡT
3 s3+ ṡT

1 s1

...

rM1ṙM1− ṡT
M sM + ṡT

1 s1


,

Gt = −2


(s2− s1)T r21 0T

4×1
(s3− s1)T r31 0T

4×1
...

...
(sM − s1)T rM1 0T

4×1

 ,

Gν = −2


(ṡ2− ṡ1)T ṙ21 (s2− s1)T r21
(ṡ3− ṡ1)T ṙ31 (s3− s1)T r31
...

...
...

...
(ṡM − ṡ1)T ṙM1 (sM − s1)T rM1


(15)

⊙ 1m×1 0m×1

Gθ = [gθ1, gθ2, · · · , gθM]T,Gϕ = [gϕ1, gϕ2, · · · , gϕM]T

[s1, s2, · · · , sM]T

式中， 表示向量 Schur乘法； 与 分别表

征 m维取值全 1的列向量与全 0的列向量；

； S=
。

Bo
θϕ,D

o
θϕ式 (14)中的矩阵 的定义分别为：

Bo
θϕ =

[ [ Bo
θn

OM×M

] [
OM×M

Bo
ϕω

] ]
, Do

θϕ =

[
Bo
θs

Bo
ϕs

]
(16)

Bo
θs=diag(Go

θ);B
o
ϕs=diag(Go

ϕ);B
o
ϕω=diag([ro

1,r
o
2, · · ·

ro
M]);Bo

θn = diag([ro
1 cosϕo

1,r
o
2 cosϕo

2, · · · ,r
o
M cosϕo

M])

式中，

。

Bo, Ḃo式 (14)中的矩阵 分别定义为：

Bo = 2


ro

2 0 0 0
0 ro

3 0 0
...
...
. . .

...
0 0 0 ro

M

 , Ḃo = 2


ṙo

2 0 0 0
0 ṙo

3 0 0
...
...
. . .

...
0 0 0 ṙo

M


(17)

Do, Ḋo

Do, Ḋo i(i = 1,2, · · · ,M−1)

式 (14)中的矩阵 分别按如下方式定义其

每一行，即矩阵 的第 行定

义为：
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 Do =
[
−pT

1 0T
3(i−1)×1 pT

i+1 0T
3(M−i−1)×1

]
Ḋo =

[
− ṗT

1 0T
3(i−1)×1 ṗT

i+1 0T
3(M−i−1)×1

] (18)

pk = (uo− so
k); ṗk = (u̇o− ṡo

k),k = 1,2, · · · ,M式中， 。

φo
1 W = (Bo

1QαBoT
1 + Do

1QβDoT
1 )−1

基于式 (13)，可以通过加权最小二乘来求解参

数 。权矩阵通常选为 。

但这种构造方式需要获取各传感器位置和速度真

值、各传感器相对辐射源的方位角/高低角真值、

各传感器到辐射源距离与距离变化率真值，并且还

需已知辐射源位置与速度等真值。然而这些量在实

际工程实践中不可得。

φo
1

解决上述矛盾的一种折中的处理方式是采取两

步加权最小二乘计算 ，即：

W = Q−1
β① 令权矩阵 ，则有：

φ̂o
1 = (GT

1WG1)−1GT
1Wh1 (19)

ûo= φ̂o
1 (1 : 3) , ˆ̇uo

= φ̂o
1 (5 : 7) , r̂o

i = ∥ûo− si∥ ,
ˆ̇ro
i = (ûo− si)T( ˆ̇uo− ṡi)/r̂o

i ûo si

θ̂oi ϕ̂o
i

B̂o
θϕ, D̂

o
θϕ, B̂

o, ˆ̇B
o
, D̂o, ˆ̇D

o

B̂o
1 D̂o

1

那么，

。将 与 代入式 (1)可得

与 。将上述各真值的替代值代入式 (16)、式

(17)与式 (18)构造矩阵 ，进

而可构造出矩阵 与 。

W1 = (B̂o
1QαB̂oT

1 + D̂o
1Qβ D̂oT

1 )−1 φo
1

φ1

② 选取权 ，则

的估计值 为：

φ1 = (GT
1W1G1)−1GT

1W1h1 (20)

cov(φ1) = (GT
1W1G1)−1

根据最小二乘理论，可知第一阶段参数的估计

误差协方差阵为 。

2)第二阶段：精估计。

φ1

φ1(1 : 3) uo

φ1(5 : 7)

u̇o

φ1 (ro
1, ṙ

o
1)

(uo, u̇o) φo
1

φ1(4) φ1(8)

uo u̇o

对于第一阶段的参数估计值 ，其前三维分量

是移动辐射源在某时刻的位置向量 的估计

值，其第五至第七维分量 是该辐射源在该

时刻的瞬时速度向量 的估计值。但根据最小二乘

理论，由式 (20)估计得出 的前提条件是 与

无关，但这又与第一阶段估计参数 的定义

矛盾，因而按照这种方式估计出的移动辐射源的位

置向量与速度向量不精确。因此，在第二阶段，本

文使用第一阶段的参数估计值 与 来构建

另一个最小二乘模型，以提高 与 估计精度，从

而实现对该时刻移动辐射源的无源定位。

φ1 ∆φ1

φ1(1 : 3) = uo+∆φ1(1 : 3)

记向量 对应的估计误差向量为 ，由于

，则有：

(φ1(1 : 3)− s1)⊙ (φ1(1 : 3)− s1) =
(uo− s1)⊙ (uo− s1)+2(uo− s1)⊙∆φ1(1 : 3) (21)

φo
1 φ1(4) = ro

1 +∆φ1(4) =此外，从 的定义可以得知

∥∥∥uo− so
1

∥∥∥+∆φ1(4) so
1 = s1−∆s1，将 代入上式，并忽略

二阶误差项，则有：

[φ1(4)]2 =
∥∥∥uo− s1

∥∥∥+2(uo− s1)T∆s1+2ro
1∆φ1(4) (22)

类似地，有：

(φ1(1 : 3)− s1)⊙ (φ1(5 : 7)− ṡ1) =
(uo− s1)⊙ (u̇o− ṡ1)+ (u̇o− ṡ1)⊙∆φ1(1 : 3)+

(uo− s1)⊙∆φ1(5 : 7) (23)

以及：

φ1(4)φ1(8) = (uo− s1)T(u̇o− ṡ1)+ (uo− s1)T∆ṡ1+

(u̇o− ṡ1)T∆s1+ ṙo
1∆φ1(4)+ ro

1∆φ1(8) (24)

基于上面的讨论，第二阶段参数向量可选择为：

φo
2 = [((uo− s1)⊙ (uo− s1))T, ((uo− s1)⊙ (u̇o− ṡ1))T]T

(25)

联合式 (21)～式 (24)，有：

ε2 = h2−G2φ
o
2 (26)

式中，

h2 =


(φ1(1 : 3)− s1)⊙ (φ1(1 : 3)− s1)

[φ1(4)]2

(φ1(1 : 3)− s1)⊙ (φ1(5 : 7)− ṡ1)
φ1(4)φ1(8)

 ,

G2 =


I3×3 O3×3

1T
3×1 0T

3×1
O3×3 I3×3

0T
3×1 1T

3×1

 (27)

ε2另一方面，针对等式误差 ，有：

ε2 = B2∆φ1+ D2∆β (28)

B2,D2式中，矩阵 的定义如下所示：

B2 =

[
2B̃ O4×4
˙̃B B̃

]
,

B̃ = diag
[
(φ1(1 : 3)− s1),φ1(4)

]
˙̃B = diag

[
(φ1(5 : 7)− ṡ1),φ1(8)

] ,
D2 =


O3×6M

2(φ1(1 : 3)− s1)T 0T
(6M−3)×1

O3×6M
(φ1(5 : 7)− ṡ1)T 0T

(3M−3)×1
(φ1(1 : 3)− s1)T 0T

(3M−3)×1


(29)

W2 W−1
2 = {B2cov(φ1)BT

2 + D2QβDT
2+

B2cov(φ1)GT
1W1 D1QβDT

2 + D2QβDT
1W1G1cov(φ1)BT

2 }
φo

2

式 (28)决定了第二阶段加权最小二乘的权矩阵

的选取形式[10]，即

。

那么第二阶段估计参数 的加权最小二乘估计

值为：

φ2 = (GT
2W2G2)−1GT

2W2h2 (30)

φo
2且 的估计误差为：

∆φ2 = φ2−φo
2 = (GT

2W2G2)−1GT
2W2ε2 (31)
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cov(φ2) = (GT
2W2G2)−1对应的协方差矩阵为 。

φ2 uo u̇o一旦得到 ，那么位置向量 及速度向量 的

最终估计值可由以下方式计算得到，即：

u =Π
√
φ2(1 : 3)+ s1 u̇ = φ2(4 : 6)./(u− s1)+ ṡ1 (32)

Π = diag[φ1(1 : 3)− s1]

Π φ2

式中， ；“./”表示对应元素

相除。矩阵 的存在避免了对 元素开平方时的正

负符号模糊问题。

u u̇
Θ = [uT, u̇T]T

式 (32)最终给出了某时刻移动辐射源 AOA-
TDOA-FDOA的联合定位闭合解。下面给出定位解

与 对应的协方差矩阵，若记算法给出的定位解向

量 ，那么对式 (25)求一阶全微分有：

∆φ2 = Ξ∆Θ (33)

Ξ =

[
2diag[uo− s1] O3×3
2diag[u̇o− ṡ1] 2diag[uo− s1]

]
式中， 。

s1 ṡ1

∆s1 ∆ṡ1

ε2

∆φ2

Θ

在第二阶段的估计过程中， 与 被视作常

量，因而 与 未出现在式 (33)里。式 (28)
表明当噪声强度不大时， 近似满足零均值，因此

式 (31)所示的 同样近似为零均值。所以，本文

所提的 AOA-TDOA-FDOA联合定位给出的闭合解

同样近似满足零均值特性。那么，由式 (33)可得

定位解向量 的理论协方差矩阵为：

cov(Θ) = Ξ−1cov(φ2)Ξ−T (34)

φo
1

φo
1

φo
1

需要指出的是，文献 [10-11]分析了基于 TDOA
与 FDOA观测量的联合定位闭合解算法，其第一

阶段估计参数向量与本文选取的向量 一致。

是 8维向量，因此文献 [10-11]所提算法至少需

要 5个协同平台参与定位任务，才能按照式 (19)
及式 (20)估计 。而在实际的电子对抗作战过程

中难以满足这一条件，本文在继承文献 [10-11]所
提算法框架的前提下，将 AOA观测量引入定位算

法，这就使得实际作战所需的协同平台个数降至

3个，既节约了定位成本，也提高了无源定位闭合

形式算法的战场生存能力。

3　理论分析

上节详细讨论了某时刻移动辐射源AOA-TDOA-
FDOA的联合定位闭合解，本节将对上述算法进行

理论分析，并给出其估计误差的理论误差下界，

即 CRLB界。

α

β

µ = [αT,βT]T

ϑ = [uT, u̇T, sT, ṡT]T

AOA、TDOA以及 FDOA测量值向量 与传感

器位置和速度向量 均服从高斯分布，并且两者独

立 ， 因 此 数 据 向 量 与 参 数 向 量

的概率密度函数为：

ln f
(
µ;ϑ

)
= k1−

1
2

(α−αo)TQ−1
α (α−αo)+

k2−
1
2

(β−βo)TQ−1
β (β−βo) (35)

k1 = −ln{(2π)4M−2 |Qa|}/2;k2 = −ln{(2π)6M
∣∣∣Qβ∣∣∣}/2,

θ

式中，

都是常数。那么根据定义，参数 的 CRLB界为：

CRLB(θ) = −E
[
∂2 ln f

(
µ;ϑ

)
∂ϑ ∂ϑT

]−1

≜
[ X Y

YT Z
]−1

(36)

式中，

X=−E
[
∂2 ln f

(
µ;ϑ

)
∂Θ ∂ΘT

]−1

=

(
∂αo

∂Θ

)T

Q−1
α

(
∂αo

∂Θ

)
Y=−E

[
∂2 ln f

(
µ;ϑ

)
∂Θ ∂βT

]−1

=

(
∂αo

∂Θ

)T

Q−1
α

(
∂αo

∂β

)
Z=−E

[
∂2 ln f

(
µ;ϑ

)
∂β ∂βT

]−1

=

(
∂αo

∂β

)T

Q−1
α

(
∂αo

∂β

)
+Q−1

β

(37)

∂αo/∂Θ

∂αo/ ∂β αo u u̇ s
ṡ

由向量求导定义可知，式 (37)中的偏导

与 实质是向量 对向量 、向量 、向量 及

向量 求偏导，即有：

(
∂αo

∂Θ

)
(4M−2)×6

=



(
∂θo

∂u

)
M×3

(
∂θo

∂u̇

)
M×3(

∂ϕo

∂u

)
M×3

(
∂ϕo

∂u̇

)
M×3(

∂ro

∂u

)
(M−1)×3

(
∂ro

∂u̇

)
(M−1)×3(

∂ṙo

∂u

)
(M−1)×3

(
∂ṙo

∂u̇

)
(M−1)×3


(38)

以及：

(
∂αo

∂β

)
(4M−2)×6M

=



(
∂θo

∂s

)
M×3M

(
∂θo

∂ṡ

)
M×3M(

∂ϕo

∂s

)
M×3M

(
∂ϕo

∂ṡ

)
M×3M(

∂ro

∂s

)
(M−1)×3M

(
∂ro

∂ṡ

)
(M−1)×3M(

∂ṙo

∂s

)
(M−1)×3M

(
∂ṙo

∂ṡ

)
(M−1)×3M


(39)

∂θo/ ∂u̇ = OM×3, ∂ϕ
o/ ∂u̇ =

OM×3 ∂θo/ ∂ṡ = OM×3M , ∂ϕ
o/ ∂ṡ = OM×3M λi,κi,

(i = 1,2, · · · , M)

下面逐一给出式 (38)、(39)中每个偏导矩阵的

具体表达式。根据定义有

以及 。记

，具有如下表达形式：
λi =

[
−

sinθoi
ro

i cosϕo
i
,

cosθoi
ro

i cosϕo
i
,0

]T

κi =

[
−

sinϕo
i cosθoi
ro

i
,−

sinϕo
i sinθoi
ro

i
,
cosϕo

i

ro
i

]T (40)

∂θo/ ∂u = [λ1,λ2, · · · ,λM]T=̇Au1, ∂ϕ
o/ ∂u =那么，
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[κ1,κ2, · · · ,κM]T =̇ Au2, ∂θ
o/ ∂s = diag(Au1) =̇ As1, ∂ϕ

o/ ∂s =

diag(Au2)=̇As2。

E3M×3 = [I3×3, · · · , I3×3]T

C1 C2 i(i = 1,2, · · · ,M−1)

记 ，并定义两个 (M−1)×
3M的矩阵 与矩阵 ，其第 行的

定义为：C1 (i, :) =
[
−aT

1 0T
3(i−1)×1 aT

i+1 0T
3(M−i−1)×1

]
C2 (i, :) =

[
−bT

1 0T
3(i−1)×1 bT

i+1 0T
3(M−i−1)×1

] (41)
ai= (uo− so

i )/ro
i ; bi= (u̇o− ṡo

i )/ro
i − ṙo

i (uo− so
i )/ro2

i式中， 。

那么，则有：

∂ro

∂u
= C1E, ∂

ṙo

∂u
= C2E, ∂

ro

∂u̇
= O(M−1)×3,

∂ṙo

∂u̇
= C1E,

∂ro

∂s
= −C1,

∂ṙo

∂s
= −C2,

∂ro

∂ṡ
= O(M−1)×3M ,

∂ṙo

∂ṡ
= −C1

(42)

综合上述各个偏导矩阵，那么式 (38)与式 (39)
所表征的偏导矩阵的具体表达形式为：

(
∂αo

∂Θ

)
=


Au1 OM×3
Au2 OM×3
C1E O(M−1)×3
C2E C1E

 ,
(
∂αo

∂β

)
=


As1 OM×3M
As2 OM×3M
−C1 O(M−1)×3M
−C2 −C1

 (43)

CRLB
(
ϑ
)

将式 (43)代入式 (37)，即可得 6M+6维方阵

的具体形式。

Θ

由矩阵求逆引理可得移动辐射源位置及速度参

数 的 CRLB界，即：

CRLB(Θ) = X−1+X−1Y
(
Z−YT X−1Y

)−1
YT X−1 (44)

X−1

Θ

Θ

式中， 表示当测角与时差/频差传感器不存在位置

误差及速度误差时的参数 的 CRLB界，因此式 (44)
中的第二项表征了由测角与时差/频差传感器位置

及速度误差引起的参数 的 CRLB界的增量部分。

式 (44)的迹表征了任一种多平台AOA-TDOA-FDOA
联合定位算法的估计误差均方根的下界。

Θ cov(Θ)

Θ cov(Θ)

文献 [10]已证明，当 TDOA与 FDOA测量误

差与传感器位置与速度误差都服从高斯分布并且噪

声不大，并且传感器距离辐射源较远时，定位解向

量 的理论协方差矩阵 能达到其理论误差下

界。基于类似的证明过程，当无源定位算法加入

AOA观测量后，本文所提算法所给出定位解向量

的理论协方差矩阵 也能达到对应的 CRLB
界。由于篇幅限制，在此省略这一结论的推导过

程，下面将给出仿真实验，验证本文提出算法的均

方根误差在噪声不大时同样能达到 CRLB界。

4　数值仿真

125]T [12,30,0]T

1 500, 3 500]T [120,−20,0]T

[21 500, 15 000,5 800]T

[130,0,0]T

[20 500,−45 000,5 800]T [110,50,0]T

1.125×109

为验证本文提出的移动辐射源 AOA-TDOA-
FDOA联合定位闭合解算法的性能，本节首先给出

一组 3平台协同定位一个移动辐射源位置的仿真实

例。移动辐射源初始位置为 [57  891,  −12  536,
(单位为 m，下同)，初始速度为 (单

位为 m/s，下同)；协同平台主站初始位置为 [5 000，
，初始速度为 ；协同平台

辅站 1的初始位置为 ，初始

速度为 ；协同平台辅站 2的初始位置为

，初始速度为 。

辐射源载波频率为  Hz。为评价无源定位

算法的定位精度，本文采用均方根误差为评价标

准，其定义为：

MSE =

√√√
1
N

N∑
i=1

∥uo−ui∥22 (45)

MSE

uo

ui

式中， 为某时刻无源定位所估计的辐射源位置

的均方根误差； 为该时刻移动辐射源真实位置；

为第 i次独立仿真实验所估计的辐射源位置；

N为独立仿真实验次数。需要指出的是，在 N次独

立仿真实验过程中，每次仿真中辐射源移动轨迹以

及每个平台的真实运动轨迹都一致。本节后续部分

将首先以此为基础给出几组仿真实例，验证本文所

提算法在各种噪声强度下的定位能力；然后再给出

两组对比实验，说明本文所提算法在定位精度与定

位时间等方面较其他已有定位算法所具备的

优势。

4.1　平台位置误差与定位精度关系

CRLB(Θ)

为验证本文所提算法对平台位置误差的适应能

力，在这组仿真中将 3架空中平台的图 1中 x、
y、z向上的位置误差标准差变化范围同时设置为

10−2～105 m，所有平台图 1中 x、y、z向上的速度

误差标准差固定为 0.2 m/s，并且将所有 AOA测量

噪声标准差均固定为 3°，所有 TDOA测量噪声标

准差均固定为 100 ns，以及所有 FDOA测量噪声标

准差均固定为 100 Hz。5 000次独立仿真形成的均

方根定位误差曲线如图 2所示。为直观说明本文所

提算法对平台位置误差的适应能力，每种设置下的

定位误差理论下界 (即式 (44)所示的 矩阵

的前 3个对角元素和的平方根 )也同时绘制在

图 2中。
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10−2 10−1 100 101 102 103 104 105

103

104

105

106

平台位置 x、y、z 向误差标准差/m

估
计
误
差

/m

均方根误差

CRLB 界

图 2    平台位置误差与定位精度关系曲线 

 

图 2表明当所有协同平台在图 1中 x、y、z
这 3个方向的位置误差标准差均不超过 5×103 m
时，本文所提算法在 3平台协同定位场合下的均方

根定位误差能达到对应的 CRLB界。

4.2　AOA测量噪声与定位精度关系

为验证本文所提算法对测角噪声强度的适应能

力，在这组仿真中，将每个平台的方位角测量噪声

标准差变化范围同时设置为 10−2°～102°，而所有平

台在图 1中 x、y、z向的位置误差标准差都固定为

5 m、速度误差标准差都固定为 0.2 m/s，并且将所

有高低角测量噪声标准差均固定为 3°，所有 TDOA
测量噪声标准差均固定为 100 ns，所有 FDOA测量

噪声标准差均固定为 100 Hz。5 000次独立仿真形

成的均方根定位误差曲线如图 3所示。同时为直观

说明本文所提算法对测角噪声强度的适应能力，每

种设置下的 CRLB界也同时绘制在图 3中。
  

10−2 10−1 100 101 102

101

102

103

104

105

106

107

方位角测量误差标准差/°

估
计
误
差

/m

均方根误差

CRLB 界

图 3    方位角误差与定位精度关系曲线 

 

图 3表明当所有协同平台所测得的方位角的测

量误差标准差不大于 20°时，本文所提算法在 3平
台协同定位场合下的均方根定位误差能达到对应

的 CRLB界。

4.3　TDOA测量噪声与定位精度关系

为验证本文所提算法对 TDOA噪声强度的适

应能力，在这组仿真中，将每个 TDOA测量噪声

标准差变化范围同时设置为 10−2～106 ns，所有平

台在 x、y、z向的位置误差标准差都固定为 5 m，

速度误差标准差都固定为 0.2 m/s，并且将所有方

位/高低角测量噪声标准差均固定为 3°，所有 FDOA
测量噪声标准差均固定为 100 Hz。5 000次独立仿

真形成的均方根定位误差曲线如图 4所示。同时为

直观说明本文所提算法对 TDOA测量噪声强度的

适应能力，每种设置下的 CRLB界也同时绘制在

图 4中。
 
 

10−2 10−1 100 101 102 103 104 105 106

103

104

105

106

107

TDOA 测量误差标准差/ns

估
计
误
差

/m

均方根误差

CRLB 界

图 4    TDOA误差与定位精度关系曲线
 

 

图 4表明当所有 TDOA观测量的测量噪声标

准差不大于 105 ns时，本文所提算法在 3平台协同定

位场合下的均方根定位误差能达到对应的 CRLB界。

4.4　FDOA测量噪声与定位精度关系

为验证本文所提算法对 FDOA噪声强度的适

应能力，在这组仿真中，将每个 FDOA测量噪声

标准差变化范围同时设置为 10−2～104 Hz，所有平

台在 x、y、z向的位置误差标准差都固定为 5 m，

速度误差标准差都固定为 0.2 m/s，并且将所有方

位/高低角测量噪声标准差均固定为 3°，所有 TDOA
测量噪声标准差均固定为 100 ns。5 000次独立仿

真形成的均方根定位误差曲线如图 5所示。同时为

直观说明本文所提算法对 FDOA测量噪声强度的

适应能力，每种设置下的 CRLB界也同时绘制在

图 5中。
 
 

10−2 10−1 100 101 102 103 104

103

104

FDOA 测量误差标准差/Hz

估
计
误
差

/m

均方根误差

CRLB 界

图 5    FDOA误差与定位精度关系曲线
 

 

图 5表明当所有 FDOA观测量的测量噪声标
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准差不大于 200 Hz时，本文所提算法在 3平台协同

定位场合下的均方根定位误差能达到对应的CRLB界。

5　结 束 语
针对移动辐射源 TDOA-FDOA联合无源定位

闭合解算法需要至少 5个协同平台参与一次定位任

务的问题，本文将 AOA观测量引入，提出一种新

的基于 AOA-TDOA-FDOA的联合定位闭合解算

法。本文所提算法在兼顾平台位置不确定性以及保

持代数闭合解框架不变的前提下，能将参与定位的

平台个数有效地减少至 3个。同时，理论分析与仿

真实验结果都表明所提算法在面对工程上常见的噪

声强度时，定位性能可以达到理论误差下界。这表

明，本文所提算法既能拓宽算法的战场应用范围，

也能提高算法的战场生存能力。
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