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【摘要】该文对多层网络的研究现状与进展进行了综述。首先，介绍了不同类型多层网络的概念，描述了多层网络的数

学模型构建；其次，根据多层网络的拓扑结构，分别从基本统计性质、节点重要性、社团结构、鲁棒性与动力学行为 4个方

面综述多层网络的研究进展；最后展望了多层网络的未来研究方向。
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Abstract　The progress  of  multilayer  networks is  summarized in  this  article.  First,  the  concepts  of  various
types of multi-layer networks are introduced and their mathematical models are described. Then, according to the
topological structure properties, the existing research is reviewed from four parts: basic statistical properties, node
importance,  community  structure,  robustness,  and  dynamic  behavior.  At  last,  the  future  research  directions  of
multi-layer networks are prospected.
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复杂网络是通过对复杂系统相互作用结构的简

化和抽象，从而给出一种理解复杂系统性质和功能

的研究途径。自小世界特性和无标度特性被提出以

来[1-2]，该研究范式经过不断发展与完善，已成为复

杂系统与复杂性科学重要的研究工具与方法。复杂

网络分析方法在研究复杂系统的演化机制和功能上

扮演着重要的角色，并被广泛地应用于各个领域，

包括社会经济、交通电力、脑科学及生命科学等[3-6]。

尽管该研究框架对相关研究起到重要的推动作

用，但将复杂系统简单地抽象成单个网络忽略了复

杂系统中多类型关系交互的贡献。复杂系统由众多

个体组成，它们之间以某种或多种方式发生非线性

的相互作用。这些相互作用关系使其在时间和空间

上产生各种形式的关联结构，并呈现出系统的时空

多尺度特征。因此，将复杂系统抽象成单个网络的

研究范式无法进一步满足复杂系统研究的需要。

在网络科学中，多层网络是研究前沿和热点，

它突破了单层网络中节点和连边同质性的限制，考

虑了多种类型节点及其连边关系 (包括层内连边和

层间连边)[7-8]。事实上，由几个网络的相互作用关

系刻画的复杂系统普遍存在。如在社会系统中，不

同类型的社交关系 (朋友、同事、亲属等)能够被

抽象成不同的网络层，进而代表友谊、协作、家庭

等社会关系；基础设施系统可以通过区分不同的运

输工具 (公共汽车、地铁、火车、飞机等)，进而研

究基础设施系统应对突发灾难的能力；大脑系统

中，不同脑功能区的相互作用可能有所不同，用一

个全面的多层框架来研究大脑系统可以处理不同类

型相互作用之间存在的差异。复杂系统的时空多尺

度特征通过多层网络建模及分析，可以揭示系统拓

扑性质与演化机制。已有的多层网络研究在理论上

主要关注网络的拓扑结构、动力学、功能以及它们 
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之间的关系，同时在社会经济系统、生态和生物系

统等领域进行了应用。这些研究已取得了一系列重

要且有影响力的成果，如多层网络理论研究[3]、耦

合网络传播[9]、时序网络[10-11] 以及相互依存网络鲁

棒性和抗毁性[12-13]。本文在这些研究的基础上，对

多层网络的最新进展进行综述。

目前，多层网络研究也开始从简单地扩展单层

网络的概念与方法，发展到针对多层网络结构与实

际问题定义相应的拓扑性质和动力学行为[14]。本文

重点从如下几个方面对多层网络的研究进展进行梳

理与评述：多层网络建模、基本统计性质、社团结

构、多层网络功能与动力学行为，进而阐述多层网

络所产生的新现象与规律。

1　多层网络模型构建

研究多层网络面临的首要问题是网络的构建与

数学描述，即定义网络中节点和连边。虽然多层网

络概念没有明确的统一的定义，但是依据拓扑结构

特征可将其划分为多路复用网络、时序网络、网络

的网络、相互依赖网络等不同的类型。本章主要关

注多层网络一般形式的数学描述，并从矩阵表达、

张量表达和聚合表达 3个方面进行介绍。

1.1　多层网络的矩阵表达

多层网络更加关注复杂系统中的异质性，这种

异质性包括不同类型节点以及属于不同网络层节点

之间相互作用模式的刻画。这使得多层网络研究框

架能够更全面完整地描述复杂系统的结构。单个网

络中的节点及其相互作用关系可以由邻接矩阵完整

地刻画，这种建模方案可以很自然地扩展至多层网

络。多层网络的矩阵表达也被称为超邻接矩阵或者

分块矩阵[3, 7]。

G = (A,O) A = {A[1],

A[2], · · · , A[M]}
A[α] = (V [α],E[α]) α V [α]

α v
[α]

i

E[α] α a[α]
i j A[α]

α a[α]
i j = 1

a[α]
i j = 0 O = {O[1,2],O[1,3], · · · ,O[α,β] |α , β }

O[α,β] = (V [α],V [β],E[α,β])

O
[α,β]

i j α β

V [α] V [β] α β E[α,β] =

{(v[α]
i ,v

[β]
j ) |i, j ∈ {1,2, · · · } ;α,β ∈ {1,2, · · · ,M}} α

β

一个含有M层的多层网络 (multilayer networks)
可以用超邻接矩阵 来表示。其中

表示多层网络中的层的邻接矩阵集

合， 表示 层的邻接矩阵， 表示

层的节点集合 (该集合中的节点 i表示为 )，
表示 层的层内连边集合。 是 中的元素：

当 层中节点 i和节点 j有连边时， ，否则

。 表示层间网

络邻接矩阵的集合。 ，其元

素 代表是否存在 层节点 i到 层节点 j的连

边。 和 分别表示 层和 层的节点集合，

表示 层和

层的层间连边集合。

G = (A,O) ={A[1], A[2], · · · , A[M];O[1,2],O[1,3], · · · ,
O[α,β]} (α,β ∈ {1,2, · · · ,M})

根据上述定义，多层网络的一般形式可被定义

为

  。示意图如图 1a所示。用

超邻接矩阵可表示为：

G =


A[1] O[1,2] · · · O[1,M]

O[2,1] A[2] · · · O[2,M]

...
...

. . .
...

O[M,1] O[M,2] · · · A[M]

 (1)

  

a. 多层网络
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图 1    多层网络和网络的网络示意图 

 
G与单层网络一样，多层网络 也可以被定义为

加权、有向和符号等不同的网络形式，不加赘述。

需要说明的是一些文章也将这种具有不同网络相互

关系所组成的“大网络”称为网络的网络 (network
of networks)，如图 1b所示，其本质上与多层网络

的概念是一致的。此外，一些研究还针对特殊的多

层网络结构类型进行了定义。下面将介绍 3种常见

的模型：相互依存网络、多路复用网络、时序

网络。

α

β

相互依存网络 (interdependent networks)是由多

个具有相依存关系的网络所组成，示意图如图 2所
示。层间连边表示了节点的依存关系，这种依存关

系使得一个网络层的动态变化会极大地影响其他网

络层。如“计算机−电力”相互依存网络： 层表

示电站之间相互传输电力， 层表示计算机之间互

通信息。电站之间的电力传输通过计算机进行控

制，而计算机间的通信又依赖于电站供给必需的

电力。
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图 2    相互依存网络示意图 
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多路复用网络 (multiplex networks)中的所有网

络层由同一组节点构成，如图 3所示。该网络的特

点是每一个网络层表示节点间的某种关系或者相互

作用模式，而层间连边表示同一个节点在不同网络

层的对应关系。如不同的社会关系所构成的多层社

交网络，其中不同层表示的是个体间不同的社交关

系 (可以包括朋友关系、合作关系或者家庭关系等)。
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图 3    多路复用网络示意图
 

 
多层网络还可以用于研究单个网络随时间演变

的情况。在随时间演变的过程中，节点和连边都有

可能发生变化 (新增或移除)，这种变化可能是某种

因素带来的，如网络遭受攻击或者故障等。在此，

由单个网络随时间变化所构成的多层网络被称为时

序网络 (temporal networks)，示意图如图 4所示。
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图 4    时序网络示意图
 

1.2　多层网络的张量表达

U = (uiα jβ)

∈ ℜN×M×N×M

v[α]
i v[β]

j uiα jβ = 1 uiα jβ = 0

1 ⩽ i, j ⩽ N，1 ⩽ α,β ⩽ M

uiα jβ

uiα
jβ

张量本质是多维数组，也是数量、向量、矩阵

的自然推广。一阶张量是一个向量，二阶张量是一

个矩阵，三阶以上的张量称为高阶张量。张量的

阶 (order)表示为张量维度的数目。以多路复用网

络为例，该类型多层网络的张量表达是

， 这 是 一 个 四 阶 张 量 (fourth-order
tensor)[15-16]。S中每个元素可以被定义为：如果节

点 和节点 存在连边，则 ；否则 。

其中， ，N表示多路复用网

络中每层网络的节点总数，为了简写有时候 也

被写成 。

张量表征方法为研究多层网络及其动态过程提

供了一个强有力的工具。多层网络的张量表达不仅

可以直接得出不同层之间的对应关系，还不会丢失

网络的细节信息。文献 [15]给出了多层网络拓扑

性质的张量形式描述，包括度中心性、聚类系数、

特征向量中心性、熵和扩散等。

1.3　多层网络的聚合表达

多层网络模型由于多维度网络层的引入，为网

络基本统计性质、社团结构以及动力学行为的刻画

带了新的挑战。为了降低研究的复杂性，早期的研

究考虑了多层网络的聚合表达[8]，即在不考虑多层

结构层间交互性质的情况下，将多层网络压缩成单

层网络 (该单层网络被称为聚合网络)。
B = {bi j}

α : a[α]
i j = 1 bi j = 1 bi j =

0

聚合网络的邻接矩阵可以被定义为： ，

即当任意的网络层 ，则 ，否则

。聚合网络也可以是加权的，权重的含义是 i和
j在多层网络中连边的次数。值得说明的是，聚合

网络本质上是一个单层网络，而在聚合网络中连边

的含义是两个节点在至少一层上共享一条边。

聚合网络是多层网络的简化形式。这样的建模方

式虽然降低了后续研究的难度，但是丢失了多层网络

特有的拓扑信息 (层间相互作用关系)。一个开放性的

问题是究竟需要多少层才能够准确地表示复杂系统的

结构，即考虑如何用较少的层数尽可能保留整个系统

的信息。文献 [17]提出了一种层聚合和结构可还原

的模型，采用网络层的熵定义了多层网络的可区分性

指数，并通过最优化该指数来获得最优划分。结果表

明一些真实网络可以减少 75%的冗余层。

2　多层网络的拓扑性质

多层网络的拓扑性质能够定量化地描述复杂系

统的基本特征。本节从多层网络的基本统计特征和
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中心性测度两方面进行总结。

2.1　多层网络基本统计特征

2.1.1　节点的统计特征

ki = {k[1]
i ,k

[2]
i , · · · ,k

[M]
i } k[α]

i =∑
i, j

a[α]
i j α

oi =

M∑
α=1

k[α]
i

si = {s[1]
i , s

[2]
i , · · · , s

[M]
i } s[α]

i =
∑
i, j

w[α]
i j

α

节点度是网络的一阶属性，其刻画了网络的局

部统计特征，即节点的邻居数量。给定一个多层网

络，节点 i的度是 ，其中

表示节点 i在 层内的度值。节点在各个层中

度值总和为重叠度，定义为 。在加权多

层网络中，点强度指某个节点与其近邻节点权重之

和并被定义为 ，其中

表示节点 i在 层内连接的点强。

pi =
M

M−1

[
1−

M∑
α=1

k[α]
i

oi

2]
(pi ∈ [0,1])

pi = 0

pi = 1

pi ∈ [0,0.3] pi ∈ (0.3,0.6]

pi ∈ (0.6,1]

Hi = −
M∑
α=1

k[α]
i

oi
ln

k[α]
i

oi



与单层网络相比，多层网络中节点有着更丰富

的拓扑性质，如参与系数和熵[8]。参与系数衡量了

节点在不同层中连边分布的异质性，其本质是辛普

森多样性指标[18] 并被定义为

。当节点 i的所有连边都在同一层时，

，而节点 i在不同的网络层中具有相同的连接

方式时 。根据参与系数值可以将节点划分为

3类，即 称集中型点； 称混合

型； 称多重型。相似的定义还有节点熵，

其本质是香农熵[19] 并被定义为 。

值得说明的是，香农熵与辛普森多样性指标在衡

量生物多样性方面有着广泛的应用，这两个指标都

是兼顾了均匀度 (刻画了各个物种个体数目分配的

均匀程度)与丰富度 (样本中物种的数量)的综合

指标。

2.1.2　网络层的统计特征

多层网络关注了不同网络层之间的相互作用关

系，使得网络层的统计性质也备受关注。相关研究

关注层的统计性质，包括层的重叠性、相关性和中

心性等。

Qα,β

Qα,β =
1
N

N∑
i=1

v[α]
i v[β]

i v[α]
i

α

α

Qα,β ∈ [0,1] Qα,β = 1

Qα,β = 0

文献 [8]考虑了多路复用网络层的重叠性

，它计算了两个层之间共同出现的节点占整个

网络节点的比例。 ，其中 是取

值为 0或 1的整数，1代表节点 i在第 层中活跃

(在 层中的节点 i的度值大于 0)，0代表不活跃。

， 表示所有节点在两层均为活跃

状态， 则表示所有节点均为非活跃状态。

层的度相关性指的是每个层度序列之间的相关

系数。研究表明层间存在强的度相关性，而这种强

相关性对网络的鲁棒性、多层网络社团探测以及链

路预测等方向的研究有着积极的作用[3]。

2.1.3　集聚系数

集聚系数是对复杂网络中节点紧密程度的刻

画，也是网络的高阶属性。集聚系数被定义为网络

中节点的邻居之间也互为邻居的比例，即网络中三

角关系的比例[1]。文献 [8, 20]将集聚系数扩展到多

路复用网络。在三角结构 j−i−k中，存在 3种情

况：1-triangle(三条边在同一层)，2-triangle(仅有两

条边在同一层)和 3-triangle(三条边在不同层)。进

一步，以节点 i为中心还可以定义三元结构：1-
triad(i−j和 i−k属于同一层)和 2-triad (i−j和 i−k属
于不同层)。由此，根据 2-triangle和 3-triangle的比

例分别定义了两种多路复用网络的集聚系数。需要

说明的是多路复用网络的层间连接是一一对应的，

故三角结构的定义未考虑层间连接信息。

第一种定义集聚系数关注以节点 i为中心，2-
triangle三角形数和 1-triad三元数的比例，即：

Ci,1 =

∑
α

∑
β,α

∑
j,i,m,i

(a[α]
i j a[β]

jma[α]
mi )

(M−1)
∑
α

∑
j,i,m,i

(a[α]
i j a[α]

mi )
(2)

第二种定义集聚系数关注以节点 i为中心，3-
triangle三角形数和 2-triad三元数的比例，这种定

义仅适用于大于 3层的网络模型。即：

Ci,2 =

∑
α

∑
β,α

∑
ϕ,α

∑
j,i,m,i

(a[α]
i j a[ϕ]

jma[β]
mi )

(M−2)
∑
α

∑
β,α

∑
j,i,m,i

(a[α]
i j a[β]

mi )
(3)

α,β,ϕ式中， 表示不同的网络层。

2.2　多层网络中心性测度

量化网络中心性是复杂网络分析的重要话题，

也对研究网络结构与功能的关系具有重要意义。多

层网络的中心性测度包括节点中心性与层中心性。

本节将对多层网络中心性量化的方法进行总结与

分析。

2.2.1　多层网络的节点中心性

量化多层网络的中心性主要基于两种思路：一

方面，以预先确定的恒定权重作为层对节点中心性

影响的权重；另一方面，着眼于一些特殊的多层网

络类型定义中心性，如多路复用网络。本节主要关

注多层网络节点的中心性指标。
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A[α] A[β]

α

f = [ f1, f2, · · · , fN] β
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α f

β

β zi =

τ[β]
∑

j

f µi a[β]
i j

z j

G j
+ (1−τ[β])

f λi
N⟨ f λ⟩ G j =

∑
l

a[β]
l j f µl +

δ

0,∑
l

a[β]
l j f µl

 λ，µ > 0 τ[β]

β ⟨ f ⟩ f

Xi Xi(λ)

α

β

PageRank算法已广泛地应用于复杂网络中节

点中心性的度量，其基本思想是一个节点的重要性

取决于指向该节点的邻居数量和质量。在多层网络

中，PageRank节点中心性不仅仅取决于指向该节

点的数量和质量，还取决于所在层的相对重要性。

文献 [21-22]基于层间的相互作用关系定义了多层

网络的 PageRank。以两层相互依存网络为例，

和 分别表示双层网络中层的邻接矩阵。为

了方便表述，规定 层中节点的 PageRank中心性

表示为 ，以及 层中节点的 PageRank
中心性表示为 。首先，由经典

PageRank算法获得 层中的节点中心性 。其次，

层中的节点中心性不仅考虑网络层中指向该节点

的节点数量与质量影响，还要考虑来自其他层节点

的影响。故 层的节点中心性可被描述为

。其中

，模型的调节参数为 ， 为

层 PageRank参数， 表示 的平均值。文献 [23]
针对多路复用网络提出了一种新的 PageRank
(functional multiplex PageRank, FMP)方法量化节点

中心性。FMP方法首先将节点 PageRank中心性

定义为一组参数的函数 ：单层网络上的

PageRank、聚合网络上的 PageRank以及边 (i,j)同
时在每一层网络上的 PageRank；然后，通过最大

化中心性函数获得稳定的节点重要性排序。文献 [24]
将多路复用网络的 PageRank看作平稳分布，通过

一些约束条件，对该类型网络的 PageRank精确估

计。文献 [22]则基于有偏的随机游走定义了多层

PageRank，直接考虑网络之间的相互作用对节点重

要性的影响。有偏的随机游走指的是在下一节点跳

跃时，会以概率 p在 层网络上游走和概率 1−p在
层网络游走。

Hiα
jβΘiα = λΘiβ

Hiα
jβ =Wαβ uiα

jβ α

β uiα
jβ α

此外，还有一些研究关注层间连接如何影响多

层网络的节点中心性。文献 [25]采用张量框架来

研究多层网络特征向量中心性，并证明了在给定层

间影响形式下多层网络的特征向量中心性存在的唯

一性。该方法在资源分配时考虑了层间相互作用模

式对多层中心性的贡献，即 。其中，

层的相互作用表示为 ，即 层的 i节点

到 层的 j节点的相互作用 与网络层 对网络层

β Wαβ λ的影响程度 的乘积， 是参数。

2.2.2　多层网络的层中心性

层的中心性对定量化研究其他统计测度有着重

要意义，它的含义是每一层网络在多层网络中的相

对重要程度。层的中心性定义目前有两种比较常用

的方法：一是通过张量分析方法量化其重要性；二

是根据层内拓扑结构信息量化其重要性。

张量分析方法是研究多层网络的一种重要的数

学工具，近年来也被用于研究多层网络的层中心

性。文献 [26]基于张量分解量化了多层网络的中

心性。文献 [27]基于网络的张量定义提出了一种

新的特征向量中心性度量方案，并验证了该方法的

唯一性与收敛性。文献 [28-29]利用张量方程的迭

代算法，提出了一种多路复用网络中心性的度量方

法。该方法同时计算了层中心性和节点中心性，并

利用布劳沃不动点定理证明了该中心性在某些条件

下的存在唯一性和迭代算法的收敛性。张量迭代方

程为： 
xi =

M∑
α=1

N∑
j=1

M∑
β=1

oiα jβx jyαyβ

yα =
N∑

j=1

N∑
i=1

M∑
β=1

oiα jβxix jyβ

(4)

1 ⩽ i, j ⩽ N；1 ⩽ α,β ⩽ M xi yα式中， ； 和 分别表示多

层网络的节点中心性和层的中心性。

此外，还有一些研究基于层内拓扑信息量化层

中心性。文献 [28]提供了两种策略计算层中心

性：边的介数中心性和最短路径。该指标的核心思

想是承担全局连接越多的网络层具有越高的中心

性。具体来说，首先将多层网络压缩成聚合网络并

量化边的重要性；然后根据某些策略将边中心性分

布到每一层，最后将层中心性定义为层中边中心性

之和。文献 [30]融合了层与节点的信息以确定层

中心性和节点中心性。该算法的基本思想是如果一

个节点能够连接到影响力较高的层则具有更大的中

心性，相应地，如果网络层中高中心性的节点越多

则该层越具有影响力。

3　社团结构

社团结构是复杂网络研究中的重要内容之一。

研究社团结构对拓扑结构分析、功能分析和行为预

测有着至关重要的意义。相比于单层网络，多层网

络结构具有更加丰富的拓扑信息，这将有助于更精

准地探测网络中潜藏的社团结构，进而加深对结构
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与功能关系的理解。

3.1　基于模块度优化的社团划分算法

多层网络是单个网络自然地扩展，并用于描述

现实复杂系统中不同网络之间的相互作用关系。融

合多层网络大数据并对其进行社团结构挖掘是一个

重要的研究方向。模块度函数优化是探测社团结构

的经典方法，其核心思想是通过最大化目标函数获

得最优的社团划分结果。

多层网络社团结构具有代表性的研究是 2009
年发表在 Science上的论文。该文将模块度的概念

推广到动态的、具有多种连接形式的多层网络，其

核心思想是通过比较最大化实际网络中边的总权重

与作为零模型的随机图中边的期望总权重之间的区

别，以此将网络分为若干个不同的社团[31]。具体来

说，首先将网络中的每个节点都视为一个社团，并

在多层网络模块度函数最大化的约束下合并社团，

然后不断重复这个过程，直到模块度函数达到一个

局部最大值。文献 [32]提出了多层边缘混合模型，

其核心思想是将边的混合信息引入模块度函数，其

中边的权值反映了边缘在社团探测过程中的作用，

进而识别出不同的社团。文献 [33]利用局部社团

检测框架给出了 3种优化函数，分别对应于不同的

层内和层间拓扑特征的融合。

3.2　基于网络层聚合的多层网络社团划分算法

由于层间相互作用的存在，多层网络比单层网

络社团探测更具有复杂性。为了降低社团探测的难

度，相关研究基于多层网络的聚合结构进行社团划

分。该研究主要有两种思路：聚合网络社团划分算

法和共识聚类算法。

K < M

聚合网络社团划分算法是将一个多层网络压缩

成单层网络后，直接利用单层网络的社团划分算法

对其进行社团探测。该方法明显的缺点是忽略了层

相互作用的异质性。文献 [34]将层间信息纳入了

网络聚合的过程。首先，计算了每层网络的节点相

似性矩阵和重要度。若该层网络与其他网络层的相

似性越强则说明其重要程度越高。然后，利用层重

要性对节点相似性矩阵进行加权求和。最后，在该

加权网络上进行社团划分。文献 [35]考虑了在阈

值约束下，多层网络由 M层到 K层 ( )的聚

合过程如何影响社团结构。结果表明带阈值的层聚

合是一个非线性的数据过滤器，而合适的阈值可以

检测出原本无法检测到的小社团 (即直接以多层网

络或者聚合网络进行社团划分)。

共 识 社 团 划 分 算 法 (consensus  community
structure)是通过利用每个网络层的社团划分结果和

节点相似性矩阵进行聚类分析。具体来说，首先对

多层网络的每个层进行社团探测，然后根据每个节

点对 (i，j)在同一层网络中属于同一社团的次数与

网络层数的比值定义节点之间的相似性，最后基于

节点相似性的聚类分析方法获得最终的社团结构。

文献 [36]则直接考虑通过计算每个节点对在同一

层网络中属于同一社团的次数作为边权构造出一个

单层网络，然后直接对该网络进行社团划分。结果

表明基于共识聚类的多层网络社团划分算法可以快

速地在真实的网络中生成一致和稳定的社团。文献 [37]
采用了频谱聚类或低秩矩阵分解的方法组合多层

网络中的多源信息，进而识别了多层网络的社团

结构。

3.3　基于动力学的社团划分

复杂网络的结构与功能具有紧密的联系，许多

网络动力学的方法也被用于识别社团结构[38]。下面

将介绍随机游走和压缩流方法在多层网络社团划分

中的应用。

v[α]
i

v[α]
i

v[α]
j v[β]

i v[β]
j

文献 [33]分析了多路复用网络上不同随机游

动的局部行为与社团结构之间的关系。文献 [39]
提出一种局部自适应随机游走算法，通过调整转移

概率，使其依赖于任意给定节点和网络层之间的拓

扑相似性。首先，该方法定义了一个节点 在下

一时刻呆在原位置 ，跳到同一层的邻居节点

以及跳到其他层的同一节点 和不同节点 处

的概率。其次，基于多层随机游走的长度定义了距

离矩阵。该矩阵包含层内和层间任意一对节点之间

的所有可能的距离。无论两个节点是否在同一层

中，当这两个节点属于同一社团时，它们之间的距

离较小；反之距离较大。最后，对距离矩阵进行聚

类。为了确保每个可以检测到的社团都是连接的，

规定只有当节点和社团之间至少有一个层内或层间

连接时才可以合并。在此过程中，该方法同时考虑

了被检测社团的层内连接和层间连接，并用模块化

函数来最终确定社团结构。

℘
[α,β]
i j = (O[α,β]

i /s[α]
i )(a[β]

i j /s
[β]
i )

s[α]
i =

∑
β

O[α,β]
i s[β]

i =
∑

j

a[β]
i j

压缩流方法有助于捕捉加权和有向网络中的社

团探测，文献 [40]将该方法扩展到多层网络。通

过随机沃克模型对动力学建模证明了该方法可以揭

示具有更多重叠的、更小的模块。在该模型中节点

的转移概率为 ，其中，

为层间点强， 为层内点
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O[α,β]
i a[β]

i j β

r

r 1−r

α β s[β]
i /s

[α]
i

℘
[α,β]
i j (r) = (1− r)

δ(a[β]
i j /s

[β]
i )+ r(a[β]

i j /si) si =
∑
β

sβi δ

强， 为节点 i的层间邻接矩阵， 表示为 层

内邻接矩阵。值得注意的是，实际数据中很少包含

层间权重的信息，为此该模型采用具有松弛率 的

随机游走过程模拟节点的跳跃过程。在给定的步骤

中，节点分别以 和 的概率在层间与层内随机游

走。节点 i从 层随机游走到 层的概率为 。

由此，节点的转移概率可以描述为

。其中， ， 为模型参

数。然后，通过随机游走生成序列并对其进行层次

编码。编码长度最小时，所对应的社团结构即为最

佳划分。

3.4　多层网络中的重叠社团划分

大多数社团探测算法考虑的对象是节点，即将

节点划分到唯一的社团，但这会忽略节点属性的多

样性。节点同时属于多个社团的现象被称为社团

结构的重叠性。本节主要介绍两种重叠社团的划分

算法。

3.4.1　派系过滤算法

一个社团从某种意义上可以看成是一些互相连

通的“小的全耦合网络”的集合。这些“全耦合网

络”称为“派系”，k-派系则表示该全耦合网络的

节点数目为 k。网络中的 k-派系社团可以看成是由

所有彼此连通的 k-派系构成的集合，如网络中的 2-
派系代表了网络中的边。文献 [41]将派系过滤方

法拓展到了多层网络。该方法的思路是用邻接矩阵

和连边标签的信息同时找到多层网络中的社团。与

单层网络派系过滤算法相似，多层网络的派系过滤

社团划分方法分为 3部分：1) 定义多路复用网络层

的派系 (AND-派系)。AND-派系是由各个层次的派

系组合而成的，即 k-m-AND-派系为具有 k个节点

的多层网络中的子图，该子图包括来自 m个不同

层的至少 m个不同 k-团的组合。2) 通过 AND-派系

定义找到最大派系及其派系邻接矩阵。3) 聚合派

系。当两个派系至少共享 k−1个点和 m条边时，

则将这两个派系聚合在一起，进而得到最终的社团

结构。

3.4.2　边聚类算法

多层网络社团结构可以通过由许多不同类型的

连边构成，利用边聚类社团划分的思想可以量化节

点间连边的相似性进而探测多层网络的重叠社团。

文献 [42]提出了一种基于边聚类的多层网络社团

检测方法。通过比较两条边实际观察到的局部结构

与最大熵零模型的期望结构，计算出两条边之间的

V [α]
c

c[α] min(E[α]
c ) = V [α]

c −1

max(E[α]
c ) =

(
2

V [α]
c

)
c[α] = (V [α]

c ,E
[α]
c ) α

相似性并得到相似矩阵。然后根据相似矩阵进行分

层聚类构造树状图，进而得到最佳的社团结构。文

献 [43]结合了层间信息与层内信息提出了一种新

的重叠社团探测算法。该社团划分算法主要分为如

下步骤：首先，计算同一层和跨层边的相似性。然

后，计算多层网络社团密度。计算社团密度的基本

思路是计算 中节点之间的连接可能性，并使用

社团 中的最小链接数 和最大链

接数 来规范这种可能性。其中

表示 层中社团 (c)节点和边的集

合。最后，通过连边相似权和树状图社团密度，并

根据最大密度和聚类分析找到网络的社团。该方法

同时考虑了节点在层内与层间的相互作用信息，使

其在真实网络中可以找到更小、更密集的重叠社团。

4　多层网络功能

现代社会中各类基础设施的交互依赖关系使其

具有脆弱性，如从飓风到大规模停电停水，从恐怖

袭击到交通与互联网瘫痪，以及经济金融危机的联

动效应等。研究多层网络结构与功能的关系对寻求

复杂系统一般机理与演化规律有着重要意义。本节

将从鲁棒性与渗流问题、动力学过程以及“一致

性”现象等方面梳理多层网络的研究进展。

4.1　多层网络的鲁棒性与渗流

4.1.1　多层网络的鲁棒性

网络的结构与功能性质紧密联系在一起，多层

网络中节点与连边的多样性会影响系统的鲁棒性及

其动力学过程。实际网络经常面临各种突发事件的

干扰，使网络崩溃与瘫痪，甚至遭受经济损失。深

入探讨网络拓扑结构对鲁棒性的影响，将有助于更

好地了解实际网络的鲁棒性能，进而设计具有抗毁

性的网络结构。本节综述了多层网络鲁棒的研究

进展。

网络类型对多层网络鲁棒性的影响。文献 [44]
研究了相互依存网络的鲁棒性问题，结果表明减少

网络之间的耦合强度会导致渗流在临界点附近从一

级相变转为二阶相变。文献 [45]研究了多层网络

中的冗余结构如何调控系统的鲁棒性。结果表明通

过在层之间增加额外的连边会提高系统的鲁棒性。

文献 [46]则考虑了多层网络的层次结构对鲁棒性

的影响。结果表明层次结构可以影响基础设施网络

的脆弱性。文献 [47]基于沙堆模型还分析了无标

度性质和层间关联度如何抑制多层网络中节点的大

规模失效。
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不同类型的层间相关性对多层网络鲁棒性的影

响。文献 [48]关注层间的度相关性对鲁棒性的影

响。研究表明在随机攻击的情况下正相关的多层网

络比负相关的网络更加健壮；相反，在蓄意攻击的

情况下正相关网络具有脆弱性而负相关网络则具有

鲁棒性。此外，多层网络中层间的入度 (出度)相
关性增加了网络的鲁棒性[49]。文献 [50]研究了多层

网络潜在的几何相似性对鲁棒性的影响。研究表明

多层网络潜在的几何相似性会缓解网络目标攻击的

脆弱性。文献 [51]考虑了非最大连通集团中的节

点被激活所带来的影响。结果表明随着网络层间依

赖关系的增加，系统鲁棒性的边界也会随之提高。

网络社团结构对多层网络鲁棒性的影响。多层

网络不仅具有相互关联层间耦合结构，还具有社团

结构。网络在特定区域发生局部故障时，社团结构

对影响整个系统发挥着重要作用。社团结构的变化

会给耦合系统带来极端的风险[52]。文献 [53]关注了

一类特殊的多层网络：每层网络中具有相同的社团

数量且层间连接被限制在不同层对应的社团之间。

结果表明模块化结构会显著地影响相变的类型。

多层有向网络的不对称性对多层网络鲁棒性的

影响。文献 [49]基于生成函数和渗流理论的理论

框架分析了相互依赖的有向网络的鲁棒性。结果表

明，每层网络不对称性增加了多层网络的脆弱性并

呈现混合相变。更为重要的是异质网络比同质网络

更具鲁棒性。此外，有向多层网络中巨强连接组件

比巨弱连接组件更容易受到攻击[54]。文献 [55]基于

不需要跟踪每个级联步骤的自洽概率方法分析了有

向依赖边对临界性的影响。结果表明，多层网络的

相变性质只能由几个参数来决定，且节点间有向依

赖关系大大降低了网络鲁棒性。文献 [56]发现在

有向多层网络中，层间的耦合强度会使系统呈现不

同的相变现象。

4.1.2　多层网络的渗流

多层网络中一些节点的故障会导致从属节点以

及其他层节点的故障，这种级联故障破坏了网络连

接性质，最终会导致系统突然崩溃[44, 57]。一个重要

的问题是如何控制失效节点的比例以避免系统的功

能性失效。该问题可以用渗流方法进行建模与模

拟，进而分析系统的脆弱性。本节将从网络结构与

渗流现象、最优渗流以及群体渗流等方面综述多层

网络上渗流过程的最新进展。

1) 从网络结构的视角讨论多层网络的渗流。文

献 [58]提出了一个通用框架并研究了相互依存网

q

qmax

qeff
c q < qc

qeff
c < q < qmax

络的渗流特性。结果表明层间耦合强度 (层间节点

对之间的连边权重)能够影响系统的相变。在渗流

的过程中存在最大的耦合强度 和有效的耦合强

度 ：当 时，多层网络有二级相变；当

时，则呈现出混合相变。这里混合相

变是指序参量在临界点有不连续的跃变和临界指数

关系；其他情况下不存在相变现象。渗流的临界阈

值不取决于网络的层数。文献 [56]量化了多层有

向网络的不对称性对网络鲁棒性的影响，结果表明

了多层有向网络的不对称性会增强级联故障的鲁棒

性。文献 [59]则从节点的空间地势差异的视角讨

论 3D网络拓扑结构的渗流理论。以道路网络为

例，一个小的局部扰动可能导致整个道路网络在临

界点处的大规模系统故障。文献 [46]考察了具有

层次结构的多层网络的渗流过程。结果表明层次结

构的弹性取决于每一层的社团结构的数量、节点

度、移除节点的比例以及层间的耦合强度。文献 [60]
关注了多层网络的迭代渗流过程，即探究历史依赖

机制的作用。结果表明连续渗流相变可能由若干过

程迭代作用而成。而无限迭代渗流过程会改变系统

巨分支的涌现方式，进而呈现出不连续相变。

2) 多层网络上的最优渗流。最优渗流指的是在

复杂网络中如何移除尽可能少的节点以最大程度破

坏渗流过程中的最大连通集团，从而将连通集团分

裂成许多小规模且相互断开连接的集团。文献 [61]
将该思路拓展到多层网络，重点关注在最优渗流过

程中忽略多层结构所产生的后果。结果表明，如果

忽略层的存在会高估系统的鲁棒性。文献 [62]通
过耦合网络的灾难性崩溃与活跃节点的动态消亡过

程展示了网络之间的相互依赖的最佳范围。

3) 从增强系统抵御风险能力的视角，许多研究

还考虑了群体渗流和键渗流。一方面，实际系统中

一些节点会以群组的形式相互协作以增强其抵御风

险的能力，但是在无法抵御风险时，这些相互协作

的节点会同时失效。这一现象被称为群体渗流。文

献 [63]发现多层网络中一些节点构成的群组可以

显著地提高网络的鲁棒性，但是无论群大小的分布

如何，渗流相变总是一级的。另一方面，多层网络

键渗流则描述了网络中所有连接组件的结构和大小

如何受到键渗流的影响。文献 [64]建立了一个通

用的理论来研究上述问题，研究结果对优化网络和

检测网络崩溃前的细微信号有着重要的作用。实际

上，多路复用网络鲁棒性的增强会导致多个不连续

渗流相变的产生[65]。在相互依存网络中，只需要加
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强一小部分节点的抗压能力就可以防止突然灾难性

崩溃[66]。文献 [67]提出了一个用动力学模型和拓扑

网络结构来描述级联故障的研究框架，并且提供了

一系列能够预测系统故障程度的定量结果。

4.2　多层网络上的动力学

4.2.1　传播动力学

多层网络上的传播动力学是值得探索的课题。

多层网络中层间交互耦合信息使得其动力学过程具

有多样性与复杂性。文献 [68]总结了复杂网络扩

散过程数值模拟的经典方法。本节主要从多层网络

传播与扩散机制的角度评述相关工作。

扩散现象描述的是系统中微观个体从高浓度区

域到低浓度区域的运动[69]。早期研究多层网络的扩

散行为有两种模式：所有层中具有相同扩散机制的

动态过程[70] 和不同层中具有不同扩散机制的动态

过程[71-72]。在相同扩散机制下，层间的耦合强度能

够调控扩散过程，即弱的层间耦合会减缓扩散，而

强的耦合会使得扩散速度收敛至所有层叠加的平均

速度。在研究多层网络动力学过程时，层间和层内

扩散的权衡可以采用有偏的随机游走模型表述[73]。

在不同扩散机制下，双层耦合网络是被研究得较为

全面和透彻的。双层网络的协同演化动力学过程对

于实际问题的模拟与机制研究有着重要的意义。根

据协同演化传播研究的对象，可以将其大致分为生

物协同演化传播问题 (描述实际系统中两个传染病

同时爆发的传播行为)、社会协同演化传播问题 (社
会传播具有加强效应，多次传播行为具有很强的不

确定性)、意识−流行病传播 (定量刻画意识对流行

病传播范围的影响)和资源−流行病传播 (在有限的

社会资源下通过优化分配以极大程度地抑制流行病

爆发)四大类[9, 74]。

λ1 λ2

η1 η2 λ1η1 λ2η2 λ1 > 1 α

β α

根据传播模式来看，可以将其分为 3种情况：

相互促进[75]、相互抑制[76] 以及既有促进又有抑制[77]。

文献 [77]通过微观马尔可夫链，将上述 3种传播

类型统一到相同的框架之下讨论。首先定义传播速

率的层间调控参数 和 ，使得原来独立的两个层

的感染率由 和 变为 和 。当 时， 层

传播率变大，表示 层对 层的传播有促进作用，

反之有抑制作用。同理通过 k1 和 k2 的不同组合可

得到对应的传播模式。在这样的传播机制下，系统

存在一条可以区别局部传播和非局部传播的临界曲

线，该曲线显示了两个区域之间的交叉：两个区域

之间的临界特征既有独立性又有依赖性[69]。

拓扑结构也影响着多层网络的扩散。首先，多

层网络中层的某些拓扑度量相关性影响着扩散结

果。文献 [78]通过定量化层间距离研究了层间相

似性对网络扩散的影响，结果表明低的层间相似性

会增强多层网络的扩散。当存在于多个层上的节点

的时间激活模式正相关时，节点复用程度的增加会

显著降低流行病阈值[79]。层间节点的重叠度会影响

扩散能力：当扩散能力较强时，层间重叠性缺失对

促进最大化传播有重要的影响[80]。值得关注的是低

重叠度和中低值扩散系数不利于扩散。其次，文

献 [81]关注了多层有向网络中层间耦合程度和不

对称程度对扩散过程的影响，结果表明中度耦合的

网络会比完全耦合的网络具有更高的传播能力。最

后，多层网络结构与动力学和其 Laplace矩阵光谱

特性是相互影响的[70, 82-83]。文献 [82]对多路复用网

络拉普拉斯算子进行了频谱渐近分析，结果表明网

络在扩散过程中呈现超扩散现象。超扩散现象指的

是扩散从弛豫到稳定状态的时间尺度比孤立的任何

层都小[70]。超扩散最早出现在扩散层较弱的系统中

且与层重叠性无关。

此外，多种病毒传播涉及丰富的动力学过程也

备受关注[84]。多种病毒传播动力学的复杂性体现在

病毒之间的多种交互方式和接触网络层间的相互作

用模式。当两种病毒在一个网络上传播时，系统存

在共存阈值 (两种疾病会在传染病阈值与共存阈值

之间同时流行)[85]。若将其推广到两种病毒不在同

一个网络上传播时，共同阈值则作为一种特殊情况

出现[86]。文献 [87]提出了一个研究框架以讨论网络

层的相互作用所带来的影响。结果表明两种病毒不

会在单个接触网络上长期共存，但在双层网络中可

以长期共存。此外，一些研究还关注了多层网络及

其聚合网络上的多病毒传播问题。文献 [86]研究

了重叠网络上两种流行病的动态传播过程，结果表

明两个网络的重叠程度对抑制第二种病毒的传播是

有益的。但是，当两个相互作用的流行病在多层网

络上传播时，重叠的连边对动力学过程没有影响[88]。

4.2.2　多层网络上的交通动力学

交通系统由多个相互影响的运输网络组成，包

括道路网络、公交网、地铁网等等。交通运输过程

中所产生的拥堵现象不仅仅受到交通事故、极端天

气、大型活动等随机因素的干扰，还会受到多层网

络结构的影响。深入了解交通系统的特征有助于理

解交通堵塞问题，也对提升突发交通状况的应对能

力有着重要的意义。本节将对多层网络上的交通动

力学研究进行总结与评述。
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网络结构对交通拥堵的影响。文献 [89]提出

了一个交通动力学模型，分析了多层交通网络结构

中网络层之间的协作现象。文献 [90]构建了一个

耦合交通网络模型并定义了包含路径长度和交通负

荷系数的效用函数。结果表明层间最佳的耦合关系

与最小平均路径不是等价的。在双层网络中，对节

点进行分类耦合比随机耦合更容易缓解交通拥堵问

题[91]。文献 [92]分析了不同交通拥堵情况下不同网

络结构的抗拥堵能力。结果表明双层网络中无论哪

一层具有无标度特性，都能让交通系统具有更高的

抗拥塞能力。此外，文献 [93]指出多路复用网络

结构会导致拥堵，同时不同层运输效率的失衡也会

导致拥堵。

考虑到不同类型的交通工具传输效率不同，一

些研究还关注了传输速度异质性的作用，了解传输

速度异质性有助于设计出合理的流量分配策略，进

而为缓解交通堵塞等问题提供科学依据。文献 [91]
研究了耦合空间网络上的交通动力学，结果表明网

络最大承载量与双层网络中的传输速度比有关。文

献 [94]提出了一种有效的多层网络流量分配策

略，可以合理地将低速网络层的流量重新分配到高

速层。文献 [95]提出了一种负载均衡模型，该模

型在保持高速层传输优势的同时减少了资源消耗。

4.2.3　多层网络上的演化博弈

演化博弈关注的是有限理性的个体如何在重复

博弈的过程中通过策略学习来优化收益。在演化博

弈的过程中，参与者之间的关系所形成的网络结构

至关重要。多层网络是对多种社会关系的抽象，其

中节点表示博弈实验的参与者，在不同层中的连边

表示参与者间某种特定的关系，层间连边表示不同

网络层之间的依赖关系[96]。本节将对多层网络上的

演化博弈进行评述与分析。

参与者的层外收益对演化博弈结果的影响，即

参与者的收益来源包括层内与层外两部分。文献 [97]
分析了当所有参与者都能与层外参与者互动的情

况，结果表明两个相互依赖的网络促进了合作。而

在层内只有一部分特定参与者能与层外参与者互动

时，则存在最佳的相互依存关系以保证最高的合作

水平[98]。这种最佳相互依赖关系可以自发演化，即

使在极端不利的条件下也能保持协作。然而，参与

者的适应性和奖励会自组织地产生促进合作行为的

超级参与者，这种现象的产生与博弈规则和网络结

构无关[99]。

网络层之间的依赖关系还可以通过策略更新机

制的影响来确定。参与者采用某种特定策略，同时

依赖于其所在网络层中邻居的收益和其他网络层的

其他策略，这种耦合方式有利于促进合作[100]。对

于合作区域而言，如果某个策略在参与者所在的区

域被频繁使用，那么采用其他策略的意愿将大大减

弱。反之亦成立，即如果其他策略在其他网络层中

被频繁使用，那么这将增大其在当前网络层中被接

受的可能性。

网络结构对演化博弈结果的影响。文献 [101]
研究了多路复用网络的层数与边重叠度的作用，结

果表明多个社会关系的存在本身可能会促进合作。

在度相关性很强的多路复用网络中，博弈的最终结

果会独立于收益参数[102]。在相互依赖的加权网络

中，参与者的多样性会影响合作的发展[103]。在网

络层间的连边模式产生不同的纳什均衡，这会对处

于不同地位的参与者产生反直觉的博弈结果 [104]。

此外，节点在层间的分类匹配可以增强协作，这种

现象与层中的网络结构无关[105]。

4.3　多层网络上的“一致性”行为

4.3.1　多层网络的同步行为

同步现象是指在满足一定条件和耦合相互作用

的影响下，个体状态在宏观上形成步调一致的现

象。现实生活中同步是一种常见的现象，如多个钟

摆的一致性摆动，萤火虫的同步发光，以及鼓掌时

呈现的一致性等。系统的同步行为有两种呈现形

式：一是序参量在通过相变点后呈现增长，即呈现

连续相变；二是序参量在通过相变点时发生突变，

即呈现一级相变 (也被称为爆炸性同步)[106]。随着多

层网络研究的兴起，多层网络上同步行为的研究也

备受关注。

从多层网络拓扑结构的视角看同步行为。文

献 [107]研究了通过随机连接的双层网络，网络层

内连边的权重与网络层间连边的权重之间的平衡会

导致两个网络之间的同步性更高。相关研究还对时

序网络、耦合星形网络与耦合无标度网络等不同类

型网络上的同步行为做了分析[108]。

从多层网络同步行为的机制上分析，文献 [109]
研究了节点在网络之间的连接方式如何影响网络的

同步和稳定性。结果表明，通过非随机方式连接节

点可最大限度地提高网络同步性。文献 [110]研究

了不同动力学交织在一起的多层网络的同步行为。

文献 [111]则提出了一种多层网络同步和扩散之间

动态依赖关系的研究框架。文献 [112]提出了一个

通用框架，用于评估具有多层网络中同步状态的稳
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定性，从而得出了推广主稳定性函数方法的必要

条件。

爆炸性同步是近年来比较热门的研究领域，其

特征为序参量通过相变点后出现突然的跃变，并随

着耦合强度的变化，相变点前后的过程不可逆。多

层网络的爆炸性同步研究的突破点在于放宽了早期

研究爆炸性同步的第二个基本假设：节点度与频率

成正比。文献 [113]通过耦合网络表明在一定条件

下，系统可以呈现爆炸性同步，且节点度与频率不

需要强关联条件。进一步，文献 [114]在双层网络

上验证了在自适应条件下，系统爆炸性现象的出现

不依赖于第二个条件。值得说明的是，多层网络中

具有自适应演化特征的振子所占的比例会影响系统

的同步行为，尤其是在该比例小于 1时，系统会同

时存在爆炸性同步和经典同步[115]。

4.3.2　多层网络上的投票模型

复杂系统中的集群行为是复杂系统涌现性的重

要表现，它通过微观个体之间的相互作用，并在宏

观上表现出一定的时空或者功能的有序结构。许多

物理学家和社会学家试图通过物理模型揭示社会经

济系统中的集群行为，包括投票模型。文献 [116]
最早通过该模型模拟了社会舆论如何从无序的混乱

状态演化到整体认识的过程。在多层网络框架中研

究多数投票模型对了解多元化对意见动态的影响是

至关重要的，这种动态过程可以采用蒙特卡洛模

拟、非均匀平均场近似和主方程等方法进行定量化

研究[117-119]。

从多层网络的角度研究投票者模型的类型，发

现网络中可能存在两种状态的共存阶段，其中个体

倾向于通过层间连边在不同的层中保持相同的观

点[120-121]。文献 [119]讨论了 3种类型的选民如何达

成共识，以及在这些不同类型的选民达成共识背后

起作用的微观基础。文献 [117]研究了由两个无标

度网络组成的多路复用网络的多数表决模型，结果

表明铁磁相变的临界指数取决于层中的度分布。

在共同演化的投票者模型中，节点的状态和网

络拓扑结构彼此协同发展，并呈现碎片化过渡[122]。

在实际系统中，个体的行为通常与环境变化相耦

合，文献 [118]研究了多数投票过程与反应扩散过

程耦合网络的非均衡模型，结果表明噪声层中的噪

声参数与投票行为有关。

5　结 束 语
本文基于多层网络的基础理论和最新研究进

展，从多层网络模型构建、基本统计特征、节点重

要性、社团结构、鲁棒性以及动力学行为等方面总

结了多层网络的研究脉络，尤其是从网络结构与动

力学机制等视角系统地归纳了多层网络结构与功能

的相关研究，为相关领域研究提供了便利。虽然多

层网络的研究取得了一系列重要的进展，但是还存

在许多科学问题值得进一步挖掘。

首先，多层网络拓扑结构的研究还可以做很多

工作。一方面，近年来复杂网络潜在的几何性质备

受关注[123-126]。探究多层网络的几何性质与拓扑结

构之间的内在联系会有助于推动相关研究的进展，

如社团结构、链路预测等。另一方面，多层网络的

基本统计指标与社团结构探测等方向的研究需要建

立起合理的数学形式。在网络拓扑结构研究的过程

中应该充分考虑层间耦合交互的非线性关系，这对

深入理解多层网络结构与功能的关系尤为重要。

其次，探索多层网络结构与其功能的内在机制

依旧面临巨大挑战。一方面，在动态的信息传递和

多种耦合动力学的背景下，个体的风险认知具有不

确定性。这种不确定性对探索动态的疾病预防措施

以及动态的方式控制病毒攻击策略尤为重要。另一

方面，探索多层网络的弹性也是一个比较有趣的话

题。复杂网络的弹性指的是网络在应对外部攻击或

者其他因素变化时，维护其功能的能力[127]。多层

网络由于层相互作用的异质性可能会产生出乎预料

的结果，这也是具有挑战性的问题。

最后，机器学习在复杂网络领域的应用有广阔

的前景。随着信息与大数据技术发展，数据规模暴

增，尤其是实证网络和带有标签与时间序列的数

据，这也为多层网络的研究提供了一个新的思路。

如现有的动力学过程往往基于既定的传播机制[9]。

一个开放性的问题是如何刻画多层网络上的真实动

力学？大数据时代不仅为网络科学的研究提供了丰

富的经验数据，还提供了数据的时间序列、节点的

标签等信息。如何利用机器学习或者深度学习等方

法，从这些数据中挖掘多层网络潜在的真实动力学

过程有着重要意义。
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