
 

 

基于 Rényi熵的 q-指数分布及其

可靠性分析应用
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【摘要】基于最大 Rényi熵原理，在归一化和均值约束下，提出了一种具有封闭表达式的双参数广义指数分布, 记为 q-
指数分布。该文研究了该分布的统计性质，指出可以分别利用极大似然法和信息似然法估计 q-指数分布参数, 并将该分布用

于可靠性分析。利用两个已知的数据集进行了验证，实验结果表明，所提出的 q-指数分布比其他常用分布，如韦伯分布和线

性失效率分布，能够更好地拟合数据集。此外，锂电池剩余寿命估计实验表明，采用 q-指数分布比采用传统指数分布，估计

精度至少提高 17.857%。
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Abstract　We  propose  a  two-parameter  generalized  exponential  distribution  with  closed-form  expression
based on the maximum Rényi entropy principle under the normalization and mean constraints, which is referred as
the  q-exponential  distribution.  The  statistical  properties  of  this  distribution  are  investigated.  The  maximum
likelihood  method  and  information  likelihood  method  are  used  to  estimate  the  parameters  of  the  proposed
distribution, respectively.  Two well-known data sets are employed to evaluate the q-exponential  distribution, and
the  experimental  results  demonstrate  that  the  proposed  distribution  can  fit  the  data  sets  better  than  other  well-
known distributions, such as Weibull distribution and linear failure rate distribution. Additionally, the experiment
results of life estimation of the Li-ion batteries prove that compared with the exponential distribution, the proposed
distribution can give  more  accurate  prediction.  In  the  last  experiment,  the  estimation accuracy is  improved by at
least 17.857%.
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随着集成系统复杂性的日益增加，系统建模

和可靠性保证面临越来越大的挑战。在可靠性分

析的各种场景中，虽然指数分布模型已被较广泛

地用于建立系统寿命模型[1]，但由于指数分布的风

险函数是恒定的，因此直接将指数分布用于描述

系统寿命，存在无法描述损伤过程和无法准确反

映故障累积效果的问题，最典型的例子是将指数

分布简单应用于描述人类死亡率和电子设备生命

周期，效果不够理想。对这类过程，通常需要采

用具备浴盆特征的风险函数所对应的寿命分布来 
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准确描述。韦伯分布作为指数分布的概括，以及

它的带有浴盆型风险函数的扩展得到了重视，并

被广泛应用于许多领域[2-4]。

目前关于指数分布推广的研究，主要集中在广

义韦伯分布的累积分布函数的参数加法上。大多数

情况下，这些韦伯类型的一般化是通过简单的参数

加法技术来实现的。此方法一般除保留了原有的参

数，还引入了一些新的参数，使得模型对寿命数据

的拟合，多数情况下优于没有新参数的模型。

基于参数加法，文献 [5]提出了四参数广义指

数模型，称为广义指数化线性指数分布。结果表

明，这一扩展可以导出一系列指数型分布，如指数

化韦伯分布。结合韦伯分布和改进的五参数韦伯分

布，文献 [6]提出了一种修正的韦伯分布扩展。基

于此，文献 [7]又提出了一个离散五参数修正型的

韦伯分布，并发现基于这种分布的离散数据拟合胜

过其他 3个修正的韦伯模型。

尽管韦伯推广在寿命模型中具有良好的效果，

但由于参数估计过程复杂，参数物理意义不明确

(至少这些参数在这些广义的分布中，不能直接指

示系统的当前状态)，限制了韦伯推广的应用[8-10]。

本文提出了一种广义双参数指数分布，它可以

作为可靠性分析的基础，例如浴盆型风险函数的构

造和有用寿命预测。与传统的参数加法不同，本文

用最大熵原理得到广义指数分布。从物理角度看，

这种广义分布的主要优点是两个参数都具有明显的

物理意义。一个参数具有分形意义，表示系统的稳

定程度；另一个参数则与系统的平均行为密切相

关。两个参数均可以用来刻画系统的性能。 

1　q-指数分布模型
 

1.1　一般化的指数分布

基于 Rényi熵，可以通过最大熵方法，得到广

义指数分布：

fq(x) =
1
λ

(
1+

q−1
q

)q/(1−q)(
1− 1

λ

q−1
q

(x−λ)
)1/(q−1)

(1)

fq

fq

式中，q是分形参数；λ是分布的期望值；q和
λ都是非负的。根据参数 q和 λ的值，概率密度函

数 会有不同的形态。图 1所示为不同的参数 q时
固定均值 λ下的 形态。可以看出 q-指数分布是单

峰分布，也是右偏分布。因此，q-指数分布可以被

考虑用于对寿命相关的可靠性分析。
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图 1    q-指数分布 fq(x) 

 

计算可得，q-指数分布的累积分布函数是：

Fq(x) =
qx

λ(2q−1)

[
2F1

(
1

1−q
,1,2,

(q−1)x
λ(2q−1)

)]
(2)

2F1式中， 是高斯超几何函数。 

1.2　特殊衍生分布

下面将给出 q-指数分布的两个主要的衍生分

布，它们在生存分析、压缩感知、剩余使用寿命预

测和其他的可靠性相关领域有潜在实用价值。

首先，当 q→1时，该分布简化为均值为 λ的

指数分布：

lim
q→1

fq(x) =
1
λ

e−
x
λ λ > 0, x > 0

其次，使用式 (1)可以得到一个广义的 q-拉普

拉斯分布：

gq(x) =
1

2λ

(
1+

q−1
q

)q/(1−q)[
1− 1

λ

q−1
q

(| x| −λ)
]1/(q−1)

(3)

图 2显示了不同参数值 q和固定 λ值 (λ=10)
的广义拉普拉斯分布。拉普拉斯分布在压缩感知领

域起到了重要作用[11-13]，这里衍生出的拉普拉斯分

布在统计信号处理和机器学习领域具有潜在应用价值。
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图 2    不同参数 q下的 q-拉普拉斯分布 gq(x)  
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2　模型性质
 

2.1　q-指数分布的风险函数

生存函数是表示一系列事件的随机变量函数，

通常用于表示一些基于时间的系统失败或死亡概

率。假设 T表示产品使用寿命，其分布函数为 F(t)，
那么该产品寿命大于 t的概率为：

　　　　S(t)=P(T>t)=1−F(t)
式中，S(t)被称为生存函数。在此基础上，可用风

险函数刻画已有效使用到 t时刻的产品，在 [t,t+Δt]
极短时间内“死亡”的风险：

h(t) = lim
∆t→0

P(t ⩽ T < t+∆t)
S (t)∆t

据此计算可得 q-指数分布的生存函数：

S (x) = 1− 2F1

(
1− 1

1−q
,1,2,

(q−1)x
λ(2q−1)

)
qx

λ(2q−1)
(4)

风险函数：

h(x) =

1
λ

(
1+

q−1
q

)q/(1−q)

1−F
qx

λ(2q−1)

(
1− q−1

λq
(x−λ)

)1/(q−1) (5)

F=2F1

(
1

1−q
,1,2,

(q−1)x
λ(2q−1)

)
式中， 。

图 3为具有不同参数值的风险函数图像，可以

看到风险函数具有许多不同的形状，q-指数分布中

当 q>1，显示递增特性；当 q<1，显示递减性。
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图 3    q-指数分布的风险函数
 

 
注意到 q-指数分布的风险函数呈现多态性，其

中部分具有澡盆特征。可根据实际使用环境，选择

恰当的 q-指数建模风险过程，从而可以提高寿命估

计精度。 

2.2　q-指数分布的矩

fqq-指数分布 的均值是 λ，方差是：

µ2 = D(x) =
w ∞

0
x2 fq(x)dx =

(2−1/q)q/(1−q)q1/(1−q)(2q−1)q/(q−1)

3q−2
λ2

mµk =
w ∞

0
xrdF(x) =

w ∞
0

xr fq(x)dx =

w ∞
0

xr 1
λ

(
1+

q−1
q

)q/(1−q)(
1− 1

λ

q−1
q

(x−λ)
)1/(q−1)

dx =

1
λ

q
2q−1

xk+1

k+1

[
2F1

(
1

1−q
,1+ k,2+ k,

(q−1)x
λ(2q−1)

)]

可以得到分布的 k阶矩为：

式中，k表示分布的 k阶矩。
 

3　参数估计

为了在不同场景下选择恰当的参数，这里给出

两种估计 q-指数分布中参数的方法：最大似然估计

法 (maximum likelihood  estimation,MLE)和信息似

然估计法。最大似然估计法适用于满足高斯分布的

数据集，信息似然估计法适用于高斯和非高斯分布

的数据集。
 

3.1　最大似然估计

根据式 (1)，建立对数似然函数：

ψL = log L = n ln (1/λ)+
nq

1−q
ln

(
1+

q−1
q

)
+

1
q−1

n∑
i=1

ln
(
1− 1

λ

q−1
q

(xi−λ)
)

然后有：

∂ψL

∂q
=

1
(q−1)2(2q−1)

×

[
(2q2−3q+1)

/
q2

n∑
i=1

− xi/λ−1
xi/q(λ−1)− xi/λ+2

]
+

1
(q−1)2(2q−1)

(1−2q)
n∑

i=1

log(xi/q(λ−1)− xi/λ+2)+

1
(q−1)2(2q−1)

n
(
1−q+ (2q−1) log(2−1/q)

)
∂ψL

∂λ
= −n

λ
+

n∑
i=1

xi

λ2q−λ(q−1)(xi−λ)

q和 λ可以通过求解方程组 (6)获得：
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
∂ψL

∂λ
= 0

∂ψL

∂q
= 0

(6)

 

3.2　信息似然估计

另一个估计 Rényi信息未知参数的方法，将信

息论和谱估计相结合，可在最小先验的条件下，取

得经验风险最小的参数估计值[14]。具体步骤如下：

首先，已知 Rényi信息频谱定义为：

LR(λ) =
1

1−λ log
(w

f λ(x)dx
)

(7)

λ→ 1当 ，

lim
λ→1
LR(λ) =

w
f (x) log f (x)dx (8)

Rényi信息频谱趋向于香农熵。

同时，Rényi信息的频谱梯度被定义为：

LR(1) = −1
2

D(log( f (X))) (9)

D(·)式中， 是随机变量 x的方差。

ϕ f := −2LR(1)令

fq φ f一方面，将式 (1)中的 代入式 (9)计算 ，根

据文献 [13]可得:

ϕ f = −2 lim
λ→1
LR(λ) =

1
q2 (10)

φ f

φ f

另一方面，使用核方法估计 。具体而言，

可以通过核方法计算如下：

φ̂ f = ∆̂2− ∆̂2
1 (11)

式中，

∆̂i =
w

fn(x)logi fn(x)dx i = 1,2 (12)

fn(x)是为无参数内核密度估计量，定义为：

fn(x) =
1
n

n∑
i=1

1
bn

K
(

x−Xi

bn

)
K(·)

Xi

X bn

假设 为有界变分的概率密度函数 (核函

数)，其支撑集位于部分有限区间。 是随机变量

的样本。设 为满足以下收敛条件的序列：

lim
n→∞

bn = 0, lim
n→∞

nbn =∞, lim
n→∞

logbn
−1

nbn
= 0

比较式 (10)和式 (11)，式 (1)中的参数 q可以

通过求解式 (13)得到：

q =
1√
∧
ϕ f

(13)

 

4　数据分析

本文使用了 3个与可靠性相关的实验去评估 q-
指数分布在可靠性分析中的有效性，包括白血病病

人生存期分析、设备寿命预测以及锂电池寿命预测。

第一个数据集是 40个白血病病人的生存期数

据[15]，它具有不断增加的风险率。第二个数据集来

自 50个组件的样本 [16]，具有浴盆型风险的风险

率。利用 K-S统计量评估了 q-指数与上述两个著

名数据集的拟合结果，并计算出赤池信息准则

(AIC)值和贝叶斯信息准则 (BIC)值，用于比较它

和其他广义指数分布的拟合优越度。第三个实验建

立了关于 3组锂电池的容量退化模型，与普通指数

分布的结果相比，利用 q-指数分布可以得到更准确

的剩余寿命预测结果。 

4.1　白血病病人生存期

该数据集由文献 [15]给出，数据源自沙特阿

拉伯卫生医院部门，如表 1所示。它记录了 40名
白血病患者的生命周期。
 
 

表 1    40名白血病患者的生存期
 

患者

编号

生存期

/天
患者

编号

生存期

/天
患者

编号

生存期

/天
患者

编号

生存期

/天
1 115 11 807 21 1 222 31 1 578
2 181 12 865 22 1 251 32 1 578
3 255 13 924 23 1 277 33 1 599
4 418 14 983 24 1 290 34 1 603
5 441 15 1 024 25 1 357 35 1 605
6 461 16 1 062 26 1 369 36 1 696
7 516 17 1 063 27 1 408 37 1 735
8 739 18 1 165 28 1 455 38 1 799
9 743 19 1 191 29 1 478 39 1 815
10 789 20 1 222 30 1 549 40 1 852

 
 

基于双参数模型的生存函数经验估计如图 4所
示，图 5描述了模型的经验和拟合风险函数。同

时，由于该数据集所示患者死亡风险是随时间上升

的，因此，韦伯分布、线性失效率分布 (linear failure
rate distribution, LFR)和 q-指数分布均可作为数据

拟合的候选者。为了判断上述哪个密度函数更适合

数据拟合，用 MLE方法对 3种模型参数进行了估

计，如表 2所示。然后利用几种不同的测试统计测

度对拟合结果进行了评估。

由统计学可知，K-S值表示分隔程度，一般大

于 0.2即表明模型具有良好的分隔性能。由表 3可
知，q-指数分布与韦伯分布、指数分布和 LFR分

布的 K-S均有良好分隔能力。同时，由表 3列出的
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对数似然函数值可知，q-指数分布与韦伯分布、指

数分布的最大似然函数值均在相近水平，所以 q-指
数分布可以充分利用先验信息获得对未知参数的最

大似然估计。
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图 4    白血病数据集的生存函数 
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图 5    白血病数据集的风险函数 

  
表 2    白血病数据集各模型参数的MLE值

 

模型 参数的最大似然估计值

LFR(a,b) â = 9.501×10−4, b̂ = 4.229×10−7

指数分布 λ̂ = 1 137

韦伯分布 σ̂ = 1 143.3, ĉ = 1.055

q-指数分布 q̂ = 1.9, λ̂ = 1 137

  
表 3    白血病数据的对数似然函数值和 K-S

 

模型 对数似然函数值 K-S
LFR(a,b) −318.458 0.385

指数分布 −321.446 0.308
韦伯分布 −319.874 0.282
q-指数分布 −299.511 0.205

 
 

根据统计学原理，p值是判断原假设是否成立

的依据，一般认为 p>0.05，说明两组样本无统计学

差异。由表 4可知，q-指数分布与韦伯分布的 p值
在相近水平，q-指数分布具备描述寿命分布的能

力。同时，通过计算 AIC或者 BIC值，相比指数

分布、韦伯分布和 LFR分布，不难发现 q-指数分

布具有更小的 AIC或 BIC值，因此 q-指数分布具

有更好的寿命数据拟合性。
 
 

表 4    白血病数据集各模型的 p值、AIC和 BIC
 

模型 p值 AIC BIC
LFR(a,b) 0.006 640.916 644.293 8

指数分布 0.050 644.892 646.580 8
韦伯分布 0.090 643.747 647.125 8
q-指数分布 0.085 603.022 606.399 8

 
  

4.2　元件寿命数据

如表 5所示，这是由文献 [17]提供的 50台设

备的寿命数据，已有研究人员利用韦伯分布[18-21]、

指数分布[5]、LFR分布[22] 分析了这个数据集。表 6
给出了所使用的每个分布参数的MLE估计值。图 6
和图 7分别给出了设备数据集的经验参数生存函数

以及风险函数。
 
 

表 5    50台设备的生存期
 

设备

编号

生存期

/月
设备

编号

生存期

/月
设备

编号

生存期

/月
设备

编号

生存期

/月
1 0.1 2 0.2 3 1 4 1
5 1 6 1 7 1 8 1
9 3 10 6 11 7 12 11
13 12 14 47 15 50 16 55
17 18 18 18 19 18 20 18
21 18 22 21 23 32 24 36
25 40 26 45 27 46 28 60
29 63 30 63 31 67 32 67
33 67 34 67 35 72 36 75
37 79 38 82 39 82 40 83
41 84 42 84 43 84 44 85
45 85 46 85 47 85 48 85
49 86 50 86

 
 

表 6    设备时间数据集各模型参数的MLE值
 

模型 参数的最大似然估计值

LFR(a,b) â = 0.014, b̂ = 2.4×10−4

指数分布 λ̂ = 45.686

韦伯分布 σ̂ = 44.913, ĉ = 0.949

q-指数分布 q̂ = 24.213 2, λ̂ = 42.372 8

 
 

已知 Aarset数据集的风险函数具有浴盆形状。

不失一般性和为了分析简便，本文只专注风险函数

中单调递增部分，使用双参数分布来近似风险函

数。为了进行参数比较，使用似然检验去对比原假
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设和备选假设。此外，利用 AIC[23] 在多个模型中

选择最优模型。最适合数据拟合的模型应具有最低

的 AIC。表 7和表 8给出了对数似然函数值、K-
S值、p值、AIC和 BIC值[24]。
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图 6    Aarset数据集的生存函数 
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图 7    Aarset数据集的风险函数 

 

  
表 7    设备时间数据集各模型的对数似然函数值和 K-S值

 

模型 对数似然函数值 K-S
LFR(a,b) −238.064 0 0.258

指数分布 −241.089 6 0.226
韦伯分布 −241.002 0 0.226
q-指数分布 −219.725 2 0.204

  
表 8    设备时间数据的 P值，AIC和 BIC

 

模型 p值 AIC BIC
LFR(a,b) 0.253 480.128 483.952 0

指数 0.408 484.179 486.091 2
韦伯 0.408 486.004 489.828 0

q-指数分布 0.607 443.450 459.010 0
 
 

对于 Aarset数据集，由表 7可知 q-指数分布

的 K-S值大于 0.2，所以具备良好的分隔能力。由

所列对数似然函数值可知，q-指数分布与韦伯分

布、指数分布的对数似然函数值在相近水平，说

明 q-指数分布亦可以充分利用先验信息获得对未知

参数的最大似然估计。

由表 8知，q-指数分布的 p值大于 0.05，因而

具备描述 Aarset数据集的能力。同时，可以看出

q-指数分布在本文所提到的所有分布中具有最小的

AIC和最小的 BIC值。这说明在所列分布中，q-指
数分布能够最好地拟合本数据集。 

4.3　锂电池寿命预测

估计剩余使用寿命 (remaining useful life,RUL)
有助于降低实际系统中发生灾难性事件的概率[25]。

为了研究所提出的 q-指数分布的有效性，本文采用

美国宇航局 (NASA)  Prognostics公司 (PCoE)的
3个电池数据集来预测锂电池的剩余使用寿命。在

该数据集中用电池容量来表征寿命，容量越低，剩

余寿命越少。

3组电池 (即蓄电池 005、蓄电池 006和蓄电池

018)属于同一类型，通过在室温下工作在 3种不同

的状态下 (充电、放电和阻抗)进行加速老化试验[26]。

这种电池的额定容量是 2 Ah，当电池容量减少到

额定容量的 70%(从 2 Ah减少到 1.4 Ah)时，电池

就会达到使用寿命终止 (EOL)标准，容量数据如

图 8所示。
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图 8    NASA PCoE的电池容量数据
 

 

容量退化过程可用状态空间模型来描述：{
xk = h(xk−1)+wk−1
yk = xk +υk

(14)

xk yk

wk−1 υk

式中， 表示 k周期的真实容量值； 表示 k周期

的预测值； 表示环境的扰动； 表示观测噪声。

h(xk)分别采用指数分布和 q-指数分布作为 来描

述容量状态转换，采用粒子滤波算法[27] 自适应地
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确定预测容量值，并使用最大似然法确定指数分布

和 q-指数分布的相应参数。

由粒子滤波基本原理可知，按照频率派的概率

观点[24]，这里剩余寿命预测的概率分布可以通过对

粒子滤波每个周期间隔内的粒子个数计数得到。间

隔内粒子数越多，说明该区间代表大多数情况下的

寿命长度。

在电池 005实验中，共有 168个循环样本，分

别用前 60个、80个和 100个样本点训练粒子滤波

器，设定粒子滤波预测的起始时间分别为 T=60、
80、100。当起始点 T=100时，RUL的分布直方图

和 RUL预测结果如图 9、图 10和表 9所示。其

中，图 9b使用参数 q=1.001。
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图 9    电池 005的 RUL直方图
 

 
此外，为了定量评价预测精度，将预测误差定

义如下：

eRUL = RULP−RULt (15)

式中，RULP 表示预测的周期数；RULt 表示真实

的周期数。

如图 10(其中 q=1.001)所示，电池 005的真实

寿命周期的结束数为 124，使用 q-指数分布相对能

更好地拟合实际值。根据表 9，在指数分布假设

下，在起始预测点 T=60时，粒子滤波算法预测的

寿命周期数为 152。根据上述定义，指数分布模型

预测误差为：

eRUL = RULp−RULt = 152−124 = 28
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图 10    电池 005在起始点 T为 100的 RUL预测结果
 

 
 

表 9    不同起始点 T下锂电池的 RUL预测结果
 

电池

编号
T

实际

寿命

(RULt)

指数分

布预测

寿命

q-指数分

布预测寿

命

q
指数分

布预测

误差

q-指数分

布预测误

差

q-指数分

布比指数

分布预测

误差缩小/%

电池

005

60 124 152 147 1.001 28 23 17.857
80 124 138 134 1.001 14 10 28.571
10
0

124 131 128 1.001 7 4 42.857

电池

006

60 108 106 106 1.010 −2 −2 0
80 108 99 99 1.010 −9 −9 0
10
0

108 107 107 1.010 −1 −1 0

电池

018

60 96 92 94 0.990 −4 −2 50.000
80 96 103 101 0.990 7 5 28.571
10
0

96 94 95 0.990 −2 −1 50.000

 
 

同样以 T=60为起始预测点，q-指数分布在

q=1.001的情况下，预测误差为 23，小于指数分布

假设的结果。因此，提出的 q-指数分布辅助粒子滤

波算法对电池 005的剩余使用寿命有更准确的

估计。

同理，观察图 11(其中 q=1.010)与图 12(其中

q=0.990)中电池 006和电池 018的结果，结合表 9，
发现对于电池 006而言，真实寿命周期的结束数
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为 108，而在指数分布假设下，在起始预测点

T=60、80、100时，使用 q-指数分布获得预测结果

均与指数分布的相同，说明基于 q-指数分布的粒子

滤波方法至少可以获得和指数分布假设下一样的估

计精度。
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图 11    电池 006在起始点 T=100的 RUL预测结果
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图 12    电池 018在起始点 T = 80处的 RUL预测结果
 

 
对于电池 018而言，真实寿命周期的结束数

为 96，在指数分布假设下，在起始预测点 T=60
时，预测的寿命周期数为 92，预测误差为−4。而

q-指数分布在 q=0.990的情况下，如表 9所示的同

一点的预测误差为−2，误差预测减小了 50%。对

于 T=80和 T=100的起始预测点，使用 q-指数分布

均可取得更准确的效果。 

5　结 束 语
本文基于最大熵方法，通过计算均值约束下最

大 Rényi熵，得到一种新的广义指数分布：q-指数

分布。本文对 q-指数分布的统计特性进行了分析，

并给出了均值和各阶矩的解析公式。为了便于应用

于可靠性分析，给出了基于 q-指数分布可靠性的预

测模型及对应的生存函数和风险函数的解析表达

式。指出可采用了两种方法：极大似然估计法和信

息似然估计法进行双参数估计。最后，结合医学白

血病患者寿命数据集、设备元件寿命数据集及锂电

池剩余寿命数据集进行了验证，通过与韦伯分布、

指数分布等常用寿命预测分布对比，验证了 q-指数

分布的有效性和估计精度的优良性。下一步将挖

掘 q-指数分布在复杂系统建模中的高效应用。
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