
 

 

改进 Fourier-Ritz方法分析附加质量矩形板的

横向振动

吴    涛，于    东，曲建俊，陈照波*

(哈尔滨工业大学机电工程学院　哈尔滨　150001)

【摘要】在实际工程中，附有集中质点或者可以等效为集中质点的矩形薄板结构在机械工程、电子工程以及车辆工程等

领域具有广泛应用，如支撑工作台、舰船甲板、PCB板等。采用改进 Fourier-Ritz方法对一般边界条件下且附加集中质量的

矩形薄板建立数值分析模型，可以避免传统方法在薄板边界处存在的不可导或者不连续等问题。另外采用余弦函数加多项式

形式的傅里叶展开相较于正弦函数展开，其结果具有更好的收敛性。该文给出带有集中质量矩形薄板振动的质量矩阵和刚度

矩阵的计算方法，分析了不同边界约束的设定参数以及讨论了集中质量大小、位置以及数量对矩形板模态的影响。该方法及

其分析结果可以应用于矩形薄板的振动分析以及振动控制。
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Modified Fourier-Ritz Method to Analyze Transverse Vibration of
Rectangular Plates with Additional Mass

WU Tao, YU Dong, QU Jianjun, and CHEN Zhaobo*

(School of Mechatronics Engineering, Harbin Institute of Technology　Harbin　150001)

Abstract　 In  practical  engineering,  rectangular  thin  plate  structures  with  concentrated  mass  points  or
equivalent  to  concentrated  mass  points  have  a  wide  range  of  applications  in  mechanical  engineering,  electronic
engineering,  and  vehicle  engineering,  such  as  supporting  workbenches,  ship  decks,  PCB  boards  and  so  on.  The
modified  Fourier  Ritz  method  is  used  to  establish  the  numerical  analysis  model  of  rectangular  thin  plate  with
lumped mass under general boundary conditions, which can avoid the problems of non-derivability or discontinuity
at  the  boundary  of  thin  plates  in  traditional  methods.  In  addition,  the  Fourier  expansion  in  the  form  of  cosine
function plus polynomial has better convergence than that in the form of sine function. The calculation method of
mass  matrix  and  stiffness  matrix  of  rectangular  thin  plate  with  concentrated  mass  is  given,  the  parameters  of
different  boundary  constraints  are  analyzed,  and  the  influence  of  the  size,  position  and  quantity  of  concentrated
mass  on  the  modal  of  rectangular  plate  is  discussed.  The  method  and  its  results  can  be  applied  to  the  vibration
analysis and vibration control of rectangular thin plates.

Key words　boundary constraints;　concentrated mass;　modified Fourier-Ritz method;　rectangular plate
vibration
 
 

众所周知，附加质量的矩形薄板在工程实践中

具有广泛的应用，如房屋楼板、机翼、电路板、显

示屏等。其振动形式也主要有弯曲、纵向、横向

3种方式，其中纵向和横向属于面内振动，由于其

振动模态频率通常不在主要激励频率范围内，所以

仅仅在一些特殊工程应用中予以考虑[1]，而横向弯

曲振动由于模态频率较低，很容易在激励频率范围

内，在研究设计以及实际应用中有很高的参考价

值。因此，在过去几十年中，一直是研究者和工程

师们的关注点，特别是具有各种边界条件的矩形板

的振动。在至少含有一对对边简支的矩形板的振动

求解中，精确解通常表示为三角函数和双曲函数或

其组合的形式存在[2-3]，然而，其中的一些常数必须

依据边界条件确定，主要受到矩形板的长宽比，约 
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束弹簧刚度，泊松比，厚度等因数的影响，因此，

在一些求解方法中都是被迫重复求解方程得到不同

边界条件的解。也有很多研究者通过近似或者数值

求解技术来求解矩形板振动的控制方程。

自20世纪50年代以来，许多研究者采用Rayleigh
方法和 Ritz方法将矩形板的位移函数用相似边界

的梁的特征函数来表示，用来近似求解特定边界的

矩形板的振动。相似的，其相结合的 Rayleigh-Ritz
方法，也被用来求解具有弹性约束的经典边界的矩

形板横向振动的固有频率，文献 [4-5]证明此方法

的准确性并且采用了此方法求解了某些条件下矩形

板的高阶振型。文献 [6]直接用有限积分变换方法

获得矩形薄板的自由振动解析解，该方法主要优点

是无需重新确定偏差函数，具有一定的通用性。文

献 [7]利用广义叠加方法减小了刚度矩阵的规模，

得到了矩形板振动控制方程的齐次解，并通过实例

证明其有效性、准确性和收敛性。文献 [8-9]通过

求解双调和方程的方法，推导矩形板的动态刚度矩

阵，从而比较精确得到矩形板自由振动的双谐方

程，并通过挑选模态振型样本证明了其准确性，但

是需要冗长的符号计算。文献 [10]通过实验的方

法对 F-C-F-C型矩形板进行了研究，通过将实验得

到的结果与有限元数值模型结果对比证明了实验方

法的有效性。文献 [11]采用微分求积 (DQ)方法计

算了边界条件为 S-C-S-C矩形板的振动和屈曲，并

给出了数值算例证明了此方法的准确性和收敛性，

但是结果的收敛是震荡的，而且需要更多项才能得

到精确解。另外，现很多研究者采用的有限差分

法、有限元法、离散元法等经过适当的修改和优

化，也可以得到矩形板振动的比较精确的解[12]。而

对于附有集中质量的矩形薄板，文献 [13]采用约

束模态分析的方法研究了其在四边简支条件下的特

征值和振型，并给出了相关公式。文献 [14]采用

Hamilton原理建立含有集中质量的矩形薄板的动

力学方程，探究了质量的变化对幅频特性的影响。

回顾以上研究成果可以看出，一部分研究者们

关注某个特定边界或者经典边界下的矩形板以及附

有集中质量矩形板的振动，而在实际中，可能遇到

各种边界的组合，包括弹性边界；另一部分研究者

试图开发一种包含所有边界条件的算法，但是也存

在收敛震荡，收敛较慢以及需要冗长且重复的符号

计算等问题。该文采用了一种改进 Fourier-Ritz方

法用以求解含有一组对边简支，另外一组任意弹性

约束的矩形板的自由振动，该方法由文献 [15]提
出并被应用于单梁结构、双梁结构、板结构的横向

振动的求解中。本文将 Fourier-Ritz方法进行改进

并扩展到附有集中质量矩形板的振动求解中，即将

其位移函数表示为标准的余弦级数与周期多项式函

数和的形式，这样可以消除边界处的位移函数及其

导数存在的不连续或者不可导的情况，因此可以将

其应用到任一边界条件的求解中，无需频繁修改求

解程序，只要设定参数值即可。需要强调的是，文

献 [15]已指出扩展成余弦级数较正弦级数的收敛

性更快。本文还采用此方法分析了集中质量大小、

位置以及数量对矩形板模态的影响，并与有限元分

析数据进行对比，证明了本文方法的准确性和收敛

性，其结果对附有集中质量矩形板的模态分析和振

动控制具有一定的参考意义。 

1　改进 Fourier-Ritz方法基本原理

x = 0，x = a

y = 0，y = b

如图 1所示，矩形薄板沿 方向受弹

性支撑约束，沿 方向受简单支撑约束，

其通过线性弹簧与扭转弹簧组合的形式实现，在实

际应用过程中，根据边界约束条件的不同，可以通

过设置不同弹簧的刚度系数来实现建模。根据文

献 [2]，附有集中质量的矩形薄板的自由振动微分

方程为：

D
∂4W
∂x4 +2D

∂4W
∂x2 ∂y2 +D

∂4W
∂y4 −ρhω

2W−

ω2
Nm∑
i=1

miδ(x− xi,y− yi)W = 0
(1)

W D ρ h

xi yi i

mi i ω

式中， 表示弯曲位移； 表示弯曲刚度； 和 分

别为矩形板材料密度和厚度； 和 分别是第 个质

量点的横纵坐标； 表示第 个质量点的质量； 表

示角频率。

  

x

b

a

xi

yi mi

y

图 1    加载弹性约束矩形板模型 
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x = 0在 处的边界条件为：

k0

D
+
∂3W
∂x3 + (2− ν) ∂

3W
∂x ∂y2=0 (2)

K0

D
∂W
∂x
−

(
∂2W
∂x2 + ν

∂2W
∂y2

)
= 0 (3)

x = a在 处的边界条件为：

ka

D
−

(
∂3W
∂x3 + (2− ν) ∂

3W
∂x ∂y2

)
= 0 (4)

Ka

D
∂W
∂x
+

(
∂2W
∂x2 + ν

∂2W
∂y2

)
= 0 (5)

k0 ka K0 Ka

ν

n−1 n

式中， 、 为线性弹簧的刚度值； 、 为扭转

弹簧的刚度值； 为矩形板的泊松比。在求解式

(1)的过程中，其解必须满足两个条件：1)方程的

解必须连续且存在 阶导数，并且第 阶导数可

积；2)其解必须满足边界条件 (式 (2)~式 (5))。此

处引入改进 Fourier-Ritz方法，即将方程的解表示

为傅里叶级数展开加上辅助多项式的形式，在梁的

振动问题研究中，采用此方法来解决传统仅有傅里

叶正弦级数展开的解函数可能导致原函数或者导数

在端点处存在不连续的情况[16]，基于此种考虑，将

矩形板的振动函数写成：

W(x,y) =
∞∑

m=0

(Am cosλamx+ (p1(x)+ p2(x))×

cosλbny n = 0,1, · · ·N (6)

λam = mπ/a λbn = mπ/b p1 (x) p2 (x)式中， ； ； 、 为辅

助多项式；Am 为未知参数。

引入的多项式须满足：

(p1(0)+ p2(0))cosλbny = α0 cosλbny (7)

(p1(a)+ p2(a))cosλbny = αa cosλbny (8)

∂2(p1(0)+ p2(0))
∂x2 cosλbny = β0 cosλbny (9)

∂2(p1(a)+ p2(a))
∂x2 cosλbny = βa cosλbny (10)

α0 αa β0 βa式中， 、 、 、 为未知参数。

p1(x) p2(x)

p1(x)

多项式 、 必须是连续的周期函数，

因此可以设 为连续的最低阶多项式：

p1(x)=
αax

a
+
α0

a
(a− x) (11)

∂2 p2(x)
∂x2 =

βax
a
+
β0

a
(a− x) (12)

对式 (12)进行二次积分并结合式 (9)～式 (10)，
可得：

p2(x)=
βa

6a
(x3−a2x)− β0

6a
(2a2x−3ax2+ x3) (13)

式 (11)和式 (13)组成的多项式可以用来解决

由于传统方法在边界处可能存在的不连续的情况，

采用余弦级数展开的方法求解振动问题已用在单梁

和双梁问题中，其正确性已得到验证，此处主要研

究采用改进 Fourier-Ritz方法研究其在矩形板上的

应用。

将式 (11)、式 (13)及式 (6)代入式 (4) ～式 (7)，
可得：

k0

α0+

∞∑
m=0

Am

 = −D
(
−β0

a
+
βa

a
− (2− ν)×

λ2
bn

(
−α0

a
+
αa

a
− aβ0

3
− aβa

6

))
(14)

K0

(
−α0

a
+
αa

a
− aβ0

3
− aβa

6

)
= D

β0+

∞∑
m=0

−

Amλ
2
am+ ν

−α0λ
2
bn+

∞∑
m=0

−Amλ
2
bn


 (15)

ka

αa+

∞∑
m=0

(−1)mAm

 = D
(
−β0

a
+
βa

a
+

(2− ν)(−λ2
bn)×

(
−α0

a
+
αa

a
+

aβ0

6
+

aβa

3

))
(16)

∞∑
m=0

(−1)m+1Amλ
2
am+ ν

∞∑
m=0

(−1)m+1Amλ
2
bn)−βa =

ναaλ
2
bn−

Ka

D

(
−α0

a
+
αa

a
+

aβ0

6
+

aβa

3

)
(17)

又根据式 (11)和式 (13)，可得：

p1(x)+p2(x)=ζ(x)γ̄ (18)

式中，

ζ(x)= {(a− x)/ax/a− (2a2x−3ax2+ x3)/6a(x3−a2x)/6a}
(19)

γ̄= {α0,αa,β0,βa}T (20)

根据式 (14)～式 (17)可得：

Hnγ̄ =
∞∑

m=1

Qn
mAm (21)

式中，
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Hn =



−k̃0−
(2− ν)

a
λ2

bn λ2
bn(2− ν)1

a
1
a
−λ2

bn(2− ν)a
3
−1

a
−λ2

bn(2− ν)a
6

1
a

K̃0− νλ2
bn −1

a
K̃0

a
3

K̃0+1
a
6

K̃0

λ2
bn(2− ν)1

a
−k̃a−

(2− ν)
a
λ2

bn −1
a
−λ2

bn(2− ν)a
6

1
a
−λ2

bn(2− ν)a
3

−1
a

K̃a
1
a

K̃a− νλ2
bn

a
6

K̃a
a
3

K̃a+1


(22)

Qn
m=

{
k̃0 λ2

am+ νλ
2
bn (−1)mK̃a (−1)mλ2

am+ ν(−1)mλ2
bn

}T
(23)

k̃0 = k0/D k̃a = ka/D K̃0 = K0/D K̃a = Ka/D式中， ； ； ； 。

将式 (18)和式 (21)代入式 (6)，可得：

W(x,y) =
∞∑

m=1

Am(cosλamx+ ζ(x)H−1
n Qn

m)× cosλbny

n = 1,2, · · ·N (24)

(cosλamx+

ζ(x)H−1
n Qn

m)cosλbny

首先将式 (24)代入式 (1)中，然后采用Galerkin
离散化的方法进行离散化处理，即乘以

，最后对所得到的方程在整个定

义域中进行积分，可得：(
K− ρhω

2

D
M

)
A = 0 (25)

通过求解式 (25)的矩阵特征值问题，可以得

到矩形板的固有频率和对应的模态形状，并且通过

改变线性弹簧和扭转弹簧的刚度值，可以实现不同

边界条件的求解，在求解过程中，m、n值分别截

断到 M、N。 

2　矩形板边界条件的讨论

M = N = 10

ρ = 7 850 kg/m3 E = 2.0×1011 Pa

ν = 0.3 a = 2 m b = 2 m

h = 0.005 m

m = 50 kg

采用该文方法求解一个沿一对边简支约束，另

一对边任意弹性约束并附有集中质量的矩形薄板的

振动模态，需要根据不同边界条件设定边界约束参

数，比如可以通过设置两个线性弹簧的刚度值为无

限大以及两个旋转弹簧刚度值无限小来实现四边简

支约束，但是没办法确定在计算过程中代入的数据

是否足够无限大或者无限小，因此需要详细讨论不

同大小的弹簧刚度值对实际自然频率的影响。在计

算过程中，取截断系数 ，矩形薄板的密

度 ，弹性模量 ，泊松

比 ，薄板长宽分别为 、 ，板厚

，并且在板的对称中心附有一个质量

的集中质量。在分析过程中，分别改变其

中一种弹簧的刚度值，求解其前 6阶频率参数随不

同种类弹簧不同刚度值改变而改变的值，其结果如

图 2所示。
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1010 10−2

图 2中，不同边界条件，其频率变化参数基本

相同，随着弹簧刚度值的增加，边界条件慢慢演化

成简支约束，当刚度值超过 时，频率参数基本

趋于稳定，即达到了所设定的约束条件。因此，在

实际应用过程中，为了计算的准确性，可以将无限

大设置为 ，无限小设置为 来实现边界约束

的建模。 

3　数值算例及其仿真分析

ρ = 7 850 kg/m3

E = 2.0×1011 Pa ν = 0.3

0.03 m

为了验证改进 Fourier-Ritz方法在不同边界条

件下的准确性以及不同附加质量的情况下对矩形薄

板自然频率的影响，下文将对此列举算例进行验证

分析，其中所涉及矩形薄板的密度 ，

弹性模量 ，泊松比 ，有限元

方法采用Workbench中 shell181单元建模，划分单

元尺寸为 ，网格类型采用四边形网格划分

方式。 

3.1　无集中质量时矩形板的振动自然频率

a = b = 2 m h = 0.005 m

表 1为考虑无附加质量下矩形薄板在不同边界

条件条件下的自然频率，其中 S代表简支，C代表

固支，F代表自由边界并分别给出了采用改进

Fourier-Ritz方法与有限元方法所计算的结果，其

中 ，板厚 。

0.142%

从表 1中不同边界条件下采用改进 Fourier-
Ritz方法计算所得的结果与采用有限元所计算的结

果进行对比可知，本文方法与有限元方法最大误差

百分比为 ，两者计算结果具有较好的一致

性，验证了该方法的准确性。图 3所示为四边简支

的矩形薄板前 4阶自然频率在 y=b/2处对应的振

型，由图可知，其振动幅值在边界处逐渐变小，符

合振动规律。
 

表 1    无附加质量条件下矩形薄板不同边界

条件下的自然频率
 

边界条件 方法
自然频率/Hz

第1阶 第2阶 第3阶 第4阶

S-S-S-S
本文 5.999 14.996 14.996 23.993
有限元 5.998 15.006 15.006 24.010

C-S-C-S
本文 8.803 16.645 21.067 28.742
有限元 8.801 16.647 21.097 28.775

S-F-S-F
本文 2.927 4.903 11.163 11.835
有限元 2.928 4.903 11.160 11.847

S-S-S-F
本文 3.551 8.435 12.523 17.955
有限元 3.551 8.435 12.531 17.959

S-C-S-S
本文 7.188 15.707 17.823 26.181
有限元 7.187 15.714 17.840 26.197

 
  

第1阶

第2阶

第3阶

第4阶

1.5

0

1.0

0.2

0.5

0.4

0.0
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−1.0
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−1.5

振
幅

长度

图 3    S-S-S-S型矩形板前 4阶频率在 y=b/2处对应的振型 

  

3.2　集中质量的位置及大小的影响

1.95%

表 2为在一个四边简支，长宽分别为 a=4 m，

b=2 m矩形薄板的不同位置附加一个 m=60 kg的集

中质量所计算自然频率的结果。由表 2可知，集中

质点在矩形板的不同位置对矩形板的自然频率也有

不同的影响，可以据此放置作动器实现其振动控

制。另外由表 2可得，本文方法与有限元方法最大

误差百分比为 ，进一步验证了该文所述方法

的准确性。
  

表 2    S-S-S-S薄板在附有单一质量不同位置下的自然频率
 

位置/m 方法
自然频率/Hz

第1阶 第2阶 第3阶 第4阶

(0.5,0.5)
本文 3.606 5.271 7.962 11.333
有限元 3.605 5.254 7.909 11.279

(1.0,0.5)
本文 3.356 5.184 8.851 11.083
有限元 3.311 5.111 8.711 10.913

(1.5,0.5)
本文 3.196 5.622 9.016 10.294
有限元 3.152 5.546 8.923 10.146

(2.0,0.5)
本文 3.151 6.074 7.810 11.141
有限元 3.108 5.999 7.661 10.980

(2.5,0.5)
本文 3.196 5.622 9.016 10.294
有限元 3.152 5.546 8.856 10.146

(3.0,0.5)
本文 3.356 5.184 8.851 11.083
有限元 3.311 5.111 8.711 10.913

(3.5,0.5)
本文 3.652 5.338 8.063 11.476
有限元 3.605 5.254 7.909 11.279

 

扭转弹簧log(k
a
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d. 不同ka值所对应的自然频率

图 2    不同弹簧刚度对应的自然频率
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表 3为在矩形薄板 (1.0 m, 0.5 m)处附加不同

大小集中质量计算所得到的前 4阶自然频率，由表 3
可知，随着所附加集中质量的增加，其自然频率逐

渐降低。
  
表 3    S-S-S-S型薄板在固定位置下附有不同大小集中质量

的自然频率
 

重量/kg 方法
自然频率/Hz

第1阶 第2阶 第3阶 第4阶

0
本文 3.796 6.074 9.871 12.908
有限元 3.749 5.999 9.750 12.758

10
本文 3.733 5.884 9.697 12.413
有限元 3.687 5.810 9.577 12.260

30
本文 3.591 5.544 9.306 11.568
有限元 3.545 5.471 9.178 11.397

50
本文 3.435 5.285 8.977 11.186
有限元 3.390 5.211 8.840 11.015

70
本文 3.277 5.099 8.747 11.009
有限元 3.232 5.027 8.605 10.841

90
本文 3.124 4.970 8.588 10.912
有限元 3.079 4.897 8.444 10 747

110
本文 2.981 4.877 8.475 10.852
有限元 2.937 4.806 8.331 10.689

130
本文 2.851 4.809 8.392 10.812
有限元 2.807 4.739 8.248 10.651

 
  

3.3　集中质量的位置及大小的影响

2.38%

考虑一个四边简支，长宽分别为 a=4 m，b=2 m
矩形薄板的不同位置附加不同大小的集中质量，其

中集中质量 m1=60 kg，m2=80 kg，m3=100 kg分别

附在 (1.0 m, 0.5 m)，(2.0 m, 1.0 m)，(2.5 m, 1.0 m)处。

表 4给出了分别采用本文方法与有限元方法计算的

结果，由表可知，其附加质量同样降低了薄板的自

然频率，同时其与有限元结果最大误差为 ，

验证该方法在计算多个附加质量时候的准确性。
  

表 4    S-S-S-S薄板在附有多个集中质量下的自然频率
 

方法
自然频率/Hz

第1阶 第2阶 第3阶 第4阶

附加集中质量
本文 2.021 4.153 6.587 10.472
有限元 1.993 4.086 6.434 10.252

无集中质量
本文 3.796 6.074 9.871 12.908
有限元 3.749 5.999 9.750 12.758

 
  

4　结 束 语
采用改进 Fourier-Ritz方法分析计算了一组对

边简支，另外一组任意弹性约束且附有任意集中质

量的矩形薄板的固有频率和振型。与经典方法不

同，为了避免传统方法矩形板位移函数以及其导数

在边界处可能存在不连续或者不可导的情况，遂将

位移函数表示为标准的余弦级数与周期多项式函数

和的形式，最后通过求解矩阵的特征值与特征向量

来获取矩形板的模态，其收敛性也较正弦展开更

快。为了验证本文所采用的改进 Fourier-Ritz方法

的准确性和收敛性，文中列举了多个数值算例与有

限元方法的结果比较，数据表明，该方法具有较高

精度和准确性。

同时，该文也对边界条件进行了分析，不同弹

簧刚度的设定可以演化成不同的边界条件，这有助

于不同边界条件下附有集中质量矩形板振动的研

究。并且对不同位置，不同大小以及不同个数的集

中质量对矩形薄板的自然频率的影响进行了分析，

其结果可以应用于附有集中质量矩形薄板的振动

控制。
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