
 

 

精确 Grover量子搜索算法概述

李冠中，李绿周*

(中山大学计算机学院　广州　510006)

【摘要】Grover算法自提出以来就备受关注，因其对无序数据库搜索问题有相对于经典算法平方级别的加速。但是原

始 Grover算法通常无法百分之百得到目标元素，即使目标元素占比已知。为此，精确 Grover量子搜索算法被提出，它们作

为原始 Grover算法的扩展，在保持平方加速的同时，能以 100%的概率输出目标元素。该文较系统地梳理已有的 3种精确

Grover量子搜索算法，详细介绍算法的流程、参数设置、背后的几何直观，并针对目标元素占比已知及未知的情况，说明精

确量子搜索的查询复杂性下界。
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Overview of Exact Grover’s Quantum Search Algorithms
LI Guanzhong and LI Lyuzhou*

(School of Computer Science and Engineering, Sun Yat-sen University　Guangzhou　510006)

Abstract　Grover ’s  algorithm  has  attracted  much  attention  ever  since  it  was  proposed,  because  it  has  a
quadratic  speedup  over  classical  algorithm  for  searching  unstructured  database.  However,  the  original  Grover ’s
algorithm  usually  cannot  obtain  the  target  elements  with  certainty,  even  if  the  proportion  of  target  elements  is
known. To this end, exact Grover’s quantum search algorithms were proposed as extensions of the original Grover’
s  algorithm,  which  can  output  the  target  element  with  certainty,  while  maintaining  the  quadratic  speedup.  This
paper systematically sorts out the three existing exact Grover’s quantum search algorithms, introducing in detail the
algorithm process, parameter settings, and the geometric intuition behind them. Moreover, the lower bound on the
query  complexity  of  these  algorithms  is  shown,  under  both  situations  when  the  proportion  of  target  elements  is
known or unknown.
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求解无序数据库搜索问题的 Grover量子搜索

算法[1] 于 1996年被提出，相对于经典算法有平方

级别的加速。自问世以来，得到广泛应用，如被用

于求解最小值查找问题[2]、串匹配问题[3]、量子动

态规划[4] 及计算几何问题[5]。不仅如此，针对 Grover
算法本身的扩展也不少，如量子振幅放大[6]、图上

量子游走搜索[7]、不动点量子搜索[8-9] 及本文要介绍

的精确 Grover量子搜索算法[6, 10-11]。 

1　原始 Grover算法及其缺陷

N = 2n M

无序数据库搜索问题可以抽象地描述如下，在

大小为 的无序数据库中，有 个元素是符合

f : {0,1, · · · ,
N −1} → {0,1} x

f (x) = 1 f (x) = 0

x x

f (x)

要求的，这些目标元素通过一个函数

来标识：若编号为 的元素为目标元

素，那么 ；否则， 。假设有一个可

以识别搜索问题目标元素的黑盒：要判断编号为

的元素是否为目标元素，只需要将编号 输入黑

盒，它就会输出 的值。现在希望以尽可能少的

黑盒调用次数 (称之为查询复杂性)，找出一个目标

元素。

f (x)

O f

在量子计算中，实现函数 的黑盒的作用

效果是一个酉操作 ，其在计算基态上的作用效

果为： 
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O f |x⟩ |q⟩ = |x⟩ |q⊕ f (x)⟩ (1)

|x⟩ n

|q⟩
⊕ |q⟩

|−⟩ := (|0⟩− |1⟩)/
√

2

|−⟩

式中， 是存储元素编号的量子寄存器 (即 个

qubit)； 是单 qubit辅助寄存器，用于储存黑盒返

回的结果，运算 为异或。如果将辅助寄存器 的

初始态设置为 ，那么黑盒将不改

变辅助寄存器的状态 ，故可以忽略它，因此可

以将黑盒的作用效果表示为：

O f |x⟩ = (−1) f (x) |x⟩ (2)

n

|ψ⟩ = H⊗n |0⟩ O(
√

N/M) G

原始 Grover算法的具体流程为，首先利用 个

qubit上的 Hadamard变换制备初始均匀叠加态

，然后迭代 次 Grover算子 ：

G :=H⊗n(2 |0⟩ ⟨0| − I)H⊗nO f =

(2 |ψ⟩ ⟨ψ| − I)O f (3)

O(
√

N/M)

O(N/M)

O(N/M)

最后进行计算基态测量，将以很大概率得到某

一目标元素的编号。即 Grover算法的查询复杂度

为 。相比之下，在经典计算机上则期望需

要 次检索才能以高概率得到目标元素，即

其查询复杂度为 。因此 Grover算法相对于

经典算法有平方级别的加速。

GGrover算子 的作用效果有着很强的几何直

观，令

|A⟩ = 1
√

N −M

∑
x: f (x)=0

|x⟩ (4)

|B⟩ = 1
√

M

∑
x: f (x)=1

|x⟩ (5)

|A⟩ |B⟩ G

|A⟩ |ψ⟩
|A⟩ |B⟩ 2θ

sin(θ) =
√

M/N |ψ⟩ |B⟩

分别为非目标元素和目标元素的均匀叠加态，那么

在单位正交向量 和 张成的二维子空间中， 的

作用相当于先以 为法线进行反射，再以 为法

线进行反射，总的效果是由 朝着 旋转了 角

度，这里 为初始态 在 上的

投影。

|A⟩ θ

|ψ⟩ k G

|B⟩ k ·2θ

这么看来，Grover算法总的流程，在几何直观

上可以理解为，从与 偏离了 角度的初始状态向

量 出发，通过作用 次 Grover算子 ，把它朝着

旋转了 角度，最终得到状态向量

Gk |ψ⟩ = cos((2k+1)θ) |A⟩+ sin((2k+1)θ) |B⟩ (6)

k

|B⟩ (2k+1)θ π/2
sin2 ((2k+1)θ)

M/N = 1/4

1/4 θ π/6 k 1

如果迭代次数 选得恰当，使得最终态尽可能

地接近 ，即使得 尽可能接近 ，那么在

计算基上测量将以高概率 ( )得到问题

的一个目标元素。特别地，当 ，即目标

元 素 的 占 比 为 时 ， 为 ， 那 么 取 为 ，

(2k+1)θ π/2 |B⟩
100%

等于 ，最终态就是 ，进行计算基态测

量将以 的概率得到一个目标元素。

M/N但是通常情况下，目标元素的占比 不会

使得

kopt :=
π/2− θ

2θ
=

π
4arcsin

(√
M/N

) − 1
2

(7)

k

100%

恰为整数，而迭代次数 必须是整数，因此原始

Grover算法无法做到以 的概率精确地得到一

个目标元素。 

2　精确 Grover量子搜索算法

|B⟩
为了弥补上述缺陷，即在不牺牲平方加速的同

时，使得到的最终状态向量就是 (可以相差一个

整体相位，因为这并不会影响测量结果)，有 3种方

法[6,10-11] 在 2000年左右被提出，它们的思路虽然不

一样，但都基于对原始 Grover算子进行扩展：

G (ϕ,φ) = −AS 0 (ϕ)A†S f (φ) (8)

ϕ,φ k

G (ϕ,φ)

|B⟩

再通过设置适当的角度 和迭代次数 ，使得

多次迭代扩展 Grover算子 后得到的最终态

就是目标元素的均匀叠加态 。本文把 3种方法

的思路总结为：大步小步、共轭旋转和三维旋转，

由于推导过程较为繁琐，下面在分别阐述 3种方法

时某些步骤有所省略，感兴趣的读者可以参考原始

文献。

G (ϕ,φ) A A|0⟩ =

1/
√

N
N−1∑
x=0

|x⟩

A H⊗n S 0 (ϕ) |x⟩ =
eiϕ |x⟩ |x⟩ = |0⟩ |0⟩
S f (φ) |x⟩ = eiφ |x⟩ f (x) = 1

φ = ϕ = π G (ϕ,φ)

G =G (π,π)

在 的定义式中，算子 满足

，用于得到均匀叠加态，如在原始

Grover算法中 就是Hadamard变换 ；

当且仅当 ，用于旋转状态 的相位；

当且仅当 ，用于旋转目标元

素的相位。特别地，当 时， 恢复到

原始 Grover算子 。 

2.1　大步小步

π/2− θ 2θ⌊
kopt

⌋
2θ G (ϕ,φ)

|ψ⟩⌊
kopt

⌋
|B⟩

这一方法 [6] 的思路比较直接。由于原始

Grover算 法 中 的 误 差 来 自 需 要 旋 转 的 角 度

( )不是单次旋转角度 ( )的整数倍，那么不

妨在前 步仍作用原始 Grover算子每次旋转

角度，最后一步减缓速度作用 ，旋转剩余

的角度。因此总流程可以形象地描述为：从 出

发先走 大步，再走一小步到达 。⌊
kopt

⌋
|ψ⟩ =A|0⟩

具体来说，首先作用 次原始 Grover算子

于初始状态向量 ，得到状态向量
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∣∣∣ψ̃⟩ := cos
((

2
⌊
kopt

⌋
+1

)
θ
)
|A⟩+ sin

((
2
⌊
kopt

⌋
+1

)
θ
)
|B⟩

(9)

G (ϕ,φ) |A⟩ |B⟩其次考虑 在正交基 和 下的矩阵，

可以得到：

G (ϕ,φ) =[
−(1− eiϕ)sin2 (θ)− eiϕ eiφ(1− eiϕ)sin(θ)cos(θ)
(1− eiϕ)sin(θ)cos(θ) eiφ((1− eiϕ)sin2 (θ)−1)

]
(10)

G (ϕ,φ)
∣∣∣ψ̃⟩ |A⟩ 0

ϕ φ |B⟩
再令 的 分量为 ，便能解出参数

和 ，使得最终态为目标元素的均匀叠加态 。
 

2.2　共轭旋转

ϕ φ G (ϕ,φ)

β

ϕ φ

这一方法[10] 主要基于如下观察：通过选取适

当的角度 和 ，可以使得 在共轭一个条件相

位旋转的意义下，实现任意角度 的二维旋转。具

体来说，当参数 和 满足：

sin(ϕ/2)sin(2θ) = sin(β) (11)

tan(φ/2) = tan(ϕ/2)cos(2θ) (12)

G (ϕ,φ)时， 的对角元相等，且可以分解为：

G (ϕ,φ) = eiv
[ 1 0

0 eiu
] [ cos(β) −sin(β)

sin(β) cos(β)

] [ 1 0
0 e−iu

]
(13)

u = (π−φ)/2 v

k =
⌈
kopt

⌉
β kβ = π/2− θ

式中，参数 ； 作为整体相位无需考虑。

因此，如果在上式两边同时进行 次幂，并

令角度 满足 ，那么移项可以得到：[ cos(π/2− θ) −sin(π/2− θ)
sin(π/2− θ) cos(π/2− θ)

]
=

e−ikv
[ 1 0

0 e−iu
]
Gk (ϕ,φ)

[ 1 0
0 eiu

]
(14)

|ψ⟩ = cos(θ) |A⟩+ sin(θ) |B⟩
|B⟩ S f (φ)

|A⟩ |B⟩ diag(1,eiφ)

Gk (ϕ,φ)S f (u) |ψ⟩ = |B⟩
|ψ⟩

S f (u) u

k G (ϕ,φ) |B⟩

把它作用到初态 上，

就能得到目标元素的均匀叠加态 。注意到

在正交基 和 下的矩阵表示就是 ，因

此总的算法流程可以表示为 。

也就是说，从初始状态 出发，先作用条件相位

旋转 把目标元素的相位旋转角度 ，再作用

次扩展 Grover算子 ，便得到 。
 

2.3　三维旋转

G (ϕ,ϕ) |A⟩
|B⟩

ϕ k

Gk (ϕ,ϕ) |ψ⟩ |B⟩

这一方法[11] 的思路为：把 在正交基 和

下的二维酉矩阵对应到相应 Bloch球中的三维旋

转，再通过选取适当的角度 和旋转次数 ，使得

在该 Bloch球面上与 重合。

具体来说，由于任意二维酉矩阵都可以写成下

式右边的形式，因此令

−G (ϕ,ϕ) = eiϕ
[
cos

(
α

2

)
I+ isin

(
α

2

) (
nxX+nyY+nzZ

)]
(15)

−G (ϕ,ϕ)

I,X,Y,Z I
α = 4β,其中β满足sin(β) = sin(ϕ/2)sin(θ) X,Y,

Z

再通过把 展开成单位矩阵和泡利矩阵

的线性组合，对比 前的系数，得到旋转角

度 。对比

前的系数，得到转轴

n=
cos(θ)
cos(β)

[
cos(ϕ/2) ,sin(ϕ/2) ,cos(ϕ/2) tan(θ)

]
(16)

{|A⟩ , |B⟩} G (ϕ,ϕ)

n α

即在 的 Bloch球中， 相当于以

为转轴、角度为 的三维旋转[12]。

|ψ⟩
s := [sin(2θ) ,0,−cos(2θ)] |B⟩

t := [0,0,1] ⟨n|s⟩ = ⟨n|t⟩ s t
n

n s t
ϕ k r s t n

s− r t − r
ω = π−2β

G (ϕ,ϕ) n α = 4β ω

ω = kα ϕ k

由于初态 在 Bloch球中对应的向量为

，而算法最终欲得的 对应

的向量为 ，故 。这说明 和 在

Bloch球面以 为轴的同一个的圆上，所以确实可

以通过绕固定轴 进行多次旋转，把 转到 。为了

确定参数 和旋转次数 ，记 为 和 在 上的投影，

如图 1所示，解析几何计算表明 和 之间的

角度为 。根据之前的推导，每作用一次

相当于绕转轴 旋转 ，而 是所希望的

总旋转角度，因此令 可以求出 与 应该满足

关系式：

sin
( π
4k+2

)
= sin

(
ϕ

2

)
sin(θ) (17)

k > kopt ϕ

k =
⌈
kopt

⌉
ϕ

容易看出当 时 有实数解，从而最小可

以取 ，并得到相应的 值。

 
 

x

y

z

=s

r n

2θ

ω

|A>

|ψ>

=t|B>

{|A⟩ , |B⟩} G (ϕ,ϕ)

s n t
图 1    在 的 Bloch球中， 的多次作用相当于把

初态 绕转轴 旋转到目标元素的均匀叠加态
 

 

M/N

最后，本文把上述 3种精确 Grover量子搜索

算法总结如表 1所示。值得注意的是，3种算法中

参数的设置都依赖于目标元素的占比 。另外，
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⌈
kopt

⌉
= O(

√
N/M)(扩展)Grover算子的迭代次数都是 ，

保持了原始 Grover算法的平方加速。

G (ϕ,φ)

实际操作中，还需考虑扩展 Grover算子

的量子电路实现。由于

G (ϕ,φ) = − (AS 0 (ϕ)A) ·S f (φ) := −S ψ (ϕ) ·S f (φ) (18)

S f (φ)

S ψ (ϕ)

S f (φ) O f

容易验证，图 2和图 3分别展示了 和

的电路实现，其中最后一行为辅助 qubit。注

意到 需要调用两次黑盒 ，因此表 1中后两

种方法的黑盒调用次数是原始 Grover算法的两

倍，不过这并不影响平方加速的数量级。
 
 

表 1    3种精确 Grover量子搜索算法
 

方法 大步小步 共轭旋转 三维旋转

流程 G (ϕ,φ)G (π,π)kA|0⟩ Gk (ϕ,φ)S f (u)A|0⟩ Gk (ϕ,ϕ)A|0⟩

k参数
⌊
kopt

⌋ ⌈
kopt

⌉ ⌈
kopt

⌉

ϕ参数 2arccot


√

sin2 (2θ)
cot2 ((2k+1)θ)

− cos2 (2θ)

 2arcsin


sin

(
π/2− θ

k

)
sin(2θ)

 2arcsin


sin

( π
4k+2

)
sin(θ)


φ参数 arctan

(
cot (ϕ/2)
−cos(2θ)

)
2arctan

(
tan

ϕ

2
cos(2θ)

)
无

u参数 无 (π−φ)/2 无

 
 

  

Of Of

⋮
|0>|0>

|x >

[0

1 e
i
0
φ]

S f (φ) O f |x⟩ |b⟩ = |x⟩ |b⊕ f (x)⟩图 2     的电路实现，其中 

  


|0> |0>

|x> ⋮ ⋮†

[0

1 e
i
0
φ]

S ψ (ϕ)图 3     的电路实现 

  

3　精确量子搜索的查询下界
 

3.1　目标元素占比未知时的查询下界

Sx |i⟩ =
(−1)xi |i⟩ f : {0,1, · · · ,N −1} →
{0,1} N x0x1 · · · xN−1

i

|N⟩
ORN = x0∨ x1∨ · · ·

∨xN−1 {P0 = |N⟩ ⟨N| ,
P1 = I−P0}

上面 3种方法说明：在目标元素的占比已知的

情况下，可以设计量子搜索算法在保持平方加速的

同时，精确地找到目标元素。由此自然引出的一个

问题是：如果目标元素的占比未知，还能设计出量

子搜索算法既百分之百找到目标元素又保持平方加

速吗？答案是否定的。事实上，假设存在这样的精

确量子搜索算法，它在调用 T次黑盒：

后 (这里把搜索问题函数

视为长为 的比特串 ，以便于后面

的讨论)，精确地输出目标元素 (如果无解，则输出

不合法的指标，比如 )，那么该算法稍加修改就

能以相同的黑盒调用次数精确计算

(如在算法的最后进行二分投影测量

)。但是，下面将用多项式方法[13] 证明：

ORN N/2任意精确计算 的量子算法都至少要调用 次

黑盒，因此，在目标元素占比未知的情况下，任意

精确量子搜索算法都必定丢失平方加速！

ORN对于任意精确计算 的量子算法，假设它进

行了 T次黑盒调用。首先把黑盒写成如下形式：

S x |i⟩ = (1−2xi) |i⟩ (19)

x0, x1, · · · , xN−1

P1 ⩽ 2T

p (x0, x1, · · · , xN−1) ORN

p(x) = ORN(x),∀x = (x0, x1, · · · , xN−1) ∈ {0,1}N

p N x0, x1, · · · , xN−1

可以看出，如果把基态前的振幅表示成关于变

量 的多元多项式，那么每次黑盒调用

只会使得任意基态前的振幅多项式的次数增加至

多 1。又注意到任意两次黑盒调用之间的酉变换作

为线性变换，不会增加多项式的次数，因此最终测

得 的概率 (振幅的模平方和)可以表示成次数 的

多项式 。由于算法以概率1计算 ，

因此 。考

虑对 的 个变量 的所有排列进行平均

所得的对称多项式

q (x) =
1

N!

∑
π∈S N

p (π (x)) (20)

deg(q)

r (z) r (|x|) = q (x) r (0) = 0,

且对任意t ∈ {1,2, · · · ,N}都有r (t) = 1 deg(r (z))⩾

N r (z)−1 N

T ⩾ N/2

那么可以证明，存在次数不超过 的单变量

多项式 ，使得 。而且不难看出

，所以

(因为 是有 个零点的非零多项式)。从而

。 

3.2　目标元素占比已知时的查询下界

在目标元素的占比已知的情况下，利用文献 [14]
的 quantum angle方法，并把它直接地扩展到多个
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⌊N/M⌋
目标元素的情形 (即文献 [15]文末提及的选取

个“不相交”数据库的思路)，可以证得精确

量子搜索的查询下界为

klow :=

 π
4arcsin

(√
1/⌊N/M⌋

) − 1
2

 (21)

这说明前面 3种精确 Grover量子搜索算法的

查询复杂性都达到了最优。

事实上，对于任意精确量子搜索算法，设其进

行 T次黑盒调用后的状态为：∣∣∣ΨT
x

⟩
= UT S xUT−1S x · · ·U1S xU0 |0⟩ (22)∏

x

=
∑

j:x j=1

| j⟩⟨ j|

x = x1x2 · · · xN

那么令 ，则该算法必须保证对

于任意数据库 ，都有∥∥∥∥∥∥∥∏x

∣∣∣ΨT
x

⟩∥∥∥∥∥∥∥
2

= 1 (23)

∣∣∣ΨT ⟩ = UT UT−1 · · ·U1U0 |0 ⟩ K := ⌊N/M⌋
klow

令  ，并记 ，

那么得到查询下界 的思路在于给出如下表达式

(即 quantum angle的均值)：
1
K

∑
y∈S
∠
(
ΨT ,ΨT

y

)
(24)

的上下界，其中

∠
(
ΨT ,ΨT

x

)
= arccos

∣∣∣∣⟨ΨT |ΨT
x

⟩∣∣∣∣ (25)

S [N] {1,2, · · · ,N} K
y [N] {i : yi = 1}

而 则表示 := 的 个不相交子集的

集合 (把数据库 对应到 的子集 )。具体

的上下界如下式所示：

π
2
−arcsin

( √
1/K

)
⩽

1
K

∑
y∈S
∠
(
ΨT ,ΨT

y

)
⩽ 2Tarcsin

( √
1/K

)
(26)

由此便可以得出 T的下界：

T ⩾
π

4arcsin
(√

1/K
) − 1

2
(27)

y = 1 N y ∈ S N

K = ⌊N/M⌋

I x S x ΨT ΨT
x

式 (26)的详细证明和文献 [14]中的 Lemma
5(上界)和 Lemma 7(下界)几乎一模一样，只需要

把求和下标由 至 改为 ，并把 改为

即可，这里不再赘述，只简要说明背后

的直观想法：表达式 (24)下界的直观是，经过

T次查询，算法最终能以很大概率区分平凡黑盒

和数据库 的黑盒的 ，即 和 几乎垂直。而

表达式 (24)上界的直观是，每次查询最多只能使

两者之间的角度增加很小的值。 

4　结 束 语
本文梳理了 3种精确 Grover量子搜索算法，

给出了算法流程、参数设置以及背后的几何直观，

并指出它们都依赖于目标元素的占比，由此为出发

点，说明了算法的最优性：对于目标元素占比已知

的情况，3种精确 Grover量子搜索算法已经达到最

优；而对于目标元素占比未知的情形，精确量子搜

索算法相比经典算法没有加速。因此本文对精确量

子搜索算法给出了较为完整的概述。
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