
 

 

微机电硅谐振器动态建模及同步控制

常淑俊1*，孙佳伟2

(1. 电子科技大学中山学院　广东 中山　528400；2. 电子科技大学自动化工程学院　成都　611731)

【摘要】由于微机电 (MEM)硅谐振器高能量输出下的周期性振荡、分岔、混沌等非线性因素，使其振荡频率控制精度

有限。针对双端固支梁微机电硅谐振器，提出了一种输出反馈同步控制方法，通过振荡器同步以提高其振荡频率控制性能。

首先，对双端固支梁MEM硅谐振器系统结构及非线特性进行了分析，并建立了充分考虑系统非线性特性的动态模型；在此

基础上，设计了基于同步误差的输出反馈同步控制器，实现了多 MEM 硅谐振器同步控制，并使得相应的同步误差渐近收敛

到零。最后，通过仿真实验证明了所提出方法的有效性。
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Dynamics Modeling and Synchronization Control of Clamped-
Clamped Beam MEM Silicon Resonator
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Abstract　Non-linear factors such as periodic oscillation, bifurcation and chaos under the high-energy output
of micro-electro-mechanical (MEM) silicon resonators will limit the accuracy of oscillation frequency control. This
paper  proposes  an  output  feedback  synchronous  control  method  for  clamped-clamped  beam  micro-electro-
mechanical  silicon  resonators  and  improves  its  oscillation  frequency  control  performance  through  oscillator
synchronization.  First,  the  system  structure  and  nonlinear  characteristics  of  the  MEM  silicon  resonator  with
clamped-clamped  beam  MEM  silicon  resonators  are  analyzed  and  a  dynamic  model  that  fully  considers  the
nonlinear characteristics of the system is established. On this basis, an output feedback synchronization controller
based on synchronization error is designed, it can realize the synchronous control of multi-MEM silicon resonators
and make the  corresponding synchronous  error  asymptotically  converge  to  zero.  Finally,  the  effectiveness  of  the
proposed method is proved by simulation experiments.
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微机电 (micro-electro-mechanical,  MEM)硅谐

振器的应用广泛，并越来越多地被用作传感器系

统、参考时钟和存储元件的一部分。作为一种石英

晶体有前途的替代品，MEM硅谐振器主要应用于

现代数据和通信的振荡器电路中的精确计时器

件[1]。由于其制造技术，MEM硅谐振器可以与互

补金属氧化物半导体 (CMOS) 工艺兼容。这导致

MEM硅谐振器拥有低成本、低功耗、高可靠性和

可制造性的优点。文献 [2-3]已经描述了将微梁用

作谐振器。

尽管小型化 MEM硅谐振系统具有许多优点，

但也存在一些难以解决的问题。一个主要问题是如

何实现高输出能量。传统的石英晶体谐振器不会被

驱动到非线性状态，因为相当庞大的石英晶体单元

可以存储足够的能量用于振荡，同时保持线性。然

而，由于MEM硅谐振器尺寸更小，本质上存储的

能量会更少。因此，MEM硅谐振器必须被驱动到

非线性状态以存储更多的能量[4]。MEM硅谐振器 
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中的非线性通常来源于两个地方：相对较大的结构

变形和与位移相关的激励。如果进一步增加激振力

的大小将导致系统的非线性振动，这种方法已经被

证明对谐振器的动态行为更有效。文献 [5-7]进行

了大量研究来报告各种非线性动态现象，如 MEM
硅谐振器中的频率响应曲线弯曲和阶跃现象。同

时，理论与实验研究均表明，混沌运动作为非线性

动态中的一种特殊现象，广泛存在于MEM硅谐振

器中。文献 [8]研究了双端固支微梁在超谐激励下

的复杂动态行为，发现对称性破缺是导致该系统出

现混沌运动的主要原因。文献 [9]研究了一类压电

层合微梁的动力学问题，指出电压幅值的变化可导

致系统产生倍周期/混沌运动。

针对MEM硅谐振器的非线性动态，科学界已

经提出很多有效的控制方法。文献 [10]以文献 [11]
中的 MEMS动力学模型作为研究对象，应用线性

最优控制理论成功地使系统的运动状态从混沌运动

变为稳定的周期振动。文献 [12-13]分析了一类微

谐振器的混沌运动，应用 Melnikov方法获得了系

统发生混沌运动的临界阈值，最终通过引入鲁棒自

适应模糊控制算法，成功实现了对系统的混沌控

制。文献 [14-16]提出了使用振荡器同步来提高频

率精度的想法。文献 [14]分析了通过同步可以提

高耦合振荡器精度的条件，发现精度的提高，取决

于如何向系统添加噪声。文献 [15]分析了相互同

步振荡器系统中的相位噪声，忽略了幅度噪声以及

幅度调制到相位调制的转换，以用于任意耦合和注

入锁定拓扑，同时研究了非最佳耦合相位对系统相

位噪声的影响。文献 [16]研究了在相位缩减极限

中通过同步具有不同频率的 N个振荡器的晶格来

提高频率精度。然而，由于MEM硅谐振器的模型

比 Duffing方程复杂得多，现有的硅谐振器同步控

制方法无法满足谐振器周期性振荡、分岔、混沌非

线性影响下的高能量输出同步控制动静态性能

要求。

本文旨在研究基于静电驱动双端固支梁的MEM
硅谐振器动态特性及其同步控制方法。本文提出了

一种输出反馈同步控制方法，它可以将同步误差渐

近地减小到零，最后通过仿真实验表明所提出的方

法是有效的。

 1　系统动态建模及分析

本文研究了一种双端固支梁 MEM硅谐振器。

静电驱动谐振器中的非线性来源于机械和电容，机

械非线性是由谐振元件中的几何和材料效应引起

的，而电容非线性是由静电耦合机制引起的。 根
据经典梁理论，可以对桥式谐振器 (也称为双端固

支梁谐振器)进行建模。相应地，在理论上分布材

料非线性可以使用杨氏模量进行估计。这些非线性

效应可以通过具有 Duffing结构的简化或集总模型

有效地描述。

Vdc

Vac

Vdc

Vac

Vdc

Vac

谐振器的示意图如图 1所示。虚线描述了谐振

器震动的形状。由于梁的横向振动，谐振器称为弯

曲谐振器。谐振器的驱动是通过直流 ( ) 和交流

( ) 电压分量实现的，它们通过偏置三通施加到

谐振器的电极上。值得注意的是，直流电压 ( )
应用于梁的两个电极，而交流电压 ( )应用于单

个电极。通过用电负载激励电容设备， 使检测

质量块轻微偏移，而 使检测质量块在新缺陷位

置周围振动。

 
 

固支梁 间隙

Vdc

Vdc

电极 Vac

d0

d0

图 1    双端固支梁谐振器示意图
 

 
x

ẋ ẍ

x

由于梁在整个梁长度上被激发 (见图 1)， 表

示梁在第一模式下振动的位移量。此外， 和 分别

表示 的一阶和二阶导数。描述 MEM硅谐振器动

态行为的集总单自由度模型如下[5, 17]：

m
d2x
dt2 +α1

dx
dt
+g(x)x=

1
2

C0d0

(d0− x)2 V1
2(t)− 1

2
C0d0

(d0+ x)2 V2
2(t)

(1)

m b g(x) =α2+α3x2

C0 x = 0

d0

V1 (t) V2 (t)

式中， ， 和 分别是系统的有效 (集
总)质量、阻尼和非线性刚度； 是当 时间隙

上的电容； 是相应的间隙宽度。尽管梁振动形状

是连续的，但已发现集总描述式 (1)足以捕捉MEM
硅谐振器的动态行为[1]。 和 表示施加在电

极上的电压，并写为：

V1(t) = Vdc+Vacsin(Ωt) V2 = Vdc (2)

Vdc Vac 2π/Ω式中， 是偏置电压； 和 分别是交流电压

的幅度和频率。从式 (2)可以看出，谐振器受到频
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2π/Ω 4π/Ω率为 和 的参量激励。

为了建模方便，可以将式 (1)改写为：

d2z
dτ2
+β1

dz
dτ
+β2z+β3z3 =

γ(Vdc+Vac sin(ϖτ))2

(1− z)2 − γVdc
2

(1+ z)2

(3)

ω0 =

√
α2

m

τ = ω0t ϖ =
Ω

ω0
z =

x
d0

β1 =
α1

mω0

β2 =
α2

mω02 β3 =
α3d0

2

mω02 γ =
C0

2mω02d0
2

通过定义弹性固有频率 ，并且定义

如下无量纲量： 、 、 、 、

、 、 。

m = 6×10−12 kg Vdc= 4.3 V α1 = 6×10−8 kg/s

α2 = 6 μN/μm α3 = 14 μN/μm3 d = 2.2 μm C0 = 0.8×
10−12 F ω0 = 106 rad/s β1 =

10−2 β2 = 1 β3 = 11.29 γ = 0.013 8

上述MEM硅谐振器模型及其动态特性分析表

明，其是一个典型的非线性动态系统，并存在周期

性振荡[18]、拓扑结构突变的分岔[19]、有界初始条件

敏感和非周期的混沌特性[20-21]。非线性微分系统式

(3)使用无量纲的参数进行数值仿真，假设系统参

数为 、 、 、

、 、 、

、 ，这表明在模型式 (3)中
、 、 、 。

Vdc Vac

Vac = 0.25 V Ω = 0.2×106 rad/s

Vac = 0.15 V Ω = 0.2×106 rad/s

Vac Vac

Vdc

为了研究谐振器的动态行为，使偏置电压

保持固定，交流电压 变化。图 2说明了

和 时系统的相位响应，

其中系统式 (3)表现出混沌的反应。图 3中存在一

个正 Lyapunov指数证实了系统的混沌行为。当

和  时，系统式 (3)表现

为周期性，由图 4的相位图中观察到的运动，得到

范围的分岔图 如图 5所示，这表明存在与 相

关的不同类型的运动。事实上，其他参数也可能导

致复杂的动态行为，如可以得到图 6中通过调整

 的分岔图，展示了系统的行为如何随直流电压

变化。
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 2　MEM硅谐振器同步控制

p1 = z p2 =
dz
dτ

定义状态变量 ， ，系统 (3)可以转

化为如下状态空间表达式：

M :



ṗ1 = p2

ṗ2 = −β1 p2−β2 p1−β3 p1
3+

γ(Vdc+Vac sin(ϖτ))2

(1− z)2 − γVdc
2

(1+ z)2

y = p1

(4)

ṗ1 =
dp1

dτ
ṗ2 =

dp2

dτ
式中， ； 。

S

在本节中，考虑输出反馈下的一般主从型耦合

系统控制，由主系统式 (4)和以下从系统 组成：

S :



˙̂p1 = p̂2

˙̂p2 = −β1 p̂2−β2 p̂1−β3 p̂3
1+

γ(Vdc+Vac sin(ϖτ)+u)2

(1− z)2 − γVdc
2

(1+ z)2

ŷ = p̂1

(5)

u

u(τ) = L(y(τ)− ŷ(τ))

S M

式中， 是同步控制器。同步控制的目的是，通过

使用输出反馈控制器 ，同步从系

统 渐近到主系统 。

e(τ) = p(τ)− p̂(τ)定义同步误差 ，则同步误差动

态方程可由式 (4)和式 (5)得出：

ė1 = e2

ė2 = −β1e2−β2e1+β3( p̂3
1− p1

3︸   ︷︷   ︸
∆1

)+

γ(Vdc+Vac sin(ϖτ))2
(

1
(1− p1)2 −

1
(1− p̂1)2

)
︸                       ︷︷                       ︸

∆2

−

γ
2(Vdc+Vac sin(ϖτ))u−u2

(1− p̂1)2 −

γVdc
2
(

1
(1+ p1)2 −

1
(1+ p̂1)2

)
(6)

进一步得到非线性项方程如下：

∆1 = −(p2
1− p1 p̂1− p̂2

1)e1

∆2 =
2− p1− p̂1

(1− p1)2(1− p̂2
1)

e1

∆3 = −
2+ p1+ p̂1

(1− p1)2(1− p̂2
1)

e1

(7)

0.5d0数值仿真表明谐振器的振荡幅度小于 ，将

式 (6)与式 (7)结合得到：

β3∆1+γ(Vdc+Vac sin(ϖτ))2∆2−γVdc
2∆3 = f (p1, p̂2)e1

(8)

式中，

f (p1, p̂2) =
γ(2− p1− p̂1)(Vdc+Vac sin(ϖτ))2

(1− p1)2(1− p̂1)2 +

γVdc
2(2+ p1+ p̂1)

(1+ p1)2(1+ p̂1)2 −β3(p2
1+ p1 p̂1+ p̂2

1)
(9)

因此，接下来研究二元函数的最大值为：

ρ(p1, p̂2) = (1− p̂1)2 f (p1, p̂2)−β2(1− p̂1)2 (10)

ρ(p1, p̂2)使用MATLAB绘制图 7所示的函数 的

三维图形。
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ρ(p1, p̂2)图 7     函数图像
 

 
ρ(p1, p̂2) maxρ = 0.057 1的最大值为 ，选择同步

控制器为：

u(τ) = k(y(τ)− ŷ(τ)) (11)

k式中， 是需要设计的正增益参数。

联立式 (6)、(9)和 (10)，可以得到：

σ = f (p1, p̂2)−β2−γ
2(Vdc+Vac sin(ϖτ))k− k2c1

(1− p̂1)2 ⩽

ρ(p1, p̂2)− (Vdc−Vac)k+γk2e1

(1− p̂1)2 ⩽

0.0571−0.115k+0.0138k2

(1− p̂1)2

(12)

然后，取：

0.6 < k < 7.8 (13)

σ < 0它将保持 。最后，根据上述结果，将式 (6)
式改写为： { ė1 = e2

ė2 = σe1−β1e2
(14)

式 (14)的系统矩阵为：[ 0 1
σ −β1

]
(15)

σ < 0

e(τ)

因为 ，系统矩阵的两个特征值都是正

数。因此，同步误差 渐近收敛到零。
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u

k k

u2 2(Vdc+Vac sin(ϖτ))u

k

在误差动态方程式 (6)中，线性项和二次项均

包含输入 。因此，如式 (13)所示，控制器增益

既不能太大也不能太小。控制器的增益 较大会导

致正反馈 抑制负反馈 ，这会使

同步误差发散。相反，控制器的增益 较小，不能

提供足够的负反馈来控制误差动态并确保同步误差

收敛。

u

此外，噪声在现实世界系统中无处不在，采用

同步时需要考虑噪声的影响。众所周知，噪声会以

不同的方式影响同步。因此，很多研究都集中在干

扰的影响和不确定的同步参数。但是，由于只有输

出信号可以被测量，输入信号 以二次项输入从系

统，如何解决对于存在干扰或不确定性的多个

MEM硅谐振器的同步问题，仍然需要研究。

−d0 < z < d0 −1 < p1 p̂1 < 1
1
4
<

1
(1− p̂1)2

η u u2 η

从图 1可以看出，梁在谐振器的间隙中振动，

那么 ，这意味着 且 ，因此在

式 (6)中有 。 那么，很明显存在一个正

参数 ，使得 和 的可变系数都大于 。

此外，MEM硅谐振器的非线性项是 Lipschitz
连续函数，因此同步误差可以通过线性输出反馈控

制器进行校正。

 3　仿真实验

p1(0) = p2(0) = 0 p̂1(0) = 0.3 p̂2(0) = 0

Ω = 0.2×106

仿真实验由主系统组成的MEM硅谐振器同步

系统式 (4)和从系统式 (5)，其具有不同的初始条

件， ， ， ，激励

频率  rad/s。
k = 6.5 u(τ) = 6.5(y(τ)−

ŷ(τ))

选择 ，可得同步控制器

。仿真实验同步误差如图 8和图 9所示。 仿真

结果验证了本文所提出的控制方法能够有效地解

决MEM硅谐振器系统的同步问题。
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 4　结 束 语
本文针对双端固支梁 MEM硅谐振器同步问

题，研究了一种新的输出反馈同步控制方法。首先

对双端固支梁MEM硅谐振器非线性和动态特性进

行了分析，并建立系统模型。然后在此基础上，设

计了基于输出反馈的同步控制算法，使从系统与主

系统的动态同步。通过仿真实验证明所提出的方法

能够有效地解决双端固支梁MEM硅谐振器同步问

题。下一步可以针对以下问题继续开展相关研究工

作，如同步系统的电路实现技术、用于振荡同步或

反同步的新设计方法等。
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