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量子近似优化算法在投资组合优化中的应用
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【摘要】讨论了量子近似优化算法 (QAOA)在投资组合优化问题上的应用，而后者在离散的约束条件下是 NP难的；介

绍了 QAOA的基本框架以及相应的投资组合优化问题的建模；阐述了数个可用于解决投资组合优化问题的 QAOA方法。通

过数值模拟及假设检验比较这些方法与经典方法的表现，各量子算法在平均近似比上相较经典方法均有 7%以上的提升。
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Abstract　 In  this  paper,  we  discuss  the  application  of  Quantum  Approximation  Optimization  Algorithm
(QAOA)  in  portfolio  optimization  problems,  which,  under  discrete  constraints,  is  proved  to  be  NP-hard.  We
introduce  the  fundamental  framework  of  QAOA  and  the  corresponding  modeling  of  portfolio  optimization
problems. We illustrate several variants of QAOA applicable to portfolio optimization problems. Next, we examine
their performances and the performance of the classical method with numerical simulation and hypothesis testing.
The average approximation ratio of each quantum algorithm is at least 7% higher than that of the classical algorithm.
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近年来，量子计算所获得的各领域的关注与

日俱增[1-2]。然而，容错 (fault-tolerant)量子计算机

在近期出现的可能性仍然较低[3]。因此，近期能够

真正付诸实际应用的量子计算算法将主要围绕中

等规模噪声量子 (noisy intermediate-scale quantum,
NISQ)计算机展开。大部分 NISQ计算机上的算法

都是经典−量子混合的，这类算法将待解决问题中

经典计算机上计算较为困难而适合量子计算完成

的部分交由量子计算机完成，而其他部分仍然由

经典计算机完成。这类算法通过经典计算机上的

优化方法，不断迭代含参量子线路中的参数以得

到优化后的量子线路，进而得到所期望的量子

态，因而被称为变分量子算法 (variational quantum
algorithm, VQA)[4]。

在 VQA中，文献 [5]提出的量子近似优化算

法 (quantum  approximation  optimization  algorithm,
QAOA)能够高效解决具有特定特征的无向图上

最大割 (max-cut)问题。这一问题在经典计算机上

是 NP完备的 [6]。文献 [7]在其基础上提出了量子

交替算子拟设 (quantum alternating operator ansatz,
QAOA)，通过对量子线路上算子结构的不同设

计，将文献 [5]提出的近似优化算法拓展到有关字

符串、排序和流程规划的一系列问题上，因而可

以视作前者的拓展。本文将二者及在其之上进一 
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步衍生的这一类算法统称为量子近似优化算法，

并在下文以 QAOA指代。

目前，除了 QAOA之外，还有运用其他类型

的量子算法进行投资组合优化的研究。如文献 [8]
提出了基于 HHL的最优化均值−方差模型的方

法，这一方法经文献 [9]的拓展，可以解决任意数

量的整数约束和预算约束下的均值−方差模型下的

投资组合优化问题。文献 [10]提出了 NISQ硬件条

件下 HHL解决投资组合优化问题的方法。这些基

于 HHL的投资组合优化方案所考虑的解空间是连

续的，而非 QAOA所关注的离散化模型。由于

HHL的关键要素 QRAM的高效实现仍待探索 [11]，

因而基于 HHL的投资组合优化算法相较在 NISQ
时代的实际应用仍有一定的距离。文献 [12]提出

了基于 Grover搜索算法的投资组合优化方案，其

考虑的问题与下文中介绍的投资组合优化再平衡模

型相同，这一方案的优点在于量子线路的设计清晰

简洁，可解释性强。然而，该算法对于均值向量和

协方差矩阵中非整数的系数按比例使用整数近似，

受限于 NISQ时代较少的量子比特数，面对非整数

参数的投资组合优化问题存在着精度不足的瓶颈。

另一方面，利用量子退火进行投资组合优化也是许

多研究关注的重点，如文献 [13]对于反向量子退

火在投资组合优化中的应用的研究以及文献 [14]
对于量子退火中的控制对于无约束组合优化问题求

解的影响。量子退火由于其对应的硬件发展较为成

熟、规模较大，因此在近期有可能展现量子计算相

较经典计算的优势，但其所能带来的效率提升如何

却仍待探索[15]。此外，亦有利用量子随机游走进行

投资组合优化的研究[16]，其实际上属于 QAOA的

一种变体。总而言之，QAOA对于本文所关注的

NP难的离散投资组合优化问题有着精度更高、更

可能在 NISQ时代付诸实际应用的优点。

 1　均值−方差模型

 1.1　马科维茨的均值−方差模型

n

µ =

(µ1,µ2, · · · ,µn)T ∈ Rn Σ =(
σi j

)
∈ Rn×n n

i xi

x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn

µTx xTΣx

均值−方差模型[17-18] 是金融学中最经典的模型

之一。假设投资者有 个备选资产，其收益率均为

随机变量。这些资产的期望收益率向量为

，收益率的协方差矩阵为

。投资者可以对这 个资产进行加权组

合。记其在第 个资产上的投资份额为 ，则该投资

组合的向量表示为 。相应

地，该投资组合的期望收益为 ，方差为 。

µ0 ∈ R投资者希望在给定期望收益 时，最小化投资

组合的方差，于是可作如下优化：

min xTΣx
s.t. µTx = µ0

1Tx = 1 (1)

由于协方差矩阵一定是半正定的，因此，式 (1)
可在经典计算机上以多项式时间复杂度的算法解决。

式 (1)的一个等价形式如下[19]：

min ηxTΣx− (1−η)µTx
s.t. 1Tx = 1 (2)

η ∈ [0,1] 1 = (1,1, · · · ,1)T η

η = 0

η = 1

式中， ； 。 代表了投资者在

风险和收益二者间的权衡情况，称为权衡系数。显

然，当 时，投资者只关注收益，倾向于选择最

为激进的投资组合；而当 时，投资者只关注方

差，倾向于选择最为稳健、方差最小的投资组合。

 1.2　均值−方差模型的离散化

xi[
− k

D
,

k
D

]
⊇

[
−1

n
,
1
n

]
(k,D ∈ Z+)

∀i, xi ∈
{ j

D
| j = −k,−k+1, · · · ,k

}
xi

如果增加离散的限制，并进一步假设所有 的

取值都在 内的均匀网格

上，即 ，此时，对 的

取值进行等比例放大，使其落在整数域上，则式 (2)
的一个等价形式为：

min λzTΣ z− (1−λ)µT z
s.t. 1T z = D (3)

z=(z1,z2,· · ·,zn)T∈{−k,−k+1,· · ·,k}n λ= η

D−(D−1)η
λ ∈ [0,1]

{−k0,

−k0+1, · · · ,k0} zi k0 ∈ Z+
zi {−1,0,1}
zi1, · · · ,zik0

k = 1

式中， ； 。

显然， 。如前文所述，式 (3)在经典计算

机上是 NP难的。由于任意取值范围为

的变量 都能由 个均值、方差与

均值、方差相等的，且取值范围为 的变量

等价替代，故不失一般性，本文仅考虑

的情形。

 1.3　投资组合再平衡问题

y = (y1,y2, · · · ,yn)T

T , 0 y = (0,0, · · · ,0)T

∃i,yi , 0

投资组合再平衡 (Rebalancing)问题[20] 是式 (3)
的拓展。在再平衡问题中，投资者在决策前已经有

一定的持仓 。在单笔交易成本

的情况下，式 (3)相当于 的特殊

情形，而一般情况下， 。于是，就有了本

文剩余部分所关注的模型：

min λzTΣ z− (1−λ)µT z+T
n∑

i=1

|yi− zi|

s.t. 1T z = D
z ∈ {−1,0,1}n (4)
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显然，这一问题仍旧是 NP难的。

 2　QAOA的投资组合优化建模

 2.1　QAOA的基本框架

QAOA将原问题的可变向量映射为量子比特

的张量积，经量子线路变换后，将逆映射作用于测

量结果得到特定条件下近似最小 (大)化目标函数

的可变向量取值。以最小化问题为例，QAOA的

基本框架如下。

z
f (z), z ∈ Rn ϕ(·)，ϕ(z) =

|φ⟩, ⟨φ|φ⟩ = 1 C
f (z) = ⟨φ|C|φ⟩

1)设投资者需要最小化的目标函数为可变向量

的函数 。则需要构造合适的映射

，并确定目标函数对应的哈密顿量 ，

使得 。

U(γ,β) =
p∏

k=1

U(B,βk)U(C,γk) U(C,γk) = e−ıγkC

U(B,βk) = e−ıβk B

B ı =
√
−1 γk ∈

[0,2π) βk B
[0,π) p

2)构造演化算子 (evolution  operator)

[21]。 称作相位分离

(Phase-separation)算子[7]， 称作混合

算子 (mixer)[7]， 是哈密顿量。其中 ，

。而 的取值范围与 的选取有关，一般是区

间 的子集。参数 代表了演化算子所包含相位

分离算子和混合算子的层数。

|φ0⟩
γ,β |φ⟩ |φ⟩

|φ⟩ m1 ∈ Z+
j |φ j⟩

z j = ϕ
−1(|φ j⟩) ∈ Rn 1

m

m∑
j=1

⟨φ j|C|φ j⟩ E (⟨φ|C|φ⟩)

Ez j ( f (z j))

3)选定合适的初态 ，初始化演化算子的参

数 ，将演化算子作用于初态得到末态 ， 往

往并非单态。接下来，要对 进行 次测量，

记第 次测量得到的结果为 ，相应地，向量

。可用 估计 ，

即算法得到的目标函数的期望值 。

γ,β

γ,β

|φ0⟩
γ,β

γ∗,β∗ U(γ∗,β∗)

4)通过经典计算机上的优化算法 (如梯度下降

法)，不断迭代更新参数 。每次迭代计算得到新

的 值之后，重复步骤 3)，将新参数下的演化算

子作用于初态 ，测量末态并计算出新的函数

值，进而利用新的函数值算出下一步迭代的 ，

直至算法收敛为止。此时，算法得到最终的一组参

数 及其对应的演化算子 。

U(γ∗,β∗) |φ0⟩ |φ∗⟩ |φ∗⟩
m2 ∈ Z+ ϕ−1

Z = {z j}m2
j=1{

f (z j)
}m2

j=1
z∗ =

argminz j∈Z f (z j)

f (z∗)

5)将 作用于 得到 。对 进行

次测量，将测量结果由 映射得到原优化

问题中的可变向量集合 ，并计算得到一

组相应的目标函数值 。则可以认为

为 QAOA得到的最优可变向量，相

应的 即为算法得到目标函数的近似最小值。

 2.2　投资组合优化问题的 QAOA建模

为形式统一，可以变换式 (4)中的交易成本

项，得到：

T
n∑

i=1

|yi− zi| = T
n∑

i=1

[
(1− yi

2)z2
i − yizi+ yi

2
]

(5)

y⊙ y = (y2
1,y

2
2, · · · ,y2

n)T记 ，令：{
µ̃ = (1−λ)µ +T y⊙ y ≡ (µ̃1, µ̃2, · · · , µ̃n)T

Σ̃ = λΣ +Tdiag{1− y1
2,1− y2

2, · · · ,1− yn
2} ≡ (σ̃i j)

(6)

f (z)则最小化式 (4)中的 等价于最小化：

g(z) = zTΣ̃ z− µ̃T z (7)

zi, i ∈ {1,2, · · · ,n} si1, si2

|si1⟩⊗ |si2⟩ ϕ(zi) = |si1⟩⊗
|si2⟩

对于任意 ，将其映射到 两

个量子比特的张量积 上，即

。令：

|φ⟩ = ϕ(z) =
n
⊗

i=1
ϕ(zi) =

n
⊗

i=1
(|si1⟩⊗ |si2⟩) (8)

zi si1, si2具体地， 和 的映射关系如表 1所示[20]。

ϕ−1(|1⟩⊗ |1⟩) = 0此外，本文约定 。

考虑泡利−Z矩阵 (Pauli-Z matrix)：

σz =

(
1 0
0 −1

)
(9)

  
zi si1, si2表 1     和 的映射关系

 

zi取值 si1状态 si2状态

0 |0⟩ |0⟩
1 |0⟩ |1⟩
−1 |1⟩ |0⟩

 
 

⟨0|σz|0⟩ = 1 ⟨1|σz|1⟩ = −1 σi j
z =

I⊗(2i−3+ j)
2 ⊗σz⊗ I⊗(2n−2i+2− j)

2

有关系式 ， 。如果记

(下类同)，并令：

Ci = σ
i1
z −σi2

z (10)

那么由于：

zi =
⟨si1|σz|si1⟩− ⟨si2|σz|si2⟩

2
i ∈ {1,2, · · · ,n} (11)

zi = ⟨φ|Ci|φ⟩ g(z)有关系式 。因此，目标函数 对

应的哈密顿量为：

C =
n∑

i=1

n∑
j=1

(
σ̃i jCiC j

)
−

n∑
i=1

µ̃iCi (12)

自此，本文构造完成了上一节步骤 1)所需的

对应关系，得以进行 QAOA的后续步骤。

 3　利用 QAOA进行投资组合优化的
不同方法

 3.1　软约束下的标准 QAOA
文献 [5]提出 QAOA时所选定的初态为均匀叠
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|φ0⟩ =
2n
⊗

i=1
|+⟩ BX =

n∑
i=1

2∑
j=1

σi j
x U(BX ,βk)

1T z = D HD

⟨φ|C|φ⟩

A(1T z−D)2 A > D2

加态。这在本文的设定下，即 ，

。X−混合算子[22] 并不能保证优化

在约束条件 对应的量子态的子空间 内进

行。如果直接最小化  ，很有可能在测量时得

到非可行解。一种解决方法是在目标函数中引入惩

罚项 ，一般 ，使得最小化算法倾

向于选择满足约束条件的解，这种约束方法被称作

软约束 (soft constraint)。本文称软约束下使用均匀

叠加态作初态的 QAOA是“标准”的。

文献 [20]的实验结果显示，软约束下的标准

近似优化算法解决投资组合优化问题的效果相较经

典穷举法 (brute-force search)没有明显的优势，因

此本文的数值模拟将不涉及该方法。

 3.2　软约束下的热启动 QAOA
对于最大割等整数优化问题，在经典计算机

上，可以采用随机取整 (randomized rounding)[ 23-24]

的方法，利用放松原问题的整数约束进行优化所得

到的结果寻找整数约束下的最优解。相应地，也可

以利用放松整数约束的经典优化结果设计 QAOA
初态，这种方法被称作热启动 [25](warm-starting)。
对于式 (4)，记：

si j =
⟨si j|σz|si j⟩+1

2
i ∈ {1,2, . . . ,n}, j ∈ {1,2} (13)

令：

s1 = (s11,s21, · · · ,sn1)T, s2 = (s12,s22, · · · ,sn2)T (14)

s1, s2 ∈ [0,1]n z = s1− s2则 ， 。求解：

min λ(s1− s2)TΣ(s1− s2)− (1−λ)µT(s1− s2)+

T
n∑

i=1

|yi− si1+ si2|

s.t. 1T(s1− s2) = D
0 ⩽ si j ⩽ 1, i ∈ {1,2, · · · ,n}, j ∈ {1,2} (15)

s∗1, s
∗
2得到一组放松整数约束的最优解 。令：

θi j = 2arcsin
(√
s∗i j

)
(16)

则软约束下热启动的初态：

|φSWS
0 ⟩ =

n
⊗

i=1
(RY (θi1)|0⟩⊗RY (θi2)|0⟩) (17)

U(BSWS,βk)相应地，算法使用混合算子 ，其中：
BSWS =

n∑
i=1

2∑
j=1

σi j
SWS,i j

σSWS,i j =

(
2si j
∗−1 −2

√
si j∗(1− si j∗)

−2
√
si j∗(1− si j∗) 1−2si j

∗

)
(18)

si = 1 si = 0 BWS当 或 时， 仅能在相位的意义上改

变相应的量子比特。为了避免出现诸如放松整数约

束时的最优解和原问题恰好分别为 0和 1的情形，令：

s̃i j =max(ϵ,min(si j
∗,1− ϵ)) (19)

s̃i j si j
∗ θi j,σSWS,i j可以使用 代替 计算 。

U(BSWS,βk)

HD

A(1T z−D)2

混合算子 并不能保证优化过程在

下进行，因此本节引入 3.1节所述的惩罚项

对优化过程进行约束。因此，本文称本

方法为软约束下的热启动 QAOA，在下文用 SWS-
QAOA指代。

 3.3　软约束下的连接热启动 QAOA
U(BSWS,βk)

U(Bcop,βk)

3.2节中的混合算子 均由单比特门

构成，并没有考虑不同量子比特之间的相关性。因

此，一个自然的想法便是在混合算子中引入不同量

子比特的相互作用因素。可以构建连接混合算子
[26]，其中：

Bcop = −
n∑

i=1

2∑
j=1

Ri j
pi j

(
σi j

z +σ
(i+2) j
z

)
(Ri j

pi j )
†

(20)

n+1 ≡ 1, n+2 ≡ 2 Ri, j
pi, j

t ∈ [−1,1] t

γ,β

本文约定 。 是有关参数

的量子门操作，其中 代表不同量子比特之

间的相关性，同 相同，由经典优化算法确定最

优值。自此，本文得到了软约束下使用连接混合算

子的热启动 QAOA，在下文用 SX-QAOA指代。

 3.4　硬约束下的标准 QAOA

U(BXY,βk) |φ0⟩ ∈ HD

HD

另一种解决使用 X-混合算子时容易得到非可

行解的方法是修改混合算子的设计。XY−混合算子[22]

能够使得只要初态 ，近似优化算

法一定在 内进行，因而能够显著地减小算法最

小化目标函数的搜索范围。

在两类主要的 XY−混合算子中，全连接

(complete-graph)XY−混合算子[22] 考虑了所有可互相

交换 (即交换后，量子态所对应的资产组合不违背

约束条件)的两个量子比特，在投资组合优化问题

的背景下，即：

BXY =
∑

i1,i2∈{1,2,··· ,n}，i1≡i2mod2

2∑
j=1

σi1 j
x σ

i2 j
x +σ

i1 j
y σ

i2 j
y (21)

而环形 XY−混合算子 (ring mixer)[20, 22] 仅考虑

了相邻的可互相交换的两个量子比特。尽管前者在

实现效率上较后者略低，但由于其优化效果更好[22]，

因此本文选用完全图 XY−混合算子作为硬约束下

的混合算子。
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⌊n+D
2

⌋
|01⟩⌊n−D

2

⌋
|10⟩
|00⟩+ |11⟩
√

2

此外，还需要确定满足相应约束条件的量子态

作为初态。与文献 [20]所采用的方法略有不同，

本文令备选资产中期望收益最高的 个资产每

个资产所对应的量子比特对均为 ；令备选资产

中期望收益最低的 个资产所对应的量子比特

对均为 ；对于其余资产，令其对应的量子比特

对均为 。由此构造的初态即符合优化问题

的约束条件。本文称硬约束下利用该初态的 QAOA
是“标准”的，在下文用 H-QAOA指代。

 4　数值模拟及分析

 4.1　数据及参数介绍

本文基于股票收益率和协方差数据进行数值模

拟，比较不同 QAOA方法求解投资组合优化式 (4)
的效果。模拟所使用数据为由 2021年第 3季度A股

3 847支股票 (已剔除单日收益率大于 20%及含有

缺失值的股票)日收盘价计算得到的日均收益率及

收益率协方差数据。

p = 1,2,3,4

y, λ,D m ∈ Z+
y, λ,D ym = (ym1,ym2, · · · ,ym12)T λm,

Dm

对于 的不同情形，本文分别进行 1 000
次数值模拟。每次数值模拟，均从 3 847支股票中

随机抽取 12支股票，将其日均收益率及收益率协

方差矩阵代入式 (4)，并分别用经典穷举法、SWS-
QAOA、 SX-QAOA及 H-QAOA进行求解。如图 1
所示，在参数设置方面，本文根据一定的分布随机

生成参数 的值。记第 次模拟中，参数

的取值分别为 ，

，则：

ymi～Binomial(2,0.5)−1 i = 1,2, · · · ,12
λm～Beta(3,60)

Dm～⌊24Beta(12,12)−11.5⌋ (22)

γ,β p t

m1 = m2 = 1000, ϵ = 0.25

A = 50 T = 0.14

此外，本文令 的初值均为 维 0向量， 的

初值为 0.2，并设置 [25]，惩

罚项 ，交易成本 。

 
 

160

140

120

100

80

60

40

20

0
−10

a. D
m
 的分布情况 b. λ

m
 的分布情况

−5
D
m

λ
m

0 5 10 0 0.04 0.06 0.08 0.10 0.20

次
数

次
数

120

100

80

60

40

20

0

Dm λm图 1     和 的分布情况
 

 4.2　数值模拟结果分析

m

ARm

本文从近似比 (AR)和成功比例 (SR)两个角度

比较不同 QAOA方法的效果。对于第 次实验，

某 QAOA方法的近似比 的定义为：

ARm =
1

m2

m2∑
j

1z j∈HD

(
maxz fm(z)− fm(z j)

)
maxz fm(z)−minz fm(z)

(23)

其中：

1z j∈HD =

{
1 z j ∈ HD
0 z j <HD

(24)

SR
而在 1 000次实验中，某 QAOA方法成功比

例 的定义为：

SR =
#{argminz j

fm(z j) = argminz fm(z)}
1000

(25)

即该 QAOA方法成功找到全局最优解的次数

比例。

数值模拟的近似比情况如图 2所示，不同近似

比结果的累计密度如图 3所示。
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图 2    各方法的平均近似比 
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图 3    各方法的近似比的分布 
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t

t

t

图中所涉及 4种方法按近似比从高到低排序分

别为 SX-QAOA、SWS-QAOA、H-QAQA及穷举

法，各量子算法较经典穷举法均有至少 7%的提

升。为了进一步确定不同方法的效果是否有显著差

异，本文基于中心极限定理 (central limit theorem)[27]，
假定 4种方法近似比的均值均服从正态分布，对其

差异进行双边 检验。本文取上、下临界值分别为

相应 分布的 97.5%分位数和 2.5%分位数。假设检

验结果如图 4所示，可以认为 统计量高于上临界

值说明该组前一方法的平均近似比显著高于后一方

法，若低于临界值说明该组前一方法的平均近似比

显著低于后一方法。其他情况意味着该组的两种方

法的平均近似比差异不显著。

 
 

−102
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p

3 4

−101

−100

100

0

t-
统
计
量

Brute-force vs. H-QAOA
SWS-QAOA vs. SX-QAOA
下临界值

H-QAOA vs. SWS-QAOA
上临界值

图 4    各方法平均近似比差异的假设检验结果
 

 
p = 3可见，除 时 SWS-QAOA和 SX-QAOA的

平均近似比差异不显著之外，其余 11组假设检验

结果均显著。本文进一步确定了在近似比的意义上

各方法均存在显著差异。量子算法相较经典穷举法

在平均近似比上均有着显著的提升，其中 SX-QAOA
表现最优。

3种不同QAOA方法的成功比例情况如图 5所示。

t

直观上看，若将 3种 QAOA方法按照成功比

例从高到低排序，则最高的为 H-QAOA，但 SWS-
QAOA和 SX-QAOA较难区分高低。与之前类

似，本文进行各方法成功比例差异的双边 检验，

以判断其是否显著。结果如图 6所示。

p = 2 p = 4

p = 2

p = 3

可见，仅在 及 时，H-QAOA的成功

比例显著高于 SWS-QAOA的成功比例；在 及

时，H-QAOA的成功比例显著高于 SX-QAOA
的成功比例。而其余组假设检验的结果均不显著。

因此，本文认为，在成功比例的意义上，H-QAOA
略优于 SWS-QAOA和 SX-QAOA，但后二者之间

难分伯仲。
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图 5    各方法的成功比例
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图 6    各方法成功比例差异的假设检验结果
 

 

 5　结 束 语
本文对于 QAOA在投资组合优化中的应用从

理论建模、不同方法及数值模拟等多角度进行了详

细的讨论。针对未来相关领域的研究，本文有如下

两点展望。

HD n

m1,m2

n

HD

1)回顾前面介绍的各种利用 QAOA进行投资

组合优化的方法，可以注意到，软约束 QAOA能

够利用放松整数约束的经典优化结果进行热启动，

起到类似经典算法中随机取整的效果。然而，软约

束 QAOA搜索空间是全状态空间，而满足约束条

件的子空间 仅仅是其中的一个超平面。随着 的

增大，软约束 QAOA所搜索的空间将几乎全是非

可行的冗余状态。因此，在测量次数 不变的

情况下，随着 的增大，软约束 QAOA很可能将逐

渐失效。另一方面，现有的硬约束 QAOA尽管将

搜索空间缩小至 内，但是并未利用经典优化的

结果进行初态设计，存在进一步提升的可能。如何

将放松约束的经典优化结果与硬约束的 QAOA
结合起来将成为一项有价值的课题。

p

2)从数值模拟结果来看，各 QAOA方法的近

似比和成功比例并未随着 的增大而单调递增，这

表明更加复杂的模型并没有带来更好的表现。此

外，各 QAOA方法的成功比例均为 20%左右，搜
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|φ∗⟩
|φ∗⟩

索得到全局最优解的概率并不高。导致 QAOA表

现不及预期的原因很可能是 QAOA的经典优化过

程中常见的所谓贫瘠高原 (barren plateau)问题 [4,28]

以及 QAOA本身存在的可及性缺陷 (reachability
deficits)问题[29]。前者往往使得经典优化算法提前

终止，进而导致 QAOA无法找到理论最优值 ；

而后者表明，即便找到了 ，但可及性缺陷仍然

可能较大，这意味着使用某些演化算子的 QAOA
的效果可能存在着无法逾越的理论上限。如何针对

投资组合优化问题设计更加合适的演化算子以解决

这些问题亦将是一项富有意义的工作。
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