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【摘要】多尺度量子谐振子算法(MQHOA)是一种基于一维量子谐振子波函数原理提出的新优化算法，该文在MQHOA框

架下构建了旅行商问题(TSP)的求解流程和方法，研究了算法的物理意义和理论收敛过程。通过对12组TSP标准测试数据集的

实验表明，根据算法物理模型要求的高斯邻域生成方法优于随机邻域生成方法，而且MQHOA算法对TSP问题的求解结果在获

得最优解的概率和多次实验的平均最小距离两个指标上都要优于模拟退火算法，与其他算法对比也证明了该算法具有较好的

性能。同时还研究了在规则城市数据集条件下算法的性能和收敛情况。这些结果证明MQHOA算法可以较好地被应用于组合

优化问题。 
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Abstract  The multi-scale quantum harmonic oscillator algorithm (MQHOA) is a novel optimization 

algorithm based on the wave function of one-dimensional quantum harmonic oscillator. The process for solving 
traveling salesman problem (TSP) using MQHOA is proposed, and the physical meanings and theoretical 
convergence process of MQHOA are analyzed. The experiments for 12 groups of typical TSP data show that the 
neighborhoods generated on Gaussian distribution are better than those on random distribution. MQHOA for TSP is 
better than simulated annealing algorithm on the ratio of getting precise route and the average shortest distance. The 
comparison with other algorithms also proves the good performance of MQHOA. The performance about regular 
city data set has also been researched. The experiments results prove that MQHOA is an excellent algorithm to 
solve combinatorial optimization problems. 
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MQHOA[1]是受一维量子谐振子的波函数图像

启发而设计的一种新的优化算法。文献[1]首次提出

了MQHOA算法的完整实现方法，同时实验结果证

明对于15种常用的优化测试函数都能在不改变算法

参数的条件下以100%的概率获得精确的理论最优

值，在求解高维函数优化问题时也表现出良好的性

能，一些研究者也做了大量尝试将量子谐振子物理

模型应用在算法设计上；文献[2]将量子谐振子势能
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场引入粒子群系统；文献[3]提出了一种量子谐振子

蚁群算法；文献[4]研究了多尺度量子谐振子算法的

物理模型；文献[5]研究了谐振子量子波函数的概率

特性，但并未利用波函数的概率解释提出相应的算

法模型；文献[6]对MQHOA算法的实现方法进行分

析；文献 [7]通过求解整数非线性规划问题对

MQHOA算法的性能进行分析；文献[8]提出了一种

基于划分的多尺度量子谐振子多峰优化算法；文献

[9]将MQHOA算法用于求解聚类中心点问题，又对

MQHOA算法进行优化改进，通过判断两次采样迭

代后种群最优值的方差来判断系统是否达到稳定

态，和均值替换法保持了种群的多样性，达到了良

好的效果。 
组合优化问题是很多科学、工程问题的抽象，

这些问题本身看上去都非常简单，但求解这类问题

却十分复杂。目前求解组合优化问题的方法很多都

建立在模拟自然的基础上，有时也将这类算法称为

自然算法[10]，如遗传算法[11]、模拟退火算法[12]、蚁

群算法[13]，这些算法在理论和实践上取得了大量成

果。MQHOA算法也是一类利用随机方法的不确定

性算法，本文以典型的组合优化问题—TSP问题

为例，研究并验证MQHOA算法应用于组合优化问

题的方法，通过12组TSP标准测试数据集对算法性

能进行实验，从方法和实验结果的角度均证实了

MQHOA算法在组合优化问题领域的应用能力。 

1  组合优化问题与算法量子理论模型 
1.1  组合优化问题的定义 

组合优化问题可以描述为：令 1 2{ , , , }ns s sΩ =
为所有状态构成的解空间， ( )iC s 为状态 is 对应的目

标函数值，求解组合优化问题就是寻找最优解 *s ，

使得对于所有的 is Ω∈ ，有 *( ) min( ( ))iC s C s= 。 
1.2  MQHOA的物理模型介绍 

一维谐振子的势能曲线为： 
21( )

2
V x Kx=                (1) 

式中， K为简谐力强度的参数。一维谐振子的势能

曲线表明目标函数在最优解附近近似是平滑的二次

曲线。 
将谐振子势能曲线代入相应的薛定鄂方程解出

的能级和波函数概率密度分别为： 
第 n个能级的能量函数为： 

1
2nE n w= +               (2) 

波函数概率密度为： 
2 22 1/ 2 / 2 21| ( ) | ( ) e | ( ) |

2 ! π
x

n nn

mwx H x
n

αψ α−=     (3) 

谐振子的波函数从高能态向基态的变化是一个

逐渐收敛的过程。从高能态多个高斯概率函数的叠 
加，逐步收敛到基态单一高斯分布的稳定状态

0 ( )xψ =
2 2 / 2e a xa −

1
4π  

。 

谐振子波函数图像描述了优化问题的逐步收敛

过程，这一过程对应于波函数从高能态向低能态的

变化过程。 

2  MQHOA算法求解TSP问题的原理 
TSP问题：假设有一个旅行商人要拜访 n个城

市，他必须选择所要走的路径，路径的限制是每个

城市只能拜访一次，而且最后要回到原来出发的城

市。路径的选择目标是要求得的路径路程为所有路

径之中的最小值。 
2.1  多尺度量子谐振子算法的基本收敛过程 

多尺度量子谐振子算法的基本工作原理包括两

个过程：一个是同尺度上的量子波函数收敛过程，

另一个是尺度本身的收敛过程。这两个过程一个是

提取信息，另一个是收缩搜索区域，多次迭代后算

法将收缩到最优解位置。尺度收敛过程较为简单，

下面主要分析在同一个尺度上的量子收敛过程。 
同一个尺度上量子谐振子算法的基本收敛过程

可以描述如下：将每次迭代保留的 k个较好的采样

位置 ik 作为 k个局部收敛区域的中心位置，以所选

的 k个中心位置构造 k个标准差为σ 的高斯分布函

数 2( , )iN k σ ，形成 k个局部最优采样区域，每个区

域分别按高斯分布 2( , )iN k σ 在定义域采样生成 m
个解； k个标准差为σ 的高斯分布函数在迭代过程

中逐渐聚集，向单一高斯分布收敛；迭代过程直到 k
个中心位置 ik 之间的标准差 kσ 小于σ 时停止，类比

量子收敛过程，这时可以认为 k个高斯函数叠加形

成的波函数收敛于高斯分布为 2( , )N k σ 能量基态。

量子谐振子波函数收敛的迭代过程就是多个标准差

为σ 的高斯采样函数叠加形成的波函数向基态的聚

集收敛过程。  
每次迭代中的 k个标准差为σ 的高斯分布函数

的叠加称为量子谐振子算法的波函数，归一化的算

法波函数定义为： 
2

2
( )
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1

1( ) e
2
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量子谐振子算法的波函数的概率分布是对目标

函数定义域上进行采样的概率分布。 MQHOA算法

收敛过程的详细数学物理描述见文献[1，4]。 
2.2  MQHOA算法求解TSP问题的基本过程 

在MQHOA算法框架下设计求解TSP问题的算

法过程的关键是解空间中邻域的生成方法，本文采

用两组不同的城市排列之间的对应位置城市标志的

个数来作为函数的自变量，不同位置城市的个数越

少认为这两组解相距越近，反之则越远。由于TSP
问题的算法复杂度与城市个数是阶乘的关系，所以

在面对TSP问题时将尺度变化因子 λ 设定为1.1(函
数优化问题中一般将 λ 设定为2)，算法在尺度降低

到 1σ = 时停止。 
根据多尺度量子谐振子模型，MQHOA算法处

理TSP问题的基本工作流程的伪代码为： 
1   BEGIN 
2   Initialization： k、m、λ 、σ  
3   随机生成 k m× 个城市排列序列  
4   保留其中较优的 k个城市序列  
5   DO 
6   DO 
7   基于 k个距离最优序列分别生成m个新的序列 
8   计算其中 k个较优序列的标准差 kσ   
9   WHILE ( kσ σ< ) 
10  σ σ λ=   
11  WHILE ( 1σ > )  
12  输出当前 k个较优序列中的最优序列 
13  END 

通常将σ 的初始值设为城市总数 N，算法在尺

度变化时以一个固定的倍数减小，这一尺度变化方

法近似于将TSP问题的算法复杂度降低为 logN 。在

迭代中产生的 k m× 个城市序列中选取 k个较优城

市排序中的最短距离序列，以此为基准计算 kσ ，其

他 1k − 个排序依据与基准序列之间的差距计算出方

差值。如某一序列与基准序列之间有6个城市的位置

不同则差距为6。第7步中新序列的生成方法为针对

每个序列用标准差为σ 的高斯分布分别生成m个整

数 mN ，分别在该序列中随机找到一个位置将该位置

后面 mN 个城市位置进行倒序，第7步将总共生成

k m× 个城市排列序列。在算法的实际应用中 k和m
的值在设定后通常不用做太大的改变，m的值对应

于每个区域的邻域采样个数。根据算法的物理模型

新解的生成采用高斯函数，算法在运行过程中解空

间中的搜索区域逐步聚集，当不满足 kσ σ< 时表明

解已聚集在一个相对小的解空间范围了，这时算法

缩小搜索尺度，执行σ σ λ= 操作，使搜索更加局

部化，当σ 等于1时表明 k个序列中所有的序列都相

同了，此时算法退出，在实际计算时这种条件较难

满足，通常算法结束的情况都是 kσ 迭代多次不再变

化。 k个序列相当于是 k个搜索探针，根据所求解

问题目标函数的引导信息逐步收敛，正如量子谐振

子波函数所描述的一样。 

3  实验结果及讨论 
3.1  MQHOA算法求解TSP标准测试数据 
3.1.1  标准实验测试数据集 

本文选取了12组标准测试数据集对MQHOA算

法和模拟退火算法分别进行实验。TSP问题的可行

解是所有城市的全排列，随着城市个数的增加，其

可能路径的总数与城市个数呈指数级的增长，城市

个数较大时一般很难求解出其已知最短距离。 
表1为本文的12组标准测试数据集，表中给出了

各组数据集的已知最短距离。 

表1  TSP问题标准测试数据集 

数据集编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

城市个数 21 30 48 48 51 76 100 100 127 136 150 200 

数据集名称 Gr21 oliver30 gr48 att48 eil51 eil76 kroA100 rand100 bier127 pr136 ch150 rand200

已知最短距离 2 707 420 5 046 33 522 426 538 21 282 7891 118 282 96 772 6528 10 649

 

3.1.2  两种新解生成方式的实验比较 
本文求解TSP问题的算法也是采用高斯分布采

样方式生成新解，可以保证当前尺度采样信息的完

备性。为了验证此种采样方式在求解组合优化问题

时的效果，本文将用高斯分布采样和随机分布采样

生成新解的两种方式对12组标准测试数据分别进行

10次重复实验，对TSP问题进行求解的实验结果统

计如表2所示。 
表2灰底部分为采用高斯分布采样方式生成新

解的实验数据，随着城市个数的增长，平均迭代次

数呈现出线性增长趋势，城市个数较小(21、30、48)
时，MQHOA算法可以以100%的概率精确找到已知
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最短距离；随着城市个数的增长，找到已知最短距

离的概率逐渐下降，当城市个数为100、127或更多

时，MQHOA算法无法求得已知最短距离，只能找

到相对较优距离。 
表2白底部分为采用随机分布采样方式生成新

解的实验数据，随着城市个数的增长，平均迭代次

数与按高斯分布采样方式的平均迭代次数相近，算

法可以在相近次数的迭代之后收敛，但收敛到已知

最短距离的概率明显降低。当城市个数为21、30时，

采用随机分布采样方式可以100%精确地找到已知

最短距离，当城市个数大于48时，找到已知最短距

离的概率就降至0，只能收敛求得较优距离。 

表2  两种新解产生方式求解TSP问题的实验结果 

编号 最短距离 平均迭代 
次数 平均距离 获得已知最短

距离的概率 
1 2 707 2 707 11 16 2 707 2 707 10/10 10/10
2 420 420 26 28 420 420 10/10 10/10
3 5 046 5 046 48 45 5 046 5 076 10/10 4/10
4 33 522 33 522 45 43 33 559 33 854 6/10 3/10
5 426 429 52 48 427 432 2/10 0 
6 538 547 96 75 542 556 3/10 0 
7 21 282 21 379 124 133 21 344 21 758 1/10 0 
8 7 945 8050 140 202 8 021 8 306 0 0 
9 118 414 120 015 219 180 120 123 121 758 0 0 
10 97 515 99 062 204 177 98 463 100 537 0 0 
11 19 209 19 778 132 190 20 063 20 835 0 0 
12 36 332 38 040 179 324 38 625 41 241 0 0 

 
本文在表2中统计了10次重复实验的平均距离，

实验数据表明对于12组标准测试数据集用高斯分布

求得的平均距离均小于用随机分布方式求得的平均

距离。MQHOA算法用高斯分布采样生成新解方式

求解TSP问题比用随机采样生成新解方式能更好的

向最优解收敛，算法能以更大概率找到更优解。 
因此，MQHOA算法采用高斯分布生成新解的

方式能有效的求解组合优化问题，这同时也是算法

物理模型涵义所要求的。 
3.1.3  与模拟退火算法的比较实验 

对同样的数据集用模拟退火算法进行实验，与

MQHOA算法进行比较。实验测试数据集同样采用

表1中的数据，实验结果如表3所示。 
模拟退火算法实验参数设定如下： 
步长L=10，初始温度T0=1 000。衰减系数

D=1.000 5，停止温度2.0×10−6。 
从表3的数据可以发现，当城市个数较小(21、

30)时，采用模拟退火算法可以以100%的概率找到已

知最短距离，当城市个数进一步增加时，获得已知

最短距离的概率迅速下降为0，只能找到相对较短的

距离，无法找到理论最短距离。对于同样的测试数

据集，MQHOA算法在求解100个城市规模时依然能

求得已知最短距离。MQHOA算法求解TSP问题所得

的最短路径、获得已知最短距离的概率明显优于模

拟退火算法。 

表3  模拟退火算法求解TSP问题的实验结果 

数据编号 最短距离 平均距离 获得已知最短 
距离的概率 

1 2 707 2 707 10/10 
2 420 420 10/10 
3 5 059 5 131 0 
4 50 646 54 494 0 
5 439 444 0 
6 557 569 0 
7 21 625 22 989 0 
8 8 252 8 580 0 
9 123 822 128 969 0 
10 102 692 104 817 0 
11 6 943 7 113 0 
12 50 727 53 224 0 

3.1.4  与其他文献报道算法结果的对比 
根据文献[14]报道，本文也采用偏离最优路径比

率来对比算法的性能，偏离最优路径比率的计算方

法为： 
*

* 100%S S
S

μ −
= ×             (5) 

式中，S 为多次计算获得的平均最短路径长度； *S
为目前已知的最短路径长度。 μ 越小表明该算法获

得的解与已知最优路径越接近，算法的性能越好。 

表4  MQHOA算法与其他文献报道算法结果的对比 

偏离最优路径的比率 / %μ  数据集 
名称 

城市 
规模 KG KL KD SETSP Budinich ESOM ISOM MQHOA

eil51 51 2.86 2.86 3.50 2.22 3.10 2.10 3.81 0.23 
st70 70 2.33 1.51 3.67 1.60 1.70 2.09 2.11 9.04 
eil76 76 5.48 4.98 6.49 4.23 5.32 3.89 4.63 0.74 

rand100 100 2.62 2.09 4.89 2.60 3.16 1.96 3.40 1.64 
lin105 105 1.29 1.98 2.18 1.30 1.71 0.25 0.24 0.42 
pr107 107 0.42 0.73 10.83 0.41 1.32 1.48 0.87 0.32 
pr136 136 5.15 4.52 1.93 4.40 5.20 4.31 3.67 1.74 
pr152 152 1.29 0.97 3.24 1.17 2.04 0.89 2.08 1.64 
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表4中的结果是采用MQHOA算法计算出的 μ
值与其他算法获得的 μ 值的对比，表4中其他算法的

μ 值数据来自于文献[15-17]。表中MQHOA算法的

μ 值数据是根据10次计算得到的值，总共对8个标准

测试集进行了计算和对比，城市数目从51到152。从

表中的结果来看对于大多数测试数据集MQHOA算

法的 μ 值都要明显优于其他算法，其中只有st70数
据集MQHOA算法的 μ 值要明显差些，对于pr152
数据集MQHOA算法要优于KD、Budinich和ISOM
算法。 
3.2  MQHOA算法求解规则分布TSP问题 

TSP标准测试集中的城市数据较为复杂、没有

规律，为了对MQHOA算法进行分析，本节构造了

一些有一定规律的规则分布的数据集研究算法。实

验中参数 3 000k = ， 200m = 。  
图1为利用MQHOA算法对不同的规则城市分

布数据的TSP问题进行求解的结果。图1a为32个城市

单一方形分布，迭代次数为15次，图1b为36个城市

带有2个突出点的方形分布，迭代次数为21次，图1c
为81个城市的 9 9× 点阵分布，迭代次数为74次，图

1d为80个城市的5个 4 4× 点阵分布，迭代次数为91
次，图1e为81个城市的随机分布，迭代次数为98次，

图1f为225个城市的15 15× 点阵分布，迭代次数为

388次。从图中可以看出对80个城市以下的规则分布

城市数据，MQHOA算法基本都能有效的找到最短

路线。从图1f中可以看到大量的斜向路线，这表明

算法此时收敛到的结果并不是理论最短路径，从实

验中发现对于这类点阵数据算法从10 10× 点阵开始

就会出现找不到理论最优路径的问题。 
 

a. 32 个城市 b. 36 个城市 

c. 81 个城市 d. 80 个城市 

e. 80 个随机城市 f. 225 个城市 
 

图1  规则城市分布数据的实验结果 

3.3  MQHOA算法收敛特性分析 
对于表1中的标准测试数据集和图1c、图1f这类

规则数据本文研究了算法收敛时的迭代次数与城市

规模之间的关系如图2所示。 
图2a为标准测试数据集的结果，图2b为点阵数

据的结果，从图2中的结果来看迭代次数与城市规模

总体呈的似的线性对应关系，标准测试数据集中的

结果也基本与此结果相符，但随着城市规模的增长

算法获得理论最优路径的概率会逐步下降。其他类

型数据集的变化情况也类似，这证明算法在求解

TSP问题时均具有良好的收敛性。 
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     a 标准测试数据集计算结果  
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      b. 点阵数据计算结果 

     图2  算法迭代次数与城市数的关系 

利用规则结构的城市分布数据可以使算法在数

据内在结构一致的条件下进行对比，但由于TSP的
内在结构目前还没有理论进行描述，这也是组合优

化问题的困难之处。 

4  结 束 语 
本文提出了在MQHOA算法框架下的TSP问题

求解方法，文中对比了高斯邻域生成方法和随机邻

域生成方法，表明本文的所用高斯邻域生成方法要

优于随机邻域生成方法。与其他算法的比较也表明

算法的性能十分稳定，在偏离最优路径比率指标上

也要优于已有的一些其他组合优化算法，同时

MQHOA算法在获得理论最优解的概率和多次实验

的平均距离两个指标上都要优于模拟退火算法。实

验证明MQHOA算法也能有效地求解TSP这类组合
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优化问题，并具有良好的性能。 
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