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Hopf分岔系统的参数化镇定方法 

陆金波，侯晓荣，罗  敏  
(电子科技大学能源科学与工程学院  成都  611731) 

 
【摘要】针对Hopf分岔系统镇定问题，提出了一种参数化镇定方法。应用该方法设计的控制器阶次较低，结构简单，不

含有平衡点的值，不改变原系统平衡点的位置。添加控制器后能够较好地改善原系统分岔点附近的特性，实现对原系统的Hopf
分岔甚至混沌状态的稳定控制。根据Hurwitz判据推导了参数化控制器的约束条件，并用柱形代数剖分算法求得了控制器的参

数区间，在区间内任意一组参数都能够镇定系统的状态。以Lorenz系统为例，展开说明了该参数化镇定方法对控制器的设计

过程，并进行了仿真。仿真结果验证了该方法的有效性。 
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Systems 
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Abstract  A parametric stabilization method is proposed for the problem of Hopf bifurcation system control. 

Compared with the existing methods, the controller designed by this method has a lower controller order and a 
simpler structure, and it does not contain equilibrium points. The method keeps equilibrium of the origin system 
unchanged. Under the control, the characteristics of the original system will be improved at equilibrium, and the 
system states of Hopf bifurcation or chaos can be controlled to stable. Using the Hurwitz criterion, the constraints 
of the parametric controller are derived. The idea of cylindrical algebraic decomposition (CAD) is employed to 
compute the constraints to find the parameter ranges of the designed controller, and the controller can be designed 
to stabilize the system by using any feasible control parameters in the ranges. Taking Lorenz system as an example, 
the controller design process of the method and numerical simulations are discussed. The simulation results show 
the effectiveness of the proposed method. 
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分岔作为非线性系统的一种常见现象，近年来

相关研究大量涌现[1-3]。分岔控制的目的是为了改变

系统动态性能以获得期望的系统特性，其主要目标

包括：延迟系统分岔的发生、镇定不稳定的分岔、

改变已有分岔点的参数值、修正分岔的形状和类型、

改善分岔点附近的系统特性，或者这些目标的某些

组合[4]。Hopf分岔是分岔中的一种重要类型，其实

际意义在于Hopf分岔是系统状态处于稳定和不稳定

之间的一种临界状态，所以对其研究非常重要，相

关研究成果也很多[5-7]。 
在实际的工程系统中，Hopf分岔系统也广泛存

在，涵盖了很多的领域，包括：电力系统[8]、电子

技术[9]、网络技术[10]、新能源[11]、光学技术[12]等，

而很多工程中的问题在实际分析和计算时都会涉及

到Hopf分岔的控制问题。Hopf分岔的控制是控制工

程和电子技术等领域的重点研究方向之一，有大量

的研究成果，包括实际工程应用[13]和理论研究[14]。 
随着研究的深入，参数化控制器逐步应用在了

Hopf分岔系统的控制中[15-16]。文献[15]在这方面做

出了重要的工作，其根据状态反馈理论，给出了一

种相对通用的Hopf分岔控制形式，并通过实例对控

制器的参数进行了求解和仿真。文献[16]对文献[15]
的部分工作进行了进一步的深入，对控制器进行了

简化，在控制参数平面上绘制了约束条件曲线，并
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以此对系统的分岔情况进行了分析。 
尽管在Hopf分岔控制器设计方面已经存在大量

的研究，但是目前的研究文献中依然存在一定的局

限性，如控制器形式复杂不够通用、控制阶次较高、

约束条件求解繁琐、参数求解不充分。在现有的研

究中，文献[15]使用参数化控制的方法在Hopf分岔

控制方面进行了很好的应用，用不等式的方式对求

出的控制器参数范围进行了描述，分岔控制效果明

显。但是，该文献设计的控制器中含有系统全部的

平衡点，表达式结构非常复杂，阶次很高，控制器

的阶次是原系统平衡点的整数倍。文献[16]对这种参

数化的控制器进行了明显的简化，去掉了原控制器

中大部分的高次项，使得控制器的阶次降低，使用

柱形代数剖分方法将控制器的约束条件绘制在了二

维空间中，并对各个子空间的分岔情况进行了分析。

但是该文献中设计的控制器阶次依然较高，且控制

器中含有原系统平衡点的值。文献[17]对文献[16]中
的参数化方法做了进一步的应用，但是没有对控制

器形式进行改进。 
因此本文提出了一个简单通用的参数化控制器

设计方法，使用该方法设计的控制器阶次更低，控

制器中不含有系统平衡点的值，并且不会改变原系

统平衡点的位置。 

1  系统描述和参数化控制器设计 
1.1  Hopf分岔系统描述 

考虑如下具有Hopf分岔的非线性系统： 
( , )μ=X F X                (1) 

式中，X 表示 X 针对时间t的导数； nR∈X 表示 X 是

实数域 n 维的状态向量； Rμ ∈ 是一个标量参数，称

为分岔参数。注意：通常 μ 可以考虑成m维的向量，

1 m n≤ ≤ 。 ( , )μF X 是一个具有Hopf分岔的非线性

多项式系统矩阵，并且满足如下的条件： 
1) 令 *X 为系统的平衡点，使得针对任何 μ 都

存在 *( , ) 0μ ≡F X ； 
2) 当 μ 变化使得 *μ μ= 时，系统在平衡点 *X

附近将产生一簇极限环。 
1.2  参数化控制器设计 

针对系统式(1)设计一个通用的非线性状态反馈

控制形式： 
( , ) ( , )μ μ= +X F X u X            (2) 

增加控制器后，为了不改变原系统的平衡点值，

控制器 u需要满足如下的条件，即： 
*( , ) 0μ =u X , *( , ) 0μ ≠u X  

针对系统式(1)，考虑通用性，令： 
T

1 2( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )]nf f fμ μ μ μ=F X X X X  
式中， T

1 2( , , , )nx x x=X 。设： 
T( , ) [0,0, , ( , ),0, ,0]juμ μ=u X X     1,2, ,j n=  

0
1,

( , ) ( , ) ( , )
n

j j i i
i i j

u g f c fμ μ μ
= ≠

= + ∑X X X     (3) 

式中， 

2
1 1 1

1

( , ) ( )
n

k k n k k
k

g c c x c xμ + + +
=

= + +∑X  

0 1 1 1{ , , , }i k n kc c c c R+ + + ∈ 是控制器的参数。这样控制器

( , )μu X 能够镇定系统式(1)并且稳定系统的分岔[6]。 

注1：该控制器中 ( , )g μX 形式简单，是由系统

状态变量组成的多项式，且其中不包含系统的平衡

点，而且通常情况下2次项是不需要的。相较于文献

[15-16]，设计的控制器更简单、适用，控制器中不

含有系统的平衡点。 
注2： ( , )μu X 中可以有多个分量，但是通常一

个分量就能满足控制系统的要求。 
注3：控制器式(3)是由原系统状态方程的矢量

组合构成，控制器本身不含有系统平衡点的值，且

增加控制器后不会改变原系统平衡点的位置。 
注4：式(3)所描述的控制器适用于大多数的系

统，但是给出严格的数学证明比较困难。接下来的

讨论中将通过一个三维系统的控制器设计来展开说

明设计过程。 
1.3  主要定理 

定理 1  对于 k 阶实多项式 ( )B X 和 m 阶实多

项式 ( )A X ， nR∈X ， 1k≥ ， 1m≥ ，如果在 0=X X
处存在 0( ) 0B =X ，则必然存在 p 阶实多项式 ( )L X ，

0 p k<≤ ，使得 0 0( ) ( )L A=X X 。 

证明： 
根据多项式除法， ( )A X 可以写为： 

/( ) ( ) ( ) ( )A BA A B L= +X X X X  
式中， ( )A X 是 ( )B X 除 ( )A X 的整式部分； / ( )A BL X
为 ( )B X 除 ( )A X 的余式部分。令 /( )) (A BL L= XX ，

则在根 0X 处必然存在 0 0( ) ( )L A=X X 。 

定理 2  一个具有Hopf分岔的3阶非线性系统

可以描述为以下的形式： 
1 1

2 2

3 3

( , )
( , )
( , )

x f
x f
x f

μ
μ
μ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

X
X
X

              (4) 

式中， μ 是分岔参数； T
1 2 3[ , , ]x x x=X 。系统式(4)

的Jacobi矩阵满秩。考虑式(3)并适当简化，可以得
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到如下的参数化控制器： 
T

1 2 3( , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]u u uμ μ μ μ=u X X X X    (5) 
3

0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )j j k k
k k j

u g f c fμ μ μ μ
= ≠

= + ∑X X X X
，

 (6) 

式中， ( , ) 0ju μ ≠X ； ( , ) 0ku μ =X ； 1, 2, 3j = ；

1 2 1 3 2 4 3( )g c c x c x c x= + + +X ； 0{ , ,k ic c R∈ 1,2,3,4}i = ; 

0kc 、 ic 是控制器参数。则在Hurwitz判据确定的约束

条件内，通过选择控制器参数 0kc 、 ic ，系统式(4)
能够实现在平衡点附近的控制。 

证明： 
不失一般性，通常控制器式(6)可以写成如下的

简化表达形式： 
2 2 01 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )u g f c fμ μ μ μ= +X X X X    (7) 

在系统式(4)上增加控制器式(7)后则闭环表达

式可以写为： 
1 1

2 2 2

3 3

( , )
( , ) ( , )
( , )

x f
x f u
x f

μ
μ μ
μ

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

X
X X
X

          (8) 

这样闭环系统的Jacobi矩阵描述为： 
1 1 1

1 2 3

21 21 23

3 3 3

1 2 3

f f f
x x x

j j j
f f f
x x x

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

J  

式中， 
2 2 1

21 2 2 01
1 1 1

( )f f fj g c f c
x x x

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
X    

2 2 1
22 3 2 01

2 2 2

( )f f fj g c f c
x x x

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
X    

2 2 1
23 4 2 01

3 3 3

( )f f fj g c f c
x x x

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
X  

设系统的一个平衡点 0 10 20 30( , , )x x x=X ，则根据

Jacobi矩阵，系统在平衡点处的特征方程描述为： 
3 2

0 1 2 3det( )( ) a aD a aλ λ λ λλ = − = + + +I J  

式中， 
0 1a =  

0

31 1 2
1 01 3 2

2 1 2 3

( ) ff f fa c g c f
x x x x

=

⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂
= − − − − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦X X

X  

3 31 2 1 2 2 2
2

1 2 2 1 3 2 2 3

( )f ff f f f f fa g
x x x x x x x x

⎡⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + −⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢⎝ ⎠⎣

X  

3 31 1
2 2 4 2 3 2

2 2 3 1

f ff fc f c f c f
x x x x

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂
− + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

3 3 31 1 1 2 1 1 2
01

3 2 3 2 1 2 1 3 2 1

f f ff f f f f f fc
x x x x x x x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

0

3 3 31 2 2

3 1 3 2 2 3

f f ff f f
x x x x x x

=

⎤∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
− + ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎦X X

 

3 3 31 2 1 2 1 2
3

1 2 3 1 3 2 2 1 3

f f ff f f f f fa
x x x x x x x x x

⎡⎛ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + −⎢⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢⎝⎣

 

3 3 31 2 1 2 1 2

2 3 1 3 1 2 3 2 1

( )f f ff f f f f f g
x x x x x x x x x

⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + +⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎠

X  

3 3 3 31 1 1 1
3 4 4 2

1 3 1 2 2 1 2 3

f f f ff f f fc c c c
x x x x x x x x

⎛ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− + − + +⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝

 

3 3 31 1 1 2
3 2 2

3 1 3 2 1 2 3

f f ff f f fc c f
x x x x x x x

⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− − +⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎠

 

3 3 31 2 1 2 1 2

1 3 2 2 1 3 2 3 1

f f ff f f f f f
x x x x x x x x x

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

0

3 31 2 1 2

3 1 2 3 2 1

f ff f f f
x x x x x x

=

⎤∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎦X X

 

通过特征方程系数可以看出，当 0=X X ， n

j

f
x

∂
∂

和

nf 的值是确定的， ( , )n nf f μ= X ， 1,2,3n = ， 1,2,3j = 。

且由于原系统Jacobi矩阵满秩，则在特征方程系数 1a 、

2a 、 3a 的表达式中与控制器参数相关的多项式不可

能同时为零，因此 1a 、 2a 、 3a 的数值和符号可以通

过 01c 、 ic 进行改变。又因为 0 0a > ，根据Hurwitz判
据并考虑到定理1，设系统式(4)的平衡点方程为

0( ) 0G =X ，则对于控制器参数可以得到如下的约束

条件： 

1

2

3

4

1

2

3

/ 0

/

0

/4

0

/

0

( )

( )

0

0
:

0( )

( ) 0

a G

a G

a G

a G

l

l
S

l

l

L

L

L

L

= >⎧
⎪

= >⎪
⎨ = >⎪
⎪ = >⎩

X

X

X

X

           (9) 

式中， 4 1 2 0 3a a a a a= − 。因此，在Hurwitz判据确定的

约束条件内，通过选择适当的控制器参数 0kc 和 ic ，

能够在平衡点附近实现对系统式(4)的稳定控制。 
注5：约束条件 4l 中，如果出现 4 0l = 则说明系

统处于临界稳定状态，即Hopf分岔，其状态特性表

现为等幅震荡；如果 4 0l > ，则系统状态收敛，即稳

定，接下来的分析设计中将只考虑稳定时的情况。 

2  Lorenz系统控制器设计 
人们已经在量子物理、电子电路、磁物理、通

讯技术、无线探测等众多领域中对Lorenz系统进行

了大量的研究工作。接下来将使用Lorenz系统对控
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制器设计过程进行说明和验证。 
2.1  Lorenz系统描述 

Lorenz系统可以描述为： 
( )

        

x a x y
y bx xz y
z xy cz

= − −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

            (10) 

式中，a、b 、c 是可变参数，这些参数对系统特性

有着直接影响，细微的参数变化都有可能导致系统

轨迹由稳定转变为分岔，甚至是混沌[15]。根据式

(10)，求出系统的平衡点方程为： 
3
0 0( ) 0x bc c x− − =            (11) 

2.2  控制器设计及约束条件计算 
根据式(7)，控制器可以设计为： 

2 1 2 3 4 0( )u y c c x c y c z c x= + + + +  

式中， 0c R∈ ， 1c R∈ ， 2c R∈ ， 3c R∈ ， 4c R∈ 是

控制器参数。根据式(10)，控制器变为： 
2 1 2 3 4 0( )( ) ( )u bx xz y c c x c y c z c a x y= − − + + + − −  (12) 

Lorenz系统的状态特性直接受到系统参数的影

响，随着系统参数的变化，系统状态轨迹会从稳定

转变为分岔甚至混沌。为了验证控制器的性能，本

文选择系统参数 4a = ， 16b = ， 1c = ，根据文献[15]，
没有控制器时系统的状态特性是混沌的。将系统参

数带入Lorenz系统式(4)，可以得到新的系统为： 
4( )

16
x x y
y x xz y
z xy z

= − −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

           (13)
 

根据式(13)，系统在平衡点处的方程为： 
3
0 015 0x x− =               (14) 

为了简化计算过程，令 0 0c = ， 3 0c = ，控制器可以

简写为： 
2 1 2 4( , , ) ( )u x y z y c c x c z= + +         (15) 

将式(15)带入，计算和整理后的系统约束条件为： 
2

1 4 0 2 0 1 6l c x c x c= + + +           (16) 
2

2 1 4 0 2 0 1(5 5 16 ) 16 59 55l c c x c x c= + + + − −    (17) 
2

3 4 1 0 2 0 1(120 12 12) 120 60 60l c c x c x c= + + + − −  (18) 
2 2 2 2

4 1 2 4 1 4 4 0(5 16 240 32 4 18)l c c c c c c x= + + + − + +  
2

1 2 2 4 2 0 1 1(32 480 4 ) 59 349 270c c c c c x c c+ − − − −  (19) 

充分求解约束条件式(16)～式(19)组成的不等

式组非常困难。式(16)～式(19)平衡点处的方程式(14)
构成了一个半代数集，使用柱形代数剖分方法可以

对这个半代数集进行充分求解，从而将不等式组的

求解问题转换成控制器参数空间的区域划分问题。 

3  数值化计算及仿真 
下面将进行数值化仿真。由于控制器式(15)中含

有 1c 、 2c 、 4c 共3个参数，直接用柱形代数剖分方法

对控制器的半代数集求解后得到的参数区间将由多

个不等式组描述，不够直观。为了进一步简化约束 
条件，在系统的3个平衡点 0 (0,0,0)=Ε ， − =E ( 15,−  

15,15)− ， ( 15, 15,15)+ = + +E 处对约束条件进行

计算和分析。 
在平衡点 0E 处： 

10 1 6l c= +                (20) 

20 159 55l c= − −             (21) 

30 160( 1)l c= − +             (22) 
2

40 1 159 349 270l c c= − − −          (23) 
在平衡点 −E 处： 

1 1 2 415 15 6l c c c− = − + +          (24) 

2 1 2 416 16 15 240 20l c c c− = − + +       (25) 

3 1 2 4120 120 15 1800 120l c c c− = − + +     (26) 
2 2 2

4 1 2 4 1 4 1 216 240 3 600 480 32 15l c c c c c c c− = + + + − −  

2 4 1 4 2480 15 4 60 4 15c c c c c− − +      (27) 
在平衡点 +E 处： 

1 1 2 415 15 6l c c c+ = + + +         (28) 

2 1 2 416 16 15 240 20l c c c+ = + + +       (29) 

3 1 2 4120 120 15 1 800 120l c c c+ = + + +     (30) 
2 2 2

4 1 2 4 1 4 1 216 240 3 600 480 32 15l c c c c c c c+ = + + + + +  

2 4 1 4 2480 15 4 60 4 15c c c c c− − −      (31) 

由于系统稳定，分析式(20)～式(22)可得： 
1 ( 6, 1)c ∈ − −  

而根据式(23)，有： 
40 1 10 (59 54)( 5)l c c= − + +       (32) 

从而可以得到 1 [ 5, 1)c ∈ − − ，当 1 5c = − 时， 40 0l = 。

本文只考虑稳定的情况，则 1 ( 5, 1)c ∈ − − 。接下来将

使用柱形代数剖分计算系统的控制器参数。 
为了简化计算过程，选择 1 3c = − ，此时系统在

平衡点 0E 处的状态是稳定的。 1 3c = − 带入约束条件

式(24)～式(31)，这样使用柱形代数剖分方法可以得

到控制器的参数区间。新的约束条件为： 

1 2 415 15 3l c c− = − + +           (33) 

2 2 416 15 240 28l c c− = − + −         (34) 

3 2 4120 15 1 800 240l c c− = − + −       (35) 
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4 2 4 2 4
4 (5 5 15 15)(60 60 15 13 15)
5

l c c c c− = − + − +  

(36) 

1 2 415 15 3l c c+ = + +            (37) 

2 2 416 15 240 28l c c+ = + −        (38) 

3 2 4120 15 1 800 240l c c+ = + −        (39) 

4 2 4 2 4
4 (5 5 15 15)(60 60 15 13 15)
5

l c c c c+ = + − + −  

 (40) 
此时控制器还有 2c 和 4c 两个参数需要确定，根

据系统在平衡点 −Ε 和 +E 处的情况使用柱形代数剖

分计算可以得出 2c 和 4c 的参数范围。 
由约束条件式(33)～式(40)组成的方程组的隐

函数曲线被绘制在二维空间上，如图1所示。按照柱

形代数剖分理论，对这些函数曲线划分的区域进行

搜索，最终得到区域 sQ ，在该区域内，选择参数 2c
和 4c 能够实现系统的镇定。区域 sQ 的边界是 1L 和

2L ，其中 1L 是式(40)的方程 4 0l + = 的一部分， 2L 是

式(36)的方程 4 0l − = 的一部分，其函数方程分别为： 
2

1
2 4

0
:

60 60 15 13 15 0

c
L

c c

⎧⎪
⎨

+ − =⎪⎩

≤
 

2
2

2 4

0
:

60 60 15 13 15 0

c
L

c c

⎧⎪
⎨

− + − =⎪⎩

≥
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图1  系统约束条件曲线在 2 4c c− 平面的划分情况 

为了证明控制器的有效性，对系统进行了数值

化仿真，仿真结果如图2～图4所示。在这种情况下，

控制器参数 0 0c = ， 1 3c = − ， 2 1c = ， 4 1c = 。 
图2是系统在 0E 处的轨迹，轨迹是收敛的。图3

是在 −E 处的轨迹，图4是在 +E 处的轨迹，这两个轨

迹都是收敛的。 
具有多个平衡点的非线性系统控制时，通常只

能保证系统状态在平衡点附近的局部稳定性，即在

平衡点附近的一个邻域内能够使系统轨迹收敛到该

平衡点。本文仿真时系统在平衡点 0E 、 −E 、 +E 处

的初始值分别为： (0,1, 1)− ， ( 4, 4,16)− − ， (4,4,16) 。 
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图2  当 1 3c = − 时，在 0E 处稳定的系统轨迹曲线 

 

−4.5 
−4.5 

−3.5
−3.0

−6
–4

−2

0
14.0

14.5

15.0

15.5

16.0

x y 

z 

 

图3  系统在 −E 处稳定的轨迹曲线 
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图4  系统在 +E 处稳定的轨迹曲线 

4  结 束 语 
本文针对一类具有Hopf分岔的非线性系统提出

了一种参数化镇定方法，并对三维时情况进行了证

明。使用该方法，设计的控制器结构简单，控制器
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参数求解充分，不会改变原系统平衡点的位置，能

够实现系统的稳定控制。以Lorenz系统作为实例，

说明了参数化控制器的设计过程。最后通过数值化

仿真证明了本文提出方法的有效性。 
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